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8. INTRATTABILITÀ III

‣ casi particolari: alberi
‣ casi particolari: planarità
‣ algoritmi approssimanti: vertex cover 
‣ algoritmi approssimanti: bisaccia
‣ algoritmi esponenziali: 3-SAT

‣ algoritmi esponenziali: TSP

http://www.cs.princeton.edu/~wayne/kleinberg-tardos
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Come affrontare i problemi NP-ardui

D.  Devo risolvere un problema NP-arduo. Cosa dovrei fare?
 
R.  Dovrai sacrificare una delle caratteristiche desiderabili dell'algoritmo:

i. Risolve istanze arbitrarie del problema.
ii. Risolve il problema in modo ottimo.
iii. Risolve il problema in tempo polinomiale.

 
Strategie per affrontare problemi NP-ardui.

i. Progettare algoritmi per casi particolari del problema. 
ii. Progettare algoritmi di approssimazione o euristiche.
iii. Progettare algoritmi tempo esponenziali nel caso peggiore.
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possiamo usare 
algoritmi avidi,

programmazione dinamica,
divide et impera, e

flussi di rete!



8. INTRATTABILITÀ III

‣ casi particolari: alberi
‣ special cases: planarity 
‣ approximation algorithms: vertex 

cover
‣ approximation algorithms: knapsack
‣ exponential algorithms: 3-SAT

‣ exponential algorithms: TSP
SECTION 10.2



Insieme indipendente [Independent set] su alberi

Independent set su alberi.  Dato un albero, trova un sottoinsieme di nodi a massima 
cardinalità tale che nessuna coppia di nodi del sottoinsieme sia adiacente.
 
Fatto.  Ogni albero ha almeno un nodo foglia (grado = 1).
 
 
 
 
Osservazione chiave.  Se il nodo v è foglia, esiste un  
independent set a massima cardinalità che contiene v.
Dim.  [argomentazione basata su scambi]
・Consideriamo un independent set S a massima cardinalità. 
・Se v ∈ S, abbiamo la tesi.
・Altrimenti, sia (u, v) l'unico arco incidente a v.

- Se u ∉ S e v ∉ S, allora S ∪  { v } è indipendente  ⇒  S non è massimo
- Se u ∈ S e v ∉ S, allora S ∪  { v } − { u } è indipendente  ▪
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Independent set su alberi:  algoritmo avido

Teorema.  Il seguente algoritmo avido trova un independent set a massima cardinalità 
su qualunque foresta (e quindi su qualunque albero).
 
Dim.  La correttezza segue dalla precedente osservazione.  ▪
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nota.  Si può implementare in tempo O(n) mantenendo i gradi dei nodi e una lista dei 
nodi di grado 1.
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INDEPENDENT-SET-IN-A-FOREST(F)                          
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

S ← ∅.

WHILE (F ha almeno 1 arco)

Sia v un nodo foglia e sia (u, v) l'unico arco incidente a v.

S ← S ∪ { v }.

F ← F  – { u, v }.

RETURN  S ∪ { nodi rimanenti in F }.

rimuovi sia u che v (e gli archi incidenti ad essi)



Independent set pesato su alberi.  Dato un albero e pesi dei nodi wv ≥ 0, 
trova un independent set S che massimizza Σ v ∈ S wv. 
 
L'algoritmo avido può fallire catastroficamente.

Independent set pesato su alberi
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Independent set pesato su alberi

Independent set pesato su alberi.  Dato un albero e pesi dei nodi wv ≥ 0, 
trova un independent set S che massimizza Σ v ∈ S wv. 
 
Algoritmo di programmazione dinamica.  Radica l'albero in un nodo r.
・OPTin (u)  = IS a peso massimo nel sottoalbero radicato in u, contenente u.
・OPTout (u) = IS a peso massimo nel sottoalbero radicato in u, non contenente u.
・Goal:  max { OPTin (r),  OPTout (r) }.
 
Equazione di Bellman.
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€ 

OPTin (u) = wu +   OPTout (v)
v ∈ children(u)

∑

OPTout (u) = max OPTin (v), OPTout (v){ }
v ∈ children(u)

∑

children(u) = { v, w, x }

  

€ 

OPTin (u) = wu +   OPTout (v)
v ∈ children(u)

∑

OPTout (u) = max OPTin (v), OPTout (v){ }
v ∈ children(u)

∑

sottoproblemi
sovrapposti



Intrattabilità III:  quiz 2

In quale ordine vanno risolti i sottoproblemi?

A. In preordine.

B. In postordine.

C. In ordine di livello.

D. Qualunque delle precedenti.
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processa tutti i discendenti di un nodo prima del nodo stesso



Independent set pesato su alberi:  algoritmo di programm. dinamica

Teorema.  Il seguente algoritmo calcola il peso massimo di un independent set di un 
albero in tempo O(n).

WEIGHTED-INDEPENDENT-SET-IN-A-TREE (T)                          
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Radica l'albero T in un qualunque nodo r.

S ← ∅.

FOREACH (nodo u di T in postordine/ordine topologico)

IF (u è un nodo foglia)

Min[u] = wu.

Mout[u] = 0.

ELSE

Min[u]  = wu + Σv ∈ children(u) Mout[v].

Mout[u] = Σv ∈ children(u)  max { Min[v],  Mout[v] }.

RETURN  max { Min[r],  Mout[r] }.
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assicura che ogni nodo
sia processato dopo

tutti i suoi discendenti

possiamo trovare anche l'independent
set stesso (non solo il suo valore)

con semplici aggiunte



Problemi NP-ardui su alberi:  contesto

Independent set su alberi.  Trattabile perché si può trovare un nodo che "spezza" 
l'interazione tra i diversi sottoproblemi legati ai diversi sottoalberi.
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INTRATTABILITÀ III

‣ special cases: trees
‣ casi particolari: planarità
‣ approximation algorithms: vertex 

cover
‣ approximation algorithms: knapsack
‣ exponential algorithms: 3-SAT

‣ exponential algorithms: TSP
SECTION 23.1



Planarità

Def.  Un grafo è planare se può essere immerso nel piano in modo tale che i suoi 
archi non si incrocino.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Applicazioni.  Progetto di circuiti integrati, computer grafica, ...
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planare

K5 è nonplanare K3,3 è nonplanare



Test di planarità

Teorema.  [Hopcroft–Tarjan 1974]  Esiste un algoritmo O(n) per determinare se un 
grafo è planare.
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un grafo planare semplice ha 
 ≤ 3n - 6 archi

Efficient Planarity Testing 

J O H N  H O P C R O F T  A N D  R O B E R T  TAR JAN 

Cornell University, Ithaca, New York 

ABSTRACT. This paper describes an efficient algorithm to determine whether an arbitrary graph G 
can be embedded in the plane. The algorithm may be viewed as an iterative version of a method 
originally proposed by Auslander and Parter and correctly formulated by Goldstein. The algorithm 
uses depth-first search and has O(V) time and space bounds, where V is the number of vertices in 
G. An ALGOS implementation of the algorithm successfully tested graphs with as many as 900 vertices 
in less than 12 seconds. 

KEY WORDS AND PHRASES: algorithm, complexity, depth-first search, embedding, genus, graph, 
palm tree, planarity, spanning tree 

CR CATEGORIES: 3.24, 5.25, 5.32 

1. Introduction 
Graph theory is an endless source of easily s ta ted yet  very hard problems. Many  of these 
problems require algorithms; given a graph, one may ask if the graph has a certain prop- 
erty, and an algori thm is to provide the answer. Since graphs are widely used as models 
of real phenomena, it  is impor tant  to discover e~cient algorithms for answering graph- 
theoretic questions. This paper presents an efficient algorithm to determine whether a 
graph G can be embedded (without any crossing edges) in the plane. 

The planar i ty  algori thm may be viewed as an i terat ive version of a recursive method 
originally proposed b y  Auslander and Pat te r  [1] and correctly formulated by  Goldstein 
[2]. The algorithm uses depth-first search to order the calculations and thereby achieve 
efficiency. Depth-first  search, or backtracking,  has been widely used for finding solu- 
tions to problems in combinatorial  theory and artificial intelligence [3, 4]. Recently this 
type of search has been used to construct efficient algorithms for solving several problems 
in graph theory, including finding biconnected components [5, 6], finding triconnected 
components [7, 81, finding strongly connected components [61, finding dominators [9], 
and determining whether a directed graph is reducible [10, 11]. 

In  order to analyze the theoretical efficiency of the planar i ty  algorithm, a random ac- 
cess computer model is used. Da ta  storage and retrieval, ari thmetic operations, compari- 
sons, and logical operations are assumed to require fixed times. A memory cell is allowed 
to hold integers whose absolute value is bounded by  kV for some constant  k, where V is 
the number of vertices in the problem graph. Cook [12] describes an exact computer model 
along these lines. If f and g are functions of x, we say " f (x)  is O(g(x) )"  if, for some 
constants kI and k2, I f (x)  I -< ki I g(x) I + k2 for all x. Within this framework, the  
planar i ty  algorithm has 0 (V) t ime and space bounds and is opt imal  to within a constant  
factor. 

The practical efficiency of the algorithm was measured by  implementing i t  in ALGOL 

Copyright (~) 1974, Association for Computing Machinery, Inc. General permission to republish, 
but not for profit, all or part of this material is granted provided that ACM's copyright notice is 
given and that reference is made to the publication, to its date of issue, and to the fact that reprinting 
privileges were granted by permission of the Association for Computing Machinery. 
This research was supported by the Hertz Foundation, the NSF, and the Office of Naval Research 
under grants #N-0O014-A-Ol12-0057 and #N-00014-67-A-0077-0021. 
Authors' present addresses: J. Hopcroft, Department of Computer Science, Cornell University, 
Ithaca, NY 14850; R. Tarjan, Department of Electrical Engineering, University of California, 
Berkeley, CA 94720. 

Journal of the Association for Computing Machinery, Vol. 21, No. 4, October 1974, pp. 549-568. 



Problemi su grafi planari

Fatto 0.  Molti problemi su grafi possono essere risolti più efficientemente su grafi 
planari.
Ex.  Cammini minimi, flussi massimi, MST, abbinamenti, …
 
Fatto 1.  Alcuni problemi NP-completi divengono trattabili su grafi planari.
Ex.  MAX-CUT, ISING, CLIQUE, GRAPH-ISOMORPHISM, 4-COLOR, ...
 
Fatto 2.  Altri problemi NP-completi si semplificano su grafi planari.
Ex.  INDEPENDENT-SET, VERTEX-COVER, TSP,  STEINER-TREE, ...
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An O(n log n) Algorithm for Maximum st-Flow
in a Directed Planar Graph

GLENCORA BORRADAILE AND PHILIP KLEIN

Brown University, Providence, Rhode Island

Abstract. We give the first correct O(n log n) algorithm for finding a maximum st-flow in a directed
planar graph. After a preprocessing step that consists in finding single-source shortest-path distances
in the dual, the algorithm consists of repeatedly saturating the leftmost residual s-to-t path.

Categories and Subject Descriptors: F.2.2 [Analysis of Algorithms and Problem Complexity]:
Nonnumerical Algorithms and Problems

General Terms: Algorithms

Additional Key Words and Phrases: Maximum flow, planar graphs

ACM Reference Format:
Borradaile, G. and Klein, P. 2009. An O(n log n) algorithm for maximum st-flow in a directed
planar graph. J. ACM 56, 2, Article 9 (April 2009), 30 pages. DOI = 10.1145/1502793.1502798
http://doi.acm.org/ 10.1145/1502793.1502798

1. Introduction

Informally, the maximum st-flow problem is as follows: given a graph with positive
arc-capacities, and given a source vertex s and a sink vertex t , the goal is to find a
way to route the maximum amount of a single commodity along s-to-t paths in such
a way that the amount of commodity passing through an arc is at most the capacity
of the arc. In the minimum st-cut problem, the goal is to find a minimum-capacity
set of arcs such that each s-to-t path includes at least one arc in the set. Formal
definitions will be given in Section 4.5.

The history of maximum-flow and minimum-cut problems [Schrijver 2002] is
tied closely to planar graphs. During the height of the cold war, the United States

A preliminary version of this article was published in Proceedings of the 17th Annual ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms (SODA’06), ACM, New York, 2006, pp. 524–533.
G. Borradaile was supported by NSERC PGS-D, Rowland-Lloyd CST, Kanellakis, a Brown University
Dissertation Fellowship, and NSF Grant CCF-0635089. P. Klein was supported by NSF Grant CCF-
0635089.
Authors’ addresses: Department of Computer Science, Brown University, Providence, RI 02912,
e-mail: {glencora; klein}@cs.brown.edu.
Permission to make digital or hard copies of part or all of this work for personal or classroom use
is granted without fee provided that copies are not made or distributed for profit or commercial
advantage and that copies show this notice on the first page or initial screen of a display along with the
full citation. Copyrights for components of this work owned by others than ACM must be honored.
Abstracting with credit is permitted. To copy otherwise, to republish, to post on servers, to redistribute
to lists, or to use any component of this work in other works requires prior specific permission and/or
a fee. Permissions may be requested from Publications Dept., ACM, Inc., 2 Penn Plaza, Suite 701,
New York, NY 10121-0701 USA, fax +1 (212) 869-0481, or permissions@acm.org.
C© 2009 ACM 0004-5411/2009/04-ART9 $5.00
DOI 10.1145/1502793.1502798 http://doi.acm.org/10.1145/1502793.1502798

Journal of the ACM, Vol. 56, No. 2, Article 9, Publication date: April 2009.



3-colorabilità di grafi planari

PLANAR-3-COLOR.  Dato un grafo planare, può essere colorato con 3 colori in modo 
che nessuna coppia di nodi adiacenti abbia lo stesso colore? 
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3-colorabilità di mappe planari

PLANAR-MAP-3-COLOR.  Data una mappa planare, la si può colorare con 3 colori in 
modo che nessuna coppia di regioni adiacenti abbia lo stesso colore? 
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istanza yes



3-colorabilità di mappe planari

PLANAR-MAP-3-COLOR.  Data una mappa planare, la si può colorare con 3 colori in 
modo che nessuna coppia di regioni adiacenti abbia lo stesso colore? 
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istanza no



3-colorabilità di grafi planari vs. 3-colorabilità di mappe planari

Teorema.  PLANAR-3-COLOR ≣ P PLANAR-MAP-3-COLOR.
Idea della dim.
・Nodi corrispondono alle regioni.
・Due nodi sono adiacenti sse essi condividono un confine non banale.
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p.e., non Arizona
e Colorado



3-colorabilità di grafi planari è NP-completo

Teorema.  PLANAR-3-COLOR è NP-completo.
 
Dim.
・Facile vedere che PLANAR-3-COLOR ∈ NP.
・Mostriamo che 3-COLOR ≤ P PLANAR-3-COLOR.
・Data un'istanza di 3-COLOR G, costruiamo un'istanza di  

PLANAR-3-COLOR che è 3-colorabile sse G è 3-colorabile. 
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3-colorabilità di grafi planari è NP-completo

Lemma.  Il grafo W (raffigurato qui sotto) è un grafo planare tale che:
・In qualunque 3-colorazione di W, vertici esterni opposti hanno lo stesso colore. 
・Qualunque assegnazione di 3 colori ai vertici esterni in cui vertici opposti hanno 

lo stesso colore può essere estesa ad una 3-colorazione di W.
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gadget planare W



3-colorabilità di grafi planari è NP-completo

Lemma.  Il grafo W (raffigurato qui sotto) è un grafo planare tale che:
・In qualunque 3-colorazione di W, vertici esterni opposti hanno lo stesso colore. 
・Qualunque assegnazione di 3 colori ai vertici esterni in cui vertici opposti hanno 

lo stesso colore può essere estesa ad una 3-colorazione di W.
Dim.  Le uniche 3-colorazioni (a meno di permutazioni) di W sono mostrate qui 
sotto.  ▪
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gadget planare W



3-colorabilità di grafi planari è NP-completo

Costruzione.  Data un'istanza G di 3-COLOR, immergi G nel piano, permettendo 
incroci. Forma un grafo planare Gʹ rimpiazzando ciascun incrocio di archi con una 
copia del gadget planare W.
 
Lemma.  G è 3-colorabile sse Gʹ è 3-colorabile.
・In ogni 3-colorazione di W, a ≠ aʹ e b ≠ bʹ.
・Se a ≠ aʹ e b ≠ bʹ allora si può estendere la 3-colorazione a W.
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un incrocio

a a′

b

b′

a a′

b

b′

gadget W



3-colorabilità di grafi planari è NP-completo

Costruzione.  Data un'istanza G di 3-COLOR, immergi G nel piano, permettendo 
incroci. Forma un grafo planare Gʹ rimpiazzando ciascun incrocio di archi con una 
copia del gadget planare W.
 
Lemma.  G è 3-colorabile sse Gʹ è 3-colorabile.
・In ogni 3-colorazione di W, a ≠ aʹ e b ≠ bʹ.
・Se a ≠ aʹ e b ≠ bʹ allora si può estendere la 3-colorazione a W.
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incroci multipli

a′a a′ W W Wa

copie concatenate del grafo W



k-Colorabilità di mappe planari

Teorema.  [Appel–Haken 1976]  Ogni mappa planare è 4-colorabile.
・Ha risposto ad un problema vecchio di un secolo.
・Ha richiesto 50 giorni di calcoli per considerare molti casi particolari.
・Primo teorema importante dimostrato con l'ausilio del calcolatore.
 
 
 
 
 
 
 
 
Note.
・Appel–Haken dà un algoritmo O(n4) per 4-colorare una mappa planare.
・Miglior risultato noto:  O(n2) per 4-colorare; O(n) per 5-colorare.
・Determinare se 3 colori sono sufficienti è un problema NP-completo.
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BULLETIN OF THE 
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY 
Volume 82, Number 5, September 1976 

RESEARCH ANNOUNCEMENTS 

EVERY PLANAR MAP IS FOUR COLORABLE1 

BY K. APPEL AND W. HAKEN 

Communicated by Robert Fossum, July 26, 1976 

The following theorem is proved. 

THEOREM . Every planar map can be colored with at most four colors. 

As has become standard, the four color map problem will be considered 
in the dual sense as the problem of whether the vertices of every planar graph 
(without loops) can be colored with at most four colors in such a way that no 
pair of vertices which lie on a common edge have the same color. The restriction 
to triangulations with all vertices of degree at least five is a consequence of the 
work of A. B. Kempe. Over the past 100 years, a number of authors including 
A. B. Kempe, G. D. Birkhoff, and H. Heesch have developed a theory of 
reducibility to attack the problem. Simultaneously, a theory of unavoidable 
sets has been developed and the fusion of these has led to the proof. 

A configuration is a subgraph of a planar triangulation consisting of a 
circuit (called the ring) and its interior. A configuration is called reducible if it 
can be shown by certain standard methods that it cannot be immersed in a 
minimal counterexample to the four color conjecture. (For details, see [3] or 
[4].) A set of configurations is called unavoidable if every planar triangulation 
contains some member of the set. From the definitions, it is immediate that 
the four color theorem is proved if an unavoidable set of reducible configurations 
is provided. 

The most efficient known method of producing unavoidable sets of con-
figurations is called the method of discharging. This method treats the planar 
triangulation as an electrical network with charge assigned to the vertices. 
Euler's formula is used to show that the initial charge distribution, giving 
positive charge to vertices of degree five and negative charge to vertices of 
degree greater than six, has positive total charge. Next, the initial charge is 
redistributed in a manner which obeys the principle of conservation of charge. 
This means that some vertices must end up with positive charge. Such an 
algorithm can be made sufficiently sophisticated that a finite list of neighborhoods 
of all possible vertices of ultimately positive charge can be described in detail. 

AMS (MOS) subject classifications (1970). Primary 05C15. 
1This work appears in full in two papers, Every planar map is four colorable; part I, 

Discharging, by K. Appel and W. Haken and part II, Reducibility, by K. Appel, W. Haken, 
and J. Koch. These papers have been submitted to another journal. 

Copyright © 1976, American Mathematical Society 
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Alberi.  VERTEX-COVER, INDEPENDENT-SET, LONGEST-PATH, GRAPH-ISOMORPHISM, ...
Grafi bipartiti.  VERTEX-COVER, INDEPENDENT-SET, 3-COLOR, EDGE-COLOR, …
Grafi planari.  MAX-CUT, ISING, CLIQUE, GRAPH-ISOMORPHISM, 4-COLOR, ... 
Treewidth limitata.  HAM-CYCLE, INDEPENDENT-SET, GRAPH-ISOMORPHISM, ...
Interi piccoli.  SUBSET-SUM, KNAPSACK, PARTITION, ...

Casi particolari polinomiali di problemi NP-ardui

 25
grafo planare treewidth limitataalbero grafo bipartito



INTRATTABILITÀ III

‣ special cases: trees
‣ special cases: planarity 
‣ algoritmi approssimanti: vertex cover
‣ approximation algorithms: knapsack
‣ exponential algorithms: 3-SAT

‣ exponential algorithms: TSP

SECTION 11.8



Algoritmi di approssimazione (o "approssimanti")

Algoritmo di ρ-approssimazione.
・Esegue in tempo polinomiale.
・Si applica ad istanze arbitrarie del problema.
・Garantisce di trovare una soluzione di valore entro un fattore ρ dal vero valore 

ottimo.
 
Es.  Dato un grafo G, si può trovare un vertex cover che usa  ≤  2 OPT(G) vertici in 
tempo O(m + n).
 
Difficoltà.  Occorre dimostrare che il valore della soluzione è vicino a quello 
dell'ottimo, senza di fatto conoscere il valore ottimo!
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Vertex cover

VERTEX-COVER.  Dato un grafo G = (V, E), trova un vertex cover di taglia minima.

 28

per ogni arco (u, v) ∈ E: 
o u ∈ S, o v ∈ S, o entrambe

vertex cover di taglia 4



Vertex cover:  algoritmo avido

VERTEX-COVER.  Dato un grafo G = (V, E), trova un vertex cover di taglia minima. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tempo di esecuzione.  Può essere implementato con tempo O(m + n).
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GREEDY-VERTEX-COVER(G)                          
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

S   ← ∅.

E ʹ ← E.

WHILE (E ʹ ≠ ∅)
Sia (u, v) ∈ E ʹ un arco arbitrario.
M ← M ∪ {(u, v)}.
S  ← S ∪ {u} ∪ {v}.
Cancella da E ʹ tutti gli archi incidenti ad u o a v.

RETURN S.

ogni vertex cover deve includere 
almeno uno di questi; li prendiamo entrambi

M è un abbinamento



Intrattabilità III:  quiz 3

Dato un grafo G, sia M un qualunque abbinamento e sia S un 
qualunque vertex cover. Quale delle seguenti è sempre vera?

A.  ⎢M ⎢ ≤  ⎢S ⎢

B.  ⎢S ⎢  ≤  ⎢M ⎢

C.  ⎢S ⎢  =  ⎢M ⎢

D.  Nessuna delle precedenti.
 
 
 
Dualità debole.  ⎢M ⎢ ≤  ⎢S ⎢.
Dim.
・Per ogni arco (u, v) ∈ M : S deve contenere o u, o v, o entrambi.
・Gli archi in M  non hanno estremi in comune.  ▪
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su grafi bipartiti vale anche la dualità forte



Vertex cover:  l'algoritmo avido è un algoritmo 2-approssimante

Teorema.  Sia S*  un vertex cover di taglia minima. L'algoritmo avido trova un vertex 
cover S con ⎢S ⎢ ≤ 2 ⎢S* ⎢.
Dim.
・S è un vertex cover.
・M è un abbinamento.
・⎢S ⎢ = 2 ⎢M ⎢ ≤  2 ⎢S * ⎢.  ▪ 
 

 
Corollario.  Sia M *  un abbinamento massimo. L'algoritmo avido trova un 
abbinamento M tale che ⎢M ⎢  ≥  ½ ⎢M * ⎢.
Dim.  ⎢M ⎢ = ½ ⎢S ⎢  ≥  ½ ⎢M * ⎢.  ▪
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dualità debole

rimuoviamo archi solo se sono già coperti

quando (u, v) è aggiunto ad M, gli archi incidenti a u e v vengono rimossi

per 
costruzione

l'algoritmo è 2-approssimante

dualità debole



Inapprossimabilità del vertex cover

Teorema.  [Dinur–Safra 2004]  Se P ≠ NP, non esistono algoritmi  
ρ-approssimanti tempo-polinomiali per VERTEX-COVER con ρ < 1.3606.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problema aperto di ricerca.  Colmare il gap tra 1.3606 e 2.
Congettura.  Non c'è ρ-approssimazione per VERTEX-COVER con ρ < 2.
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On the Hardness of Approximating Minimum Vertex Cover

Irit Dinur∗ Samuel Safra†

May 26, 2004

Abstract

We prove the Minimum Vertex Cover problem to be NP-hard to approximate to within
a factor of 1.3606, extending on previous PCP and hardness of approximation technique. To
that end, one needs to develop a new proof framework, and borrow and extend ideas from
several fields.

1 Introduction

The basic purpose of Computational Complexity Theory is to classify computational problems
according to the amount of resources required to solve them. In particular, the most basic task
is to classify computational problems to those that are efficiently solvable and those that are
not. The complexity class P consists of all problems that can be solved in polynomial-time. It
is considered, for this rough classification, as the class of efficiently-solvable problems. While
many computational problems are known to be in P, many others, are neither known to be in
P, nor proven to be outside P. Indeed many such problems are known to be in the class NP,
namely the class of all problems whose solutions can be verified in polynomial-time. When it
comes to proving that a problem is outside a certain complexity class, current techniques are
radically inadequate. The most fundamental open question of Complexity Theory, namely, the
P vs. NP question, may be a particular instance of this shortcoming.

While the P vs NP question is wide open, one may still classify computational problems into
those in P and those that are NP-hard [Coo71, Lev73, Kar72]. A computational problem L
is NP-hard if its complexity epitomizes the hardness of NP. That is, any NP problem can be
efficiently reduced to L. Thus, the existence of a polynomial-time solution for L implies P=NP.
Consequently, showing P!=NP would immediately rule out an efficient algorithm for any NP-
hard problem. Therefore, unless one intends to show NP=P, one should avoid trying to come
up with an efficient algorithm for an NP-hard problem.

Let us turn our attention to a particular type of computational problems, namely, optimization
problems — where one looks for an optimal among all plausible solutions. Some optimization
problems are known to be NP-hard, for example, finding a largest size independent set in a
graph [Coo71, Kar72], or finding an assignment satisfying the maximum number of clauses in a
given 3CNF formula (MAX3SAT) [Kar72].
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INTRATTABILITÀ III

‣ special cases: trees
‣ special cases: planarity
‣ approximation algorithms: vertex 

cover
‣ algoritmi approssimanti: bisaccia
‣ exponential algorithms: 3-SAT 
‣ exponential algorithms: TSP
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Problema della bisaccia

Knapsack (variante di ottimizzazione).
・Dati n oggetti e una bisaccia.
・Oggetto i ha valore vi  > 0 e peso wi  >  0.
・La bisaccia ha limite di peso W.
・Scopo:  riempire la bisaccia massimizzando il valore totale degli oggetti.

Es:  { 3, 4 } ha valore 40.
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assumiamo wi ≤ W per ogni i

istanza originale (W = 11)

oggetto valore peso

1 1 1

2 6 2

3 18 5

4 22 6

5 28 7



Knapsack è NP-completo

SUBSET-SUM.  Dato un insieme X, valori ui  ≥ 0, ed un intero U, esiste un sottoinsieme 
S  ⊆ X di elementi aventi somma esattamente U ? 
 
KNAPSACK (VARIANTE DI DECISIONE).  Dato un insieme X, pesi wi  ≥ 0, valori vi  ≥ 0, un 
limite di peso W, ed un valore bersaglio V, esiste un sottoinsieme S  ⊆ X tale che:
 
 
 
 
 
Teorema.  SUBSET-SUM ≤ P  KNAPSACK.
Dim.  Data l'istanza (u1, …, un, U) di SUBSET-SUM, crea l'istanza KNAPSACK:
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vi = wi = ui

V = W = U
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Knapsack: algoritmo di programmazione dinamica I

Def.  OPT(i, w) = massimo valore di un sottoinsieme degli oggetti 1,..., i con limite 
superiore di peso w.
 
Caso 1.  OPT non seleziona l'oggetto i.
・OPT sceglie al meglio tra 1, …, i – 1 con limite di peso w.
 
Caso 2.  OPT seleziona l'oggetto i.
・Nuovo limite di peso = w – wi.
・OPT sceglie al meglio tra 1, …, i – 1 con limite di peso w – wi.

 

 

 

 

 
Teorema.  Calcola il valore ottimo in tempo O(n W).
・Non è polinomiale nella taglia dell'input.
・È polinomiale nella taglia dell'input se i pesi sono interi piccoli. 
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Knapsack: algoritmo di programmazione dinamica II

Def.  OPT(i, v) = minimo peso di un sottoinsieme degli oggetti 1,..., i con limite 
inferiore di valore v. 
 
Nota.  Il valore ottimo è il massimo v tale che OPT(n, v)  ≤  W.
 
Caso 1.  OPT non seleziona l'oggetto i.
・OPT sceglie al meglio tra 1, …, i – 1 in modo di avere valore ≥ v.
 
Case 2.  OPT seleziona l'oggetto i.
・Contribuisce peso wi, richiede di avere valore ulteriore  ≥  v – vi.
・OPT sceglie al meglio tra 1, …, i – 1 in modo di avere valore ≥  v – vi.

 37

OPT (i, v) =
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� B7 i = 0 �M/ v > 0

min {OPT (i � 1, v), wi + OPT (i � 1, v � vi)} Qi?2`rBb2



Knapsack: algoritmo di programmazione dinamica II

Teorema.  L'algoritmo di programmazione dinamica II calcola il valore ottimo in 
tempo O(n V), dove V è la somma dei valori degli oggetti.
Dim.
・Il valore ottimo della bisaccia soddisfa V* ≤  V.
・C'è un sottoproblema per ogni combinazione di oggetto e valore v ≤ V*.
・Ogni sottoproblema richiede tempo O(1). ▪
 
Nota 1.  Non è polinomiale nella taglia dell'input!
Nota 2. Il tempo è polinomiale nella taglia dell'input se i valori sono interi piccoli.

Corollario. L'algoritmo di programmazione dinamica II calcola il valore ottimo in 
tempo O(n2 vmax), dove vmax è il massimo dei valori degli oggetti. 
Dim. V ≤ n vmax. 
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Knapsack:  schema di approssimazione tempo-polinomiale

Intuizione per l'algoritmo di approssimazione.
・Scala (arrotondandoli) tutti i valori per riportarli entro un range piccolo.
・Esegui l'algoritmo di programmazione dinamica II sull'istanza arrotondata.
・Restituisci gli oggetti ottimi dell'istanza arrotondata.

 39

istanza originale (W = 11)

ogg. valore peso

1 934221 1

2 5956342 2

3 17810013 5

4 21217800 6

5 27343199 7

istanza arrotondata (W = 11)

ogg. valore peso

1 1 1

2 6 2

3 18 5

4 22 6

5 28 7



Knapsack:  schema di approssimazione tempo-polinomiale

Arrotonda tutti i valori:  
・0  <  ε  ≤  1 = un parametro di precisione.
・vmax = valore più alto nell'istanza originale;
・θ =  fattore di scala = ε vmax / 2n.
 
 
Osservazione.  Soluzioni ottime al problema con    sono equivalenti a soluzioni 
ottime al problema con      .
 
Intuizione.     vicino a v, quindi la soluzione che usa      è quasi ottima; i valori     
sono interi piccoli e quindi l'algoritmo di programmazione dinamica II è efficiente.
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Teorema.  Se S è una soluzione trovata dall'algoritmo di approssimazione e S* è una 
soluzione valida,
 
Dim.  Sia S* una soluzione valida (cioè che soddisfa il limite di peso). 

vmax � 2
�

i�S

vi
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Knapsack:  schema di approssimazione tempo-polinomiale
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l'istanza arrotondata è risolta
in modo ottimo da S
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θ = ε vmax / 2n
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nel caso particolare  S* = { max } 

quindi

sottoinsieme contenente
solo l'oggetto 

di valore massimo
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Knapsack:  schema di approssimazione tempo-polinomiale

Teorema. Per ogni ε > 0, l'algoritmo di arrotondamento calcola una soluzione valida 
il cui valore è entro un fattore (1 + ε) dall'ottimo, in tempo O(n3 / ε). 
 
Dim.
・Già dimostrato che il valore è entro un fattore (1 + ε) dall'ottimo. 
・Il tempo di esecuzione dell'algoritmo è                 ,  dove
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