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m(S)=1
H°(S,9%) = Cuw,
e F un fascio coerente su S.

e Sia S una K3, i.e, {

Gli invarianti numerici:

(F) =ch(F)\/td(X) € H*(S,Z)
= v(F) = (rk, c1,chy)

14
v

H ampio ~~ M, 1y = { con vettore di Mukai v

spazio moduli dei fasci H-semistabili }
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o+ Ext'(F, F) x Ext}(F, F) — Ext?(F, F) = Hom(F, F)Y 2 C
induce una forma simplettica su M, .

~+ Sing(My) = {fasci strettamente H-semistabili}.

In generale M,S_fab”e C My. Se invece,
tabil
MIS—IS e — l\”[_/7

allora My & una varieta Hyperkahler [Huybrechts, O'Grady,
Yoshioka,...]

) <. . N 71'1(/\/]/./) =1
i.e., My e liscia, proiettiva, e { HO(MH,Q%/,H) _ Co,
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(i.e., Y™ ha una forma simplettica oy).
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Caso 1

v = mvg non primitivo;

(su un curva <> MCD(rk, deg) # 1)
[O'Grady]

Due nuovi esempi! Trovando una risoluzione simplettica di Moy, H

[Kaledin-Lehn-Sorger]

3 altre risoluzioni simplettiche.

Caso 2
v primitivo, H non generico; < [Arbarello-S]

e Cambiare H ~~ risoluzione simplettiche di M, p.

e Lo scopo e studiarne la struttura.

6
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~ v(F) = (0, ai(F),x(F))
~——
Supp(F)

Stabilita [Geiseker]: uy(F) := X(F?

F & H-(semi)stabile <=V F — G, pun(F) (<) pn(G)

Esempio

e j: D C S unacurva

e L fibrato lineare su D

e ~ F = j.L puro di dimensione uno, v(F) = (0,D, x(L)).
e D jrriducibile — F = j,L é H-stabile
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e F & H-stabile <= % < Xéft’v_,-l)’ P
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o pH(F) = pn(Fp,) ~ muro Wp, in Amp(S).
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Esempio

e D=D;UD,,
e 0 FP w F—Fp —0,i#) (%)

M) 1,2

o F & H-stabile « X5} <

o un(F) = pn(Fp,) ~» muro Wp, in Amp(S).

Ht'v")HO

1iHo(F) = p1mo (Fpy)

F & Hy-semistabile

(%) é la filtrazione di Jordan-Hélder
di F

DA
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e nelle camere: H-semistabilita <= H-stabilita

[Zowislok]: Degenerare H ~~ Hp induce un morfismo birazionale

h: My — My, = {classi di Spy,-equivalenza}
Fr— [F]Ho

Dove F ~p, F' <— gru,(F) = ngo(F’).

Quindi, se H € Camera = h : My — My, & una risoluzione
simplettica!

Esempio

e Fi:=Fp, e Fy:=FP=ker[F— Fp].

e h"Y(F @ F) = PExt}(Fy, F)

e My --+» My € un flop di Mukai
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X /| G = Spec A® = {orbite chiuse} = {

di orbite
dove G- x~ G-y < G-xNG-y#0.
X : G — C* un carattere,

classi di S-equiv. }

Ani=A{f € Al g-f(x)=x(g)"f(x)},
X [y G:=ProjdA, — X G

e Juna nozione di punti x-semistabili X3* C X,

X //xG = {classi di S-equivalenza di orbite di punti x-semistabili}

X /| G =X /o G & il quoziente rispetto al carattere banale.
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Dato n = {n,-},-e/ S ZI,

Rep(Q7 n) = GEBE Hom(vt(e)a Vh(e))v G(n) = H GL(H,)
¢ icl

G(n) O Rep(Q, n) per cambiamento di base, ~~ spazio dei moduli
delle rappresentazioni n-dimensionali di Q.
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ecE
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xo: (g1,...,85) — Hdet(g,-)e" e C*

e un morfismo proiettivo
o My = pu1(0) Jo G — p1(0) ) G =: M.

[Nakajima, Crawley-Boevey]:

> &y € birazionale;

> Il luogo liscio di 9ty ha una forma simplettica;

> Il luogo che parametrizza rappresentazioni semplici € liscio;
Quindi,

> se My e liscio, & : Ny — N & una risoluzione simplettica
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Cosa rappresentano questi quozienti?

o V=0V
e 07,

~> la pendenza di V rispetto a 6:

S0, dim V;

Definizione (King, Rudakov)
— N YN C V,
V € Rep(Q, n) & 0-(semi)stabile < { 1o(N) (<) (V)

Se V € Rep(Q, n)*, ~ filtrazione di Jordan-Haélder

0O=NMNcNcC---CcN =V, grg(V) = @N,’/N;_l.
Vg, V= grg(V) = gr(V')
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Sia® € Z!' con S nif; = 0.
> g-(semi)stabilita <= xp-(semi)stabilita;
> Sy-equivalenza <= S-equivalenza di orbite di
punti xg-semistabili.

Esempio: Se §# = (0,...,0), ~ po(W) =0 per ogni W.

» Rep(Q, n)* = Rep(Q, n)
» W € Rep(Q, n) stabile <= W & semplice.
» My = {dW,, | W, semplice}

o £ DﬁXQ — My

[V] — gro(V) = “semisemplificazione” di V

o (1 (@W,) = {V | 6-semistabili con gry(V) = DW,}.
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159 : f)ﬁg — S):TIO
Nakajima:
» 9nstabile & Jiscio, e simplettico;
- Sia nl = (9] S0 —0) C 2

~~ decomposizione in muri (dove 3 strettamente #-semistabili)
e camere (dove f-semistabile < f-stabile).

9]:0 :;‘Uﬁf/”\@;rok

Yr9.=0

Se 6 giace in una camera, allora & : Mty — My € una risoluzione
simplettica.
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Teorema 1 (Arbarello -S.)
Dati Hy ed F = ®&F" come sopra.

Assumiamo che lo spazio Def(F) delle deformazioni di F sia
formale (“i.e., che k = kp").

Allora esiste un quiver Q tale che, ponendo n = (n1,...,ns) € z!
i) Rep(Q,n) = Ext'(F,F), G(n)= Aut(F),
i) ko= p;

iii) Per ogni H € C, con Hy € C, esiste un § € n*t C Z!, tale che
le due risoluzioni

My <——h=1(U) == £~ 1(V)—= My
(N R R
Myy<— U =—— V =My

sono localmente equivalenti.
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Def(F) & formale <= R*Hom(F, F) 95 Ext®*(F, F)

loc 1 1
= Def(F) = k; “(0) C Ext*(F, F).

F-polistabile, G := Aut(F)

Applicazione di Kuranishi: k : Ext!(F, F) — Ext?(F, F)o
k=k +ks+7---

G-invariante

Def(F) = k~1(0)

Mip = k71(0) / G

Quindi se Def(F) & formale, & un intersezione completa di
quadriche.
(nel nostro caso, & anche ridotta e irriducibile)

20/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S.

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

Teorema 2 (Arbarello -S.)
Sia F = &F

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

Teorema 2 (Arbarello -S.)

Sia F = ©F", con Supp(Fi) =Y. ajEj con E; - Ej; < 2.

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

Teorema 2 (Arbarello -S.)

Sia F = ©F", con Supp(Fi) =Y. ajEj con E; - Ej; < 2.

Allora Def(F) é formale.

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

Teorema 2 (Arbarello -S.)

Sia F = ©F", con Supp(Fi) =Y. ajEj con E; - Ej; < 2.
Allora Def(F) é formale.

Teorema 3 (Arbarello -S.)

Sia M; = ker[H°(F;) ® Os — F;] il duale del fibrato di
Lazarsfel-Mukai.

21/26



Congettura (Kaledin-Lehn)
Sia F fascio polistabile su S. Allora Def(F) é formale.

e [Kaledin-Lehn] Vera per F = &Z,
e [Zhang] Vera per F = &Ej, con rg E; > 2

Teorema 2 (Arbarello -S.)

Sia F = ©F", con Supp(Fi) =Y. ajEj con E; - Ej; < 2.
Allora Def(F) é formale.

Teorema 3 (Arbarello -S.)

Sia M; = ker[H°(F;) ® Os — F;] il duale del fibrato di
Lazarsfel-Mukai.
Se HY(S, F;) = 0, allora, M; & Ho-stabile.
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Perché interessarsi a questo?

» Singolarita degli spazi di moduli Mpy,; classificazione delle
singolarita simplettiche (Beauville);

Studiare i fenomeni di “attraversamemto di muri”:

v

v

[Bayer-Macri] = i morfismi tipo h governano la geometria
birazionale degli My;

v

Studiare la decomposizione di Rh,C;
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Cenni di dimostrazione del Teorema 1

Passo | Dato F = @Fi"’, trovare @ con Rep(@, n) = Extl(F, F);

Passo Il Teoria della deformazione locale di F, usando l'ipotesi
"k = k", quindi “k = p" ~

loc

g

(MHO’[F]) (fmo,o)

(versione G-equivariante del teorema di approssimazione di Artin
[Bierstone-Millman])
Passo Ill Dato H, usare la famiglia universale sulla slice étale B nel
Quoty per trovare il carattere Y.

loc
e B = ;71(0) G-equiv.
e si trova una particolare linearizzazione di un fibrato lineare su B;

. .. oy Vs .. .. ..
e decomposizioni in stabili «— decomposizioni in semplici;
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Chie Q7
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Chie Q7
e D;:= Supp(F;)
e D= Z n,-D,-

Allora @ & il grafo duale di D' =" D;, con g; = p.(D;) cappi a
ogni vertice.

9

2
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Finel Graziel
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