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Esercizio 1 Sia V : R — R una funzione di classe C? e sia g € £3; un punto
di massimo relativo per V. Dimostrare che xy ¢ un punto d’equilibrio instabile
utilizzando il teorema 17.13 [G].

Esercizio 2 Si consideri il sistema meccanico unidimensionale che descrive un
punto materiale di massa m = 1, soggetto alla forza di energia potenziale

V(z) = (2* = 1)(a* - 2)(a* - 3)

1. Si scriva 'equazione del moto e e le equazioni che definiscono il sistema
dinamico associato

2. Si determinino i punti di equilibrio e se ne discuta la stabilita
3. Si studi il grafico dell’energia potenziale V()
4. Si discutano qualitativamente le curve di livello nel piano (z,y) = (z, &)

5. Verificare che la traiettoria con condizioni iniziali (x(O),aj(O)) = (1,0) &
periodica

6. Scriverne il periodo come integrale definito

7. Stimare il periodo

8. Studiare la traiettoria con condizioni iniziali (z(0), 33(0)) = (1 /2 — %, O)

9. Si discuta cosa succede se, nel caso precedente, si modifica il valore della
velocita iniziale in z(0) > 0

Esercizio 3 In riferimento al paragrafo 28.12 (pagina 235 [G]). Si mostri che
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Esercizio 4 Si studi il sistema meccanico unidimensionale descritto dall’equa-
zione
F+ar+px3=0

al variare dei parametri a, € R. In particolare si dimostrino le seguenti
proprieta:

e Se a, 3 > 0 tutti i moti sono limitati e periodici.
e Se a, B < 0 tutti i moti sono illimitati.

e Se a > 0 e B < 0 il sistema possiede una separatrice ed esistono moti
illimitati.

e Se a < 0 e > 0 il sistema possiede una separatrice e tutti i moti sono
limitati

In presenza di attrito e con 'aggiunta di un termine forzante f(wt), con f
periodica, I’equazione diventa

&+ ax+ Brd +yi = f(wt)

che é nota come equazione di Duffing. L’equazione di Duffing & un’equazione
largamente studiata come esempio notevole di sistema nonlineare, al pari del
pendolo forzato & + sinx + vyi = f(wt)

Esercizio 5 Si dimostri che nel caso di moti centrali descritti dall’equazione
(30.10 [G]) si ha
£ AL =—F(p)(pr — pt)

[Hint: Siusi (e magari si dimostri) che x A (yAz) = (x-2z)y — (x-y)z el
fatto che 2r -+ = (d/dt)r - v = (d/dt)p* = 2pp).

Esercizio 6 Si dimostri che per il campo centrale gravitazionale il vettore di
Laplace-Runge-Lenz (o vettore di Runge-Lenz), definito come

r
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& una costante del moto.
[Hint: Si usi la conservazione del momento angolare, I’esercizio precedente
e il fatto che, per il campo centrale gravitazionale, si ha F(p) = —k/p?].

Esercizio 7 Si considerino due punti materiali P; e P> di massa mq = mgy = 2
che interagiscono attraverso forze centrali. In particolare, se X; X5 sono le
coordinate dei punti P; e P, rispettivamente, le forze che agiscono su P; e P
sono, rispettivamente,

Xl—Xg Xl_X2
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1. Si descriva il moto dei due punti nel sistema del centro di massa, in mo-
do da ricondursi a un sistema che si muove in un campo centrale, e si
mostri che il sistema che quest’ultimo é un sistema due gradi di liberta,
descrivibile attraverso le variabili polari (p, 6)

2. Si studi il moto della variabile p(t) al variare del momento angolare; in
particolare, si determinino i punti di equilibrio, se ne discuta la stabilita
e si individuino le traiettorie periodiche nel piano (p, p)

3. Si scriva la legge di variazione di 6(¢) in funzione di p(t).

4. Sempre nel sistema del centro di massa, si individui un moto periodico, se
ne trovi il periodo e si discutano le condizioni sotto le quali in generale il
moto complessivo del sistema & periodico.

Esercizio 8 [Da Appello FM1 08/06/2010] Si consideri il sistema costituito
da un punto materiale R?, soggetto a una forza che dipende solo dalla distanza
da un asse fissato.

Dimostrare che 'operatore gradiente in coordinate cilindriche (p, 8, z) & dato

da
610 6
Op’' pdl’ 0z )"

Utilizzare il risultato per dimostrare che la forza considerata é conservativa.



