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Esercizio 1 Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

. . (3 2 21
i=az ze®, a=(3 2). 5=(] )

1. Si calcolino gli autovalori e gli autovettori.

2. Si determini la natura del punto d’equilibrio.

3. Scrivere la soluzione generale del sistema.

4. Risolvere lo stesso esercizio per B.

(*) Si ricordi che se entrambi gli autovalori sono positivi (negativi) l'origine
¢ detta sorgente (pozzo), se gli autovalori hanno segno discorde l'origine ¢ un
punto di sella.

Soluzione 1. Il polinomio caratteristico della matrice A é
pt)=B-t)(1—-t)—12=1> -2t — 15

. Gli autovalori sono quindi \; = —3 e Ay = 5 e risolvendo per i = 1,2

(o)) ()

otteniamo gli autovettori
(1 (1
v = 3 Vg = 1

2. Siccome gli autovalori hanno segno opposto, l'origine é un punto di sella.
3. Abbiamo A = PDP~! con P invertibile e D diagonale:

(11 411 41 (-3 0
P‘(—s 1)’ P _4<3 1)’ D‘(o 5)



Quindi £ = Az = PDP~ 'z, da cui segue P14 = DP~!g.
Se P~z = (u,v), allora

U= —3u

v = bv

e quindi u(t) = eMtu(0),v(t) = e*?'v(0) pertanto

et

z(t) =P ( 0 e)‘2t> P~2(0)
Quindi

zo(t) = 2[=3(e73 — 5) 21 (0) + (3e3 + €’t)x2(0)]

4. Come prima. A1 = 3, Ay = 1. Hanno lo stesso segno e sono positivi quindi
lorigine ¢ una sorgente. Gli autovettori sono:

NORE

Diagonalizziamo la matrice:

(11 11 -1 (10
P‘<—1 1> P _2<1 1> D‘(o 3>

{xl(t) = L[(e% + e!)a1(0) + (—€% + et) 25 (0)]
wa(t) = [(=€* + €)1 (0) + (¥ + e')z2(0)]

{aﬁl(t) — (€3 + 3¢5)2,(0) + (—€* + €31)22(0)]
il

Esercizio 2 Si consideri il sistema di equazioni differenziali lineari

1 1 1
& = Az, z € R3, A=|-1 4 4
-1 1 3

Se ne trovi la soluzione al variare del dato iniziale.

Soluzione Per prima cosa calcoliamo gli autovalori di A il cui polinomio
caratteristico ¢ p.(t) = (1 — t)(t> — 7t + 10). Gli autovalori sono A\; = 1,

Ao = 2, A3 = 5. Calcoliamo gli autovettori:

v = (1,—1,1), Vo = (—27—3, 1), V3 = (1,371)

Abbiamo A = PDP~! con P invertibile e D diagonale:

1 -2 1 L [6 -3 3 1 00
pP=[-1 -3 3], P—1=E —4 0 4, D=0 2 0
1 1 1 -2 3 5 0 0 5

Se P~z = (u,v,w), allora

U=1u
v =20
w = dw



e quindi u(t) = e'u(0),v(t) = €2'v(0),w(t) = e>w(0) pertanto

e 0 0
z(t)=P[0 e* 0 | P 'z(0)
0 0 e

Quindi la soluzione del sistema iniziale sara quindi data da

z1(t) = L[(6e’ + 8e* — 2e°)z1(0) + (—3e’ + 3e™)z2(0) + (3e* — 8¢ — 5e®)z5(0)]
zo(t) = L[(—6€’ +12e*" — 6e°)z1(0) + (3e! — 9e5)x2(0) + (—3e’ — 12e* — 15€5)z:3(0)]
z2(t) = L[(6e’ — 4e* — 2¢5) 21 (0) + (—3e’ + 3e™)z2(0) + (3¢ + 4e*" + 5e°)z5(0)]
d’1 dI d
Esercizio 3 L’equazione L@ + RE + &1 = %E(t)7 R, L,C>0

descrive la corrente I(t) in un circuito con una restistenza R, una induttanza
L e una capacita C collegate in serie, cui é stata applicata una forza elettromotrice
E(t).

Assumendo E(t) = Eysintwg, scrivere un sistema di equazioni differenziali
del primo ordine equivalente all’equazione e risolverlo al variare dei dati iniziali,
in corrispondenza dei parametri: R = 109, L = 1mH,C = 1mF,

EO = 1V/m,w0 =27 -10Hz.

Soluzione Risolvete come al solito. consiglio:sostiuite solo alla fine. Per solu-
zione dettagliata vedere il link http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/
public_html/didattica/FM210_2012/soltutl.pdf

Esercizio 4 Si consideri la forza posizionale
F:R® -5 R®

definita come segue:
k1 cos®(ax3)
ko cos®(ax3)

— % (22 + 23) sin(2az3)

dove k e a sono parametri positivi.
Si stabilisca se F' € conservativa e, in caso, si determini ’energia potenziale
corrispondente.

Soluzione Si noti che R?® ¢ uno spazio semplicemente connesso quindi la
condizione necessaria perché F' sia conservativa (derivate in croce uguali a due a
due) ¢ anche una condizione sufficiente. Calcoliamo quindi le derivate incrociate:

OF ) _ 0
3332 T 8$1

% = —2akx cos(axs) sin(axs) = —akxi(2azx3) = g—f‘f

g—f; = —2akz cos(azs) sin(azs) = —akx1(2axs) = g—i


http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/FM210_2012/soltut1.pdf
http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/FM210_2012/soltut1.pdf

Quindi F é conservativa. Determiniamo ora ’energia potenziale:

ou ou x?
——— =F| = — = —kx, cos*(ax3) = U(xy, x2, x3) = —k—= cos?(axs)+c(ze, x
o~ 1= 5o 1 cos”(axs) (21,22, 73) ) (az3)+c(w2,3)
Dove c¢(x2,x3) indica una funzione dipendente solo dalle variabili zo e x3.
Calcoliamoci esplicitamente c¢(xq, z3):

ou oUu  Oc(xs,x
ey =T iy = ) = By = ke
22
= c(zo,z3) = —k% cos®(ax3) + b(x3)

Dove b(x3) indica una funzione dipendente solo dalla variabile 3. Calcoliamoci
esplicitamente b(x3):

ou oU _ —%(x%—i—m%) sin(2axs)+b (z3) = F3 = —ak

2., 2
o 9Y (21 + 23)
31’3 8x3 2

sin(2ax3)

= b'(x3) = 0 = b(x3) = cost

x3 + a3)

Ulxi,22,23) = —k( 5 cos?(ax3)

Esercizio 5 Si consideri il moto di un punto materiale di massa m in due

dimensioni, di coordinate x = <i1> € R?, soggetto ad un potenziale V (z):
2

V(z) = A(zy + 22)® + Blx|> + Oz — 2)

dove A, B, C sono costanti positive.
Trovare i punti di equilibrio del sistema del sistema dinamico associato e
studiarne la stabilita.

Soluzione 1. Il sistema dinamico associato é:

x=y
y=-VVi(x)

Cominciamo a calcolare i punti critici del potenziale cioé i punti cioé che
annullano il gradiente):

VV(JJ1, 3;‘2) = (3A($1 + 332)2 + 2Bz + C, 3A(1‘1 + l‘g)z + 2Bxy — C)
Pertanto dobbiamo risolvere il seguente sistema:

3A(:]C1 + $2)2 +2Bx1+C =0
3A(£C1 —+ $2)2 + 2B.’E2 — C =0

I punti di critici del potenziale sono:

¢ C ¢ B C B

(=35'28) ¢ U2 6128 64



quindi i punti di equilibrio del sistema dinamico sono

¢ C ¢ B C B

(_ﬁ7ﬁ7 0) e (w55 om0 00

(2B 64’ 2B 6A’

Calcoliamo ora la matrice hessiana di V' (z1,z2):

Ho(wr, 72) = 6A(z1 + 22) + 2B 6A(z1 + 22)
OAHL, 2] = 6A(l‘1 +l’2) 6A(I’1 +1‘2)+2B
da cui: o c
_ (+2B 0
Hol=3p35) = ( 0 +QB>

che é definita positiva, con due autovalori coincidenti uguali a 2B,

H(_E_EQ_E)_ 0 —2B
9B 6A4°2B 64’ \-2B 0

che corrisponde a un punto di sella non degenere: infatti tale matrice am-
mette un autovalore uguale a 2B e uno uguale a —2B.

Quindi, per motivi che vedremo piu avanti, (—%, %,0,0) ¢ un punto di
equilibrio di stabile mentre (—% - 5, % - %, 0,0) ¢ un punto di equilibrio
di instabile.

Esercizio 6 Si consideri il sistema dinamico planare

T = 2xy
J=—y>+ (27" — 1) —dre % (2e7 — 1)

—x

Si verifichi che la funzione H(x,y) = z(y* — (2¢7® — 1)?) ¢ una costante del

moto.

Soluzione Basta derivare H rispetto al tempo

dH (x(t), y(t))

y7 =i(y* — (2% — 1)) + 2(2yy + 4(2¢™* — 1)de ™)

Sostituire & e ¢ con le due equazioni e osservare che il risultato é 0.

Esercizio Teorico Sia ®(t,z) il flusso di un sistema autonomo del primo
ordine e T il suo periodo.

(1) Dimostrare che la definizione di periodo non dipende dal punto sulla
traiettoria, ovvero che ogni punto dell’orbita ha lo stesso periodo.

(2) Dimostrare che ®(t +nT,z) = ®(t,z) Vn € N.

Soluzione 1. Si usino le proprieta di gruppo della soluzione ® (¢, z).

Se esiste T' > 0 tale che ®(t+T,z) = ®(t,z) YVt € Rey = ®(¢, z) si ha allora
S(t+T,y) = P(+T, ®(t,x) = P(E+T—1,x) = P(t—t,z) = P(tP(f,z)) = D(t,y)
cioe ®(t+T,y) = ®(t,y) Vt e R. Quindi il periodo T non dipende dal punto
della traiettoria.

2. Per induzione su n > 1.



Sen=2= O(t+2T,z) = P(t+T+T,x) = ®(T,P(t+T,x)) = ®(T,D(t,z)) =
O(t+T,x) = P(t,x).

Suppongo ora che il claim sia vero per n > 1 e lo dimostro per n + 1:

O(t+(n+1)T,z) =@(t+nT+T,z) = ®(nT,®(t+T,2)) = ®(nT, ®(t,1)) =
O(t +nT,x) = D(t,x).



