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Esercizio 1. Determinare autofunzioni e autovalori dell’operatore 92 sullo spazio
C§ v ([0, 2m]) == C([0, 27)) N C2((0,2m)) N {u(0) = dyu(27) = 0}
ed utilizzare il risultato ottenuto per risolvere il problema

Pu — 0*u = x(21 — x)*t
u(z,0) =0

Opu(z,0) =0

u(0,t) = Oyu(2m,t) =0

Esercizio 2. Sia f € LY(R) N C(R) e tp > 0. Dimostrare che u(z,t) risolve

(9tu = %(‘ﬁu, reR
u(z,0) = f(x),
per ogni t > 0, se e solo se risolve
Oru = %(ﬁu ER
u(z, o) = H(to)[f](x)

per ogni t > to, dove H(t) & loperatore di convoluzione con il nucleo del calore.

EsErcizio 3. Determinare le caratteristiche e le soluzioni dell’equazione

zOu — t0zu = 0.

Esircizio 4. Determinare la soluzione limitata dell’equazione

O — 0%u =0
u(z,0) =0 x € Ry.
0,u(0,t) = 1+t2



EsSERCIZIO 5. Si consideri I'equazione
O*u — Au+mu = 0, reR"

dove m > 0 € un parametro. Mostrare che

E(u) = ;/n ((Otu)Q + |Vul? + mu2>dﬂc

¢ una costante del moto.

Esercizio 6. Siano f € CY(R3) e g € C(R?) tali che

supp(f), supp(g) € B1(0),
e sia u(z,t) soluzione di
O2u— Au=0

u(z,0) = f(z)
Ou(z,0) = g(x).

Mostrare che esiste una costante C' tale che

C
lu(z,t)] <
2]
Sugg. Puo essere utile utilizzare la formula di Kirchhoff.
ESERCIZIO 7. Siano up(x,t) e un(x,t) soluzioni di
Oru = %8%71, Oru = %Q,%u
u(z,0) = f(z) e di u(z,0) = f(x)
u(0,t) = u(2m,t) =0 0,u(0,t) = Ozu(2m,t) =0

rispettivamente. Dimostrare che se f(x) > 0 allora up < uy. Dimostrare che vale I'uguale se e solo se f = 0.

o’

Non & consentito ’uso di libri, quaderni, appunti, telefonini, computer e calcolatrici grafiche.
Non & necessario (ma & comunque apprezzato) calcolare gli integrali esplicitamente.



