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Teorema 1 (Esistenza locale).
Siano —o0o < a < b < +o0, U C RN un aperto, ty € (a,b), z0 €U e f € C ((a,b) X U,RN).
Allora esiste (almeno) una soluzione per il problema di Cauchy

{ @(t) = f(z(t),t) (1)

definita in un intorno di tg.
BE(.’E()) cU

Pit precisamente, se M, d,e sono tali che § sy s, & 51 Bz Il <M al-
Mo <e

lora esiste una soluzione definita in [tg — d,to + 8] che assume valori in Be(xg).
Dimostrazione.

E sufficiente dimostrare lesistenza di soluzioni per t € [to, to + d], per tempi
precedenti all’istante iniziale il ragionamento ¢ identico.

Considero la mappa T definita sullo spazio X = C ([to,to + 9], B: (z0)> come

t
Tz(t) = o +/ f(s,z(s))ds innanzi tutto, TX C X perché
to

ITa(t) — o] < / |f(roa(r)ldr < M6 < ¢

inoltre .
[Tz(t) — Ta(s)|| < / [f (7, (7)) ldr < M|t — 5|

e dunque T'X & un sottoinsieme di funzioni equicontinue e dunque, per il teorema
di Ascoli-Arzela, T ¢ un operatore compatto e pertanto, essendo X convesso,
grazie al teorema di punto fisso di Schauder, ammette (almeno) un punto fisso
x tale che Tax = z, cioé una soluzione di (1). O



Osservazione 1.

E possibile dare un’altra dimostrazione di questo teorema attraverso il co-
siddetto “metodo di approssimazione di Tonelli”: & sufficiente considerare la
successione di funzioni

® o setg<t<ty+?2

zi(t) = s : ,

r xo-l-j:okf(T,xk(T))dT seto+ 40 <t<to+Esperie{l,....k+1}
1+ 1

Innanzi tutto, f € ben definita su ogni sottointervallo (to + %5, to + T(S ,

perché l'integrale viene fatto su un sottoinsieme del precedente sottointervallo;
ragionando come prima, x; € una successione di funzioni equicontinue ed equi-
limitate, pertanto (a meno di estratte) convergono uniformemente ad una certa
x, che dovra essere tale che Tz = z, e cio¢ una soluzione di (1).

Proposizione 2 (Prolungamento delle soluzioni).

Sia x una soluzione del problema di Cauchy (1) definita su [to,c) tale che esiste
limz(t) =y eU.

t—c

Allora la soluzione si puo prolungare oltre ¢, ovvero esistono § > 0,u € C([tg, c + 9))
tali che u risolve (1) e ulp, o) = .

Dimostrazione.

2(t) = f(t,2(t))
z(c) =y
soluzione in [¢,c+ d]; per la continuitd di f e Pesistenza del limite di z, si
ha

Per il teorema 1, il problema di Cauchy ammette una

lim i (t) = lim f(¢,2(1)) = f(e,y) = 2(¢)

t—c

e dunque la soluzione u(t) = { :((:)) 22 z 2 EO’CC_)’_ 5]

T. O

¢ un prolungamento di

Osservazione 2.
Cosi come il teorema 1, anche il prolungamento funziona allo stesso modo per
tempi precedenti all’istante iniziale.

Osservazione 3.
In realta, la condizione di esistenza del limite nell’enunciato di 2 puo essere

indebolita: ¢ sufficiente 'esistenza di una sottosuccessione ty, i — ¢ tale che
—+o0

x(tr) k—>_—&>-oo yeU.

Corollario 3.
Se il problema di Cauchy (1) ha un’unica soluzione x in [tg, c), allora le sequenti
condizioni si equivalgono

1. La soluzione non ¢ estendibile.

2. Per ogni compatto K C U esiste t(K) tale che x| (x),.c) ¢ K.



Dimostrazione.l = 2 Se esiste K € U tale che x(ty) € K per una successione

tr WG allora z(t;) ammette limite (a meno di estratte) e dunque,
— 400

grazie all’'ultima osservazione 2, ¢ estendibile.

2 =1 Se la soluzione ¢ estendibile, allora & definita in [¢, ¢], e dunque appartiene
al compatto z([t, c]).
O

Teorema 4 (Dipendenza continua dai dati iniziali).
Siano —o0o < a < b < +oo0, U C RY aperto, to € (a,b), xor € U e fr € C((a,b) x U,RY)
tali che to, — to, Tox — To, fr — f uniformemente sui sottoinsie-

k——+o0 k——+o0 k——+o0

mi compatti di (a,b) e xy risolve

{ L1 (t) = fr(ze(t),t) (2)

z(tox) = Zok

Allora xy, converge (a meno di estratte) alla soluzione di (1) uniformemente sui
compatti.

Dimostrazione.
Dimostro innanzi tutto il teorema in un intorno di ¢g: applichiamo il teorema 1
ai problemi di Cauchy (2); scegliendo M, ¢, e tali che

BQE(I'()) cU
[to — 20,9 + 20] C (a,b)
SUD (. 5 10+28)x B wo) 1 | < M — 1
Mé<e
si ottiene che le condizioni sono soddisfatte anche da tg 1, € zg i, mentre sup If <M

[to,k—28,t0,x+28] X Bac (1)
e dunque le zj sono definite in [t — 26, t; + 28] D [to — J, to + J] e assumono va-
lori in Bae(xo,5) D Be(xo); come nel teorema di esistenza locale 1, le x sono
equicontinue ed equilimitate, pertanto (a meno di estratte) convergeranno a una
certa x uniformemente su ogni compatto contenuto in (a,b), e x sard necessa-
riamente una soluzione di (1).
Per estendere le soluzioni, considero

H = {(t,{wg}) : to <t < b,wy, & un’estratta di xj che converge a una certa w

uniformemente sui compatti di [to, )}

su cui definisco la relazione d’ordine

ty <t

t1,w =< (ta,w = . .
(b1, ) = (F2, war) { limpg s 4 oo w1k = limpg_y o0 wo i sU [to, 1]

A questo punto ¢ sufficiente dimostrare che ogni catena in H ammette un mag-
giorante; infatti, # # () per la prima parte della dimostrazione, e dunque per



il Lemma di Zorn H dovra avere un elemento massimale (c,uy), ma per mas-
simalita si dovra avere ¢ = b e dunque uy sara 'estratta di xx con le proprieta
richieste.

Consideriamo una catena {(tq, Wa,k) taca C H e poniamo ¢ := sup t,; data una
a€cA
successione to, " ¢, Wa,x — w uniformemente su ogni compatto conte-
j—+oo k—+o00

1
nuto in [tg, ¢) e indipendentemente da j, in particolare su [to, la; — } ; prenden-
J

do infine n; in modo tale che  sup  [Jwa, n;, —w| < =, ho che wy, »,; ¢ una
[to*t%‘ B J

successione di funzioni che converge a w uniformemente su ogni sottoinsieme
compatto di [tg, c), e pertanto & un maggiorante della catena. O

Osservazione 4.

Nel caso di soluzione unica, prendendo f; = f e tor =1t si ottiene il “clas-
sico” teorema di dipendenza continua dai dati iniziali, che dunque ¢ un caso
particolare del teorema 4.

Corollario 5.
Se esiste una soluzione del problema di Cauchy (1) definita su [to,c|, allora
Vinsieme delle soluzioni é connesso in C ([to, c],R").

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che I'insieme S delle soluzioni si possa scrivere come

S U S5 con Sy # () # Sy chiusi.

Fissati uy € S1, us € Sz e una successione di funzioni f, € C°°([to,c]) che ap-

prossima f uniformemente sui compatti, allora la successione f; (¢, ) := fi(t,z) — fi.(t,u;(t)) + f(t,u;(t))
converge anch’essa ad f uniformemente sui compatti, e inoltre u; & I'unica so-

luzione di { Ui (t) = fik(t,ui(t))

u;i(to) = zo
Considero ora il funzionale ¢(u) = d(u, S1) — d(u,S3) : S — R, intendendo per
distanza quella indotta dalla norma sup || - ||; per la chiusura degli S; si ha
[t07c]

©ls; <0< pl|s,, in particolare per le u;; il problema di Cauchy

{ u;;7,\(t) = )\f17k(t,uk7,\(t)) + (1 - )\)fg,k(t,uk)\)
ug A (to) = 2o

ha un’unica soluzione che, per il teorema di dipendenza continua dai dati iniziali

4, dipende in maniera continua dal parametro A; per A = 0,1 si ha ug o = uz €

U1 = U1, dunque p(ug,1) < 0 < @(ug o) e quindi, per Ay opportuno, ¢(ug z,) = 0;

ameno di estratte, siavra Ay,  — Ao einoltre lim Agfig+ (1 — Ag)for = f,
k—+oco k—+oo

pertanto grazie al teorema di dipendenza continua dai dati iniziali 4 wuy, ), con-

verge (a meno di estratte) ad una soluzione u di (1) che verifica p(u) = 0, il che
e assurdo, perché p|s, <0 < ¢|s,. O



Corollario 6.
Se esiste una soluzione del problema di Cauchy (1) definita su [to,c), allora
Vinsieme delle soluzioni ¢ compatto in C ([to,c),RY).

Dimostrazione.

Se xj ¢ una successione di soluzioni di (1), allora applicando il teorema 4 con
tox = to, Tox = Zo € fr = f si ottiene che z} ha un’estratta convergente a una
soluzione z dello stesso problema di Cauchy, pertanto 'insieme delle soluzioni &
compatto. O

Corollario 7.
Se esiste un’unica soluzione o(t,tg,zg) del problema di Cauchy (1), allora o ¢
continua e

Q= {(t,to, o) : t & nel dominio massimale di o(t,to,xo)}
¢ aperto in RN*2,

Dimostrazione.

La continuita di ¢ segue dalla continuita di x e dal teorema 4.

Se per assurdo €2 non fosse aperto, allora esisterebbe una successione (tx, to k, ox) € Q°
convergente a (t,tp,xg) € .

Prendendo compatto K contenuto nell’intervallo massimale di esistenza (¢~ (to, o), t ™ (to, z0))

dio(t,tg, o) tale che t €K; allora, anche ¢y, € K per k grandi, inoltre le soluzioni
con dati iniziali (to,k, Zo %) sono definite su K, pertanto t; € K C (¢t~ (to, o), t™ (to, o)),
e cioé (tg, ok, Tok) € 2, assurdo. O

Osservazione 5.
Il corollario 7 non & pit1 vero se si elimina I’ipotesi di unicita della soluzione.

Lezione 2 — 11/10/2011

Lemma 8.

Siano U C R un aperto e wy,ws € C([a,b] x U,R) tali che wy(t,x) < wa(t,x) per
ogni (t,z) € [a,b] x U.

Se w1, us risolvono

peri=1,2

u;(a) = u;q

euyq < Uszq, allora ui(t) < ua(t) per ognit € [a,b].

Dimostrazione.
Se per assurdo non fosse cosi, esisterebbe un ¢y € (a, b) tale che

{ ul(to) = ’LLQ(to) (3)

ui(t) <wus(t)  set€la,ty)



ma allora

1y (to) = wi(to, u1(to)) = wi(to, uz(to)) < wa(to,ua(to)) = wa(to)

e, per continuitd, la disuguaglianza stretta vale anche per t € (tp — d,%0), ma in
questo caso

t

Ul(t) = Ul(to) +/ dl(T)dT > UQ(to) +/ ﬁQ(T)dT = UQ(t)

to tO
contraddicendo (3). O

Osservazione 6.
Grazie al lemma 8, ogni problema di Cauchy del tipo

{umzwwwm ”

u(a) = uq

ha una soluzione us, “massimale”, nel senso che qualsiasi altra soluzione u di
(4) verifica u(t) < uoo(t) per ogni t € [a, b].
Infatti, prendendo una successione uy dei problemi di Cauchy

{ () = wit, u(t) + & (5)

up(a) = uq + 1

dal lemma 8 si ottiene che u < uy su [a, b], mentre dal teorema di dipendenza

continua dai dati iniziali 4 si ottiene, a meno di estratte, uy . —  Ug PEr una
—+0o0

qualche us che risolve (4), e dunque u < uy su [a, b].
Analogamente, considerando i problemi di Cauchy
ug(t) = wit,ug(t) — ¢
ug(a) = uq — %
si mostra l’esistenza di una soluzione “minimale” ug tale che uy < u per ogni
soluzione u di (4).

Teorema 9.
Sia w € C([a,b] x U,R) ewv : [a,b] = U assolutamente continua che verifica

{ 0(t) <wl(t,v(t)) q.o. sula,b
v(a) = uq

allora v(t) < us(t) per ogni t € [a,b], dove us € la soluzione massimale di (4).

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che sia falso; poniamo

w(t,x) se x > v(t)

“@”:{wmwm se z < v(t)



y(t) = w(t, y(1))
y(a) = uq '

Mostriamo che y > v su tutto [a, b]: se per assurdo si avesse

{ y(t) < o(t) sut € (ty,ta]
y(t1) = v(t1)

per qualche a < t1 <ty < b, allora si avrebbe anche

e prendiamo una soluzione del problema di Cauchy {

0 <o)yt = [ sy~ [ iy <

t1 ty

< /:2 w(r,v(r))dr — /t2 w(r,y(r))dr =0

t1

Dunque, si deve avere y(t) > v(t) per ogni t € [a,b], e quindi y in realta risolve
(4) e pertanto v < y < uy su tutto [a, b]. O

Teorema 10 (Esistenza globale).
Siano U C RN aperto e f € C ([a,b] x RN, RY), u € C([a,b] x R*,R) tali che

(1), 2) < wit, Jz])llz] per ognit € R,z € RY
Se il problema di Cauchy (4) ha una soluzione massimale globale, allora anche

il problema di Cauchy
o(t) = f(x(t),1)
{ z(a) =z, (6)

ha una soluzione globale, per ogni z, € RY tale che ||z4|| < uq.

Dimostrazione. )

u
La soluzione massimale uq, di (4) & tale che y = % risolve

{ §(t) = a(t)ult) = wit, u(t)u(t) = w (8, /250 /25(0)

verifica

2
Inoltre, la funzione v = @

0(t) = (2(t), x(t)) = (f(t, x(t), z(t)) < w(t, [lx@®))]=(E)] = w (t, 2v(t)) 2u(t)
e dunque, per il teorema 9

()1
2

o (£)]
2

=(t) <y(t) =

pertanto ||z|| < ||usol|; poiché us € una soluzione globale, & limitata, e dunque
lo & anche ||z, che quindi & globale. O



Corollario 11.
Se f,w wverificano la condizione

<f(ta ‘T) - f(ta y),l' - y> < W(ta ||.’E - y”)”x - y” per Ognl te vavy € RN

e il problema di Cauchy

{ ZEZ)):: ag(t,u(t» (7)

ha solo la soluzione banale uw = 0, allora il problema di Cauchy (6) ha un’unica
soluzione.

Dimostrazione.

|z — yl?

Date due soluzioni z,y di (6), la funzione v = verifica

o(t) = (@(t) — y(t), z(t) —y(t)) = (f(t, z(t) —y(t)),z(t) — y(t)) <
< wit, l2(t) = y(®) () — y(®ll = w (£ v/2000)) V20(0)
e dunque, per ogni soluzione y del problema di Cauchy

{ §(t) = alt)u(t) = w (¢, V25(0)) v/20(0 -
y(a) =0

si deve avere v <y, ma (8) ha solo la soluzione banale, perché per ogni sua
soluzione y, la funzione u = /2y verifica

: y(t)
a(t) = = (6,720 = w(t,u(®))
2y(t)
e dunque ¢ soluzione di (7); pertanto, v = 0 e cioe z(t) = y(t) per ogni ¢t € [0, 1],
ovvero la soluzione di (7) ¢ unica. O

Corollario 12.
Se f(t,x): [a,b] x R = R decresce in x a ogni t fissato, allora il problema di
Cauchy (6) ha un’unica soluzione, che ¢ globale.

Dimostrazione.

La condizione di decrescenza si puo riscrivere come (f(¢,2) — f(t,v))(z —y) <0,

dunque applicando il corollario 11 con w = 0 si ottiene 'unicitd; inoltre, f(t,x)z < f(¢,0)x < |f(¢,0)]]z],
e dunque si puo applicare il teorema 10 con w(t, x) = f(¢,0) per avere lesistenza

globale. O

Corollario 13.
Se |f(t,x)] < A(t)|x| + B(t), allora esiste una soluzione globale del problema di
Cauchy (6).



Dimostrazione.
Essendo
(ft,x),2) < |f(t z)l|lz| < (A(t)]=] + B(t))l|z|
si puo applicare il teorema 10, perché il problema di Cauchy
{ a(t) = A(t)u(t) + B(t)
u(a) = uq

ha una soluzione globale. O

Corollario 14.
Se f(t,x):[a,b] x R = R ¢ localmente Lipschitz in x, allora il problema di
Cauchy (6) ha un’unica soluzione, che ¢ globale.

Dimostrazione.
Detta L la costante di Lipschitz di f, si ha

<f(t,$) - f(tyy)7x - y> < ‘f(t,ﬂ?) - f(t,y)”l‘ - yl < L|Z‘ - y‘Q
e dunque si puo applicare il corollario 11 con w(t,x) = L. O

Teorema 15.
Se f ¢ di classe C*, allora l'unica soluzione o(t,to, o) del problema di Cauchy
(1) ¢ una funzione di classe C*.

Dimostrazione.
Si puo supporre per simplicita N = 1; posto

t7t07x0 + h) - U(t,t07$0)

alt) = 2 )

e sufficiente passare al limite per h — O:

Zh(t) — f(tO, 0'(t,t07$0 + h)}i - f(to,U(t7t07x0)) _

- O'(t,to,l‘oﬂ*h)fa'(
B h

1
e /o fa(to, o(t,to, z0) + (0 (L, to, xo + h) — o (t, to, 0)))dE =

An(t)
= Anp(t)zn(t)
Poiché Ay (t) e fu(to, o(t,to, zo)) uniformemente e
anlto) = o(to,to, zo + f;) — o(to, to, ) _ @t Z —%0 _,
allora per il teorema di dipendenza continua 4 zj hjo z, indipendentemente

dall’estratta hy i — 0 perché la soluzione & unica, e z risolve
—+o0

{ 2(t) = fu(t,0(t,to, w0))2(t)
Z(to) =1

e dunque ¢ continua in tutti i suoi argomenti, quindi o (¢, to, z) ¢ continua. [



Osservazione 7.
In dimensione N > 2 la dimostrazione ¢ identica; in questo caso, o, ¢ una
matrice N x N che risolve

Z(t) = fw(taa(t7t » L )) : Z(t)
{ z(to) = 20 o ©)

con zg = l.

Definizione 1.
L’equazione (9) ¢ detta equazione variazionale e questa soluzione ¢ detta
soluzione principale.

Osservazione 8.
La soluzione principale e caratterizzata dalla proprieta che la soluzione con dato
iniziale arbitrario zg & z(t) - 2o
Proposizione 16.
Siano p € C(I,R) e f(t,z,\) € C (R xRN x I, RN) periodica nella variabile t
di periodo p(A).
Se lequazione

u(t) = f(t u(t), M) (10)
ha una soluzione ug che € p(Ag)-periodica e 'equazione variazionale 2 = f,(t, ug(t), Ao) - 2
ha come unica soluzione p(\o)-periodica quella banale, allora esiste € > 0 tale
che Uequazione (10) ha una soluzione p(\)-periodica per ogni A € [A\g — €, Ao + €]

Dimostrazione.
Detta o(t,0,zq, A) la soluzione del problema di Cauchy

u(t) = f(t,u(t), A)
u(0) = zo
¢ sufficiente far vedere che per ogni A € [\g — €, A\g + €]
x=0(0,0,z,\) = o(p(A),0,z,A)

cioe che per ogni A esiste un x(\) che verifica

a(p(A), 0,2(A), A) —2(A) =0
Posta F'(z,\) = o(p(A\),0,2,\) — x, per ipotesi F(xg,A\g) =0, e dunque grazie
al teorema della funzione implicita basta mostrare che D (0, Ao) € una matrice

x

invertibile; tuttavia, se

oF
0= %(3007 Xo)z0 = 02(p(No), 0,0, Ao) 20 — 20

allora o, (t,0, 20, \o)2o € una soluzione p(\g)-periodica dell’equazione variazio-

nale
{ Z = fr(t,uO(t),)\o) -z
2(0) = 2o

oF
e dunque per ipotesi dev’essere o, (t,0,x0, A\g)zo = 20 = 0, cioe 6—(x07 Ao) ha
T

nucleo banale e cioe¢ ¢ invertibile. O

10



Lezione 3 — 18/10/2011

Teorema 17.

Sia f € C' ([a,b] x RN x RN R) tale che |f(t,z,y)| < A+ B|z| +C|y| per
A, B,C > 0 opportuni.

Se b—a ¢ 7N, allora esiste e > 0 tale che per ogni |e| < gq il problema

i(t) = ef(t, u(t),a(t)) — u(t)
{ u(a) o= u(b) (11)

ha un’unica soluzione

Dimostrazione.
Innanzi tutto, la condizione di crescita su f garantisce, per ogni ¢ € [a, ], che
I’esistenza di un’unica soluzione globale del problema

i(t) = ef (t,u(t),u(t)) — u(t)
u(a) =0
u(a) = ¢
che verra chiamata o (¢, e, ¢); questa funzione risolvera il problema (11) se e solo
se F(g,c) :=a(b,e,c) = 0.
oF
Per ¢ = 0 si ottiene o(b,0,¢) = ¢sin(b — a), dunque F(0,0) = 0, e inoltre 6—(0, 0) = sin(b — a) # 0,
c
dunque si puo applicare il teorema della funzione implicita e ottenere che esisto-

no g9 > 0 e un’unica c(e) : (—eg,0) — RY tale che (b, &, c(c)) = F(e,c(e)) = 0,
e dunque u(t) = o(t, €, c(€)) € I'unica soluzione del problema (11). O

Teorema 18.
Siano f € C'([a,b] x R x R,R) e Ag, By € R tali che il problema

tig(t) = f(t, uo(t),uo(t))
uo(a) = A()
UQ(b) = BO

ammette un’unica soluzione e f(t,uo(t),up(t)).
Allora, esiste g > 0 tale che per ogni A, B con |A — Ag|,|B — By| < ¢ il pro-

blema
(t) = f(t, ult), u(t))
u(a) = A 12
u(b) = B

ammette anch’esso un’unica soluzione.

Dimostrazione.
Essendo f di classe C', per ogni ¢ € [a, b] il problema

i(t) = f(t, u(t),u(t))



ha un’unica soluzione o (¢, A, ¢) che, per il teorema di dipendenza continua 4, &
globale se |[A — Agl, |c — up(a)| < nper 7 piccolo; posto F(A, B,c) = o(b, A, c) — B,

OF
si ha F(Ao, Bo,up(a)) =0, inoltre 8—(A0,B07u'0(a)) = 0.(b, Ag, tp(a)); dun-

c

que, una volta dimostrato che quest’ultimo valore & diverso da 0, si potra appli-
care (come nel teorema 17) il teorema della funzione implicita per concludere
che esistono € > 0 e un’unica ¢(A4, B) tale che F(A, B,c(A, B)) =0, e dunque il
problema (12) ammette come unica soluzione u(t) = o(t, A, c(A, B)).
La funzione w(t) := o.(t, Ao, tp(a)) & soluzione di

@Et)): J(C)m(t,u()(t)do(t)),w(t) + fy (8 uo (), 1io(1))w(?)
w(a) =1

e dunque dev’essere w > 0 su [a, b]: infatti, w dev’essere strettamente positiva
in un intorno di a, perché w(a) =0 e w(a) > 0, dunque se esistesse ¢; tale che

{ w(t) >0 pertée (a,tq)
w(tl) =0

allora w dovrebbe avere un punto di massimo ¢ € (a, 1) tale che w(t2) < 0, ma
questo e assurdo perché

0 < (t2) = fult, uo(ta), vo(t2))w(t2) + fy(t, uo(ta), vo(t2))i(t2) =

= fu(t,uo(t2),o(t2))w(tz) >0

r
dunque in particolare 0 < w(b) = é;—(AO, By, tig(a)) e quindi la dimostrazione
c

e completa. O

Proposizione 19.
Sia w : [a,b] Xx R = R localmente Lipschitz e u,v tali che

u(t) = w(t,u(t)) 0(t) < w(t,v(t))
u(a) = uq v(a) < ug
Allora, preso comunque to € [a,b], o u(t) = v(t) per ognit € [a,to], oppure u(t) < v(t)
per ogni t € [a, o).
Dimostrazione.
Posta w = u — v, dal teorema 9 si ha w > 0; fissato ¢y, supponiamo ora che w # 0
su [a, to], ovvero che w(t;) > 0 per qualche ¢ € (a,tp), e poniamo ¢(t) = eXw(t),
dove L & la costante di Lipschitz di w su u([a,b]) Uv([a,b]) Uw([a,b]); & una
funzione non decrescente, perché
@(t) = LePtw(t) + ePti(t) = Leltw(t) + et (u(t) — o(t)) >
> LePtw(t) 4+ eP(w(t, u(t)) — w(t,v(t))) > Lelw(t) — Lelt (u(t) — v(t)) = 0

dunque
eFow(ty) > eltrw(ty) = w(ty) > eLt =t y(t) > 0

e pertanto v(tg) < u(to). O

12



Lemma 20 (Nakano).

Sia X = Cp([a,b] x R,R) l’insieme delle funzioni continue e limitate, e S C X
tale che per ogni f g € S si ha f < g su [a,b] x R oppure f > g su [a,b] x R.
Allora, per ogni xy fissato, linsieme So C S delle funzioni per cui il problema

di Cauchy
{ i(t) = f(t,z(t)) (13)

z(a) = xo
ha infinite soluzioni & al piu numerabile.

Dimostrazione.
Siano f # g € S; a meno di scambiarle, si puo supporre f < g; per ogni soluzione
dei problemi di Cauchy (13) e

si ha z(a) = y(a) e
x(a) = f(a,il'()) < g(ava) = y(a’)

pertanto z < y in [a, 1], e per il lemma 8, x < y anche su [t1,b], in particolare
x(b) < y(b); dunque, poiché ad ogni coppia (f,g) di elementi di Sy posso as-
sociare un intervallo distinto (z(b),y(b)), e R puod contenere al pitt numerabili
intervalli disgiunti, Sy puo essere al pitt numerabile. O

Teorema 21 (Cafiero).

Sia F C X = Cy([a,b] x R,R) Uinsieme delle funzioni per cui il problema di
Cauchy (13) ha infinite soluzioni.

Allora, ad ogni misura i su X o-finita e priva di atomi si puo associare un’altra
misura i tale che @(F) = 0.

Dimostrazione.
Innanzi tutto, scrivendo g(t,z) = (g(¢,z) — g(a,xo)) + g(a,z) si ottiene che
X =Y xR, dove

Y={feX: f(a,xz9) =0}
Poniamo dunque 7 = ply x L', ove £' indica la misura di Lebesgue su R;
mostriamo innanzi tutto che F' & f-misurabile: lo & perché

1
F:kGUNFk sz{ferlle—mﬂoozk}

dove My e my sono rispettivamente la soluzione massimale e minimale del pro-
blema di Cauchy (13), e gli F) sono chiusi: infatti, se fj i —  f uniforme-
—+o0

mente, allora dal teorema di dipendenza continua dai dati iniziali 4 le soluzioni
massimali My, e minimali my, dei problemi di Cauchy

{ () = fr(t, zx(t))

zg(a) = xo

13



convergeranno (a meno di sottosuccessioni) rispettivamente a due soluzioni w,
1
v di (13), e dunque, per ogni t € [a,b], My(t) —ms(t) > u(t) —v(t) > z cioe

f € Fy.
Fissato infine g € Y, U'insieme gy := {g + A\; A € R} soddisfa le ipotesi del lemma
di Nakano 20, dunque ne esistono al pitt numerabili in F'| e pertanto si puo con-

cludere, applicando il teorema di Fubini, che f(F) = / u(gr)dA =0
{\e€R:grEF} O

Lezione 4 — 25/10/2011

Definizione 2.
Sia U ¢ RY aperto e f € C* (U,]RN).
1l sistema dinamico (o flusso) associato al problema di Cauchy

{ﬁgzgwm (14)

¢ la sua unica soluzione p(z,t) = ¢'(x) =t - z.
FEsempio 1.
1.O0-z=2x

2. Indicando con J(z) = (¢t (z),t" (z)) l'intervallo massimale di esistenza di
t-x,seteJ(x)ese J(t-x), alloras-(t-x)=(t+s)- .

3. Ponendo U; ;= {x €U :t-x €U}, seU; #DalloralU_; # e * : Uy — U_,
¢ un diffeomorfismo.

Corollario 22.
1. Per ognit € J(z) si ha J(t-x) = J(z) —t.
2. Perognite J(z) ese J(t-x) sihat+s e J(z).
3. Per ognit € J(x) si ha —t € J(t-x).

Proposizione 23.

Sia U c RY aperto, f € C* (U, RN), t.x il flusso associato al problema di Cau-
chy (14).

Ses-x=t-x perqualche s < t, allora J(z) = R e p(-,x) & periodica con periodo
T:=t—s.

Dimostrazione.
Per le proprieta del flusso,

r=—-s-(s-x)=—st-x)=(t—s5)- =T x
dunque J(z) = J(T-z) = J(z) — T equindi J(z) = R, einoltre (r+T) -z =7- (T -z) =7 - x,
cio¢ (-, z) & periodica di periodo T. O
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Proposizione 24.

Sia U c RN aperto, f € C* (U, RN), t.x il flusso associato al problema di Cau-
chy (14) e 0 #m,n € N tali che x = (m_") ..

Allora, x = (m™") - x per ogni i = {1,...,n}.

Dimostrazione.
¢(-,x) & periodica su J(z) = R con periodo m™", dunque z = (km™") - = per
' si ottiene z = (m™") - z. O

ogni k € N, in particolare per k = m" ™"
Definizione 3.

Sia U ¢ RY aperto, zg € U e f € C* (U,RN).

Se f(xg) # 0, xo si dice punto regolare per il sistema dinamico associato a
(14); se invece f(xg) =0, z¢ si dice punto di equilibrio o punto critico per
(14).

Teorema 25.
Sia xo un punto regolare per (14), e; = (1,0,...,0) € RN e il flusso associato

a

U(t) =€

u(0) ==
Allora esistono un intorno W di xo, un intorno V di e; e un diffeomorfismo
h:W =V tali che h(¢(t,x)) = p(t, h(zx)).

Dimostrazione.
A meno di rinominare le coordinate, si pud supporre o = 0 e f(xg) = e;; poste
p(x) = (0,22,...,2N) e h(z) = p(x1,p(x)), si ha

oh _ Op dp

%(O)x = E(O)xl + %(O)p(x) =xe +plr) ==

e dunque h & un diffeomorfismo tra un intorno W di x( e un intorno V di eq, e
inoltre

h(p(t,x)) = h(z +ter) = p(x1 +t,p(x)) = o(t, o(x1,p(x))) = o(t, h(x))
O

Proposizione 26.
Sia U C RN aperto, f € C* (U, ]RN) e o(x,t) il flusso associato al problema di
Cauchy (14).

Un punto x € U ¢ di equilibrio se e solo se esiste una successione 0 % ty, . - 0
—+o0

tale che ty, - © = x.

Dimostrazione.
Se x ¢ di equilibrio, ’altra condizione ¢ ovviamente valida per ogni successione;
viceversa, se ¢ vera la seconda condizione,

a(p (tvx) — QO(O,JZ)

F(@) = F((0,2)) = 22(0,) = i ZED =0T gy, Berz 200w

=0
ot t—0 t k—+o00 tr

O
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Proposizione 27.

Sia U ¢ RN aperto, f e C* (U, RN), o(x,t) il flusso associato al problema di
Cauchy (14) e x € U tale che (-, x) & periodica non costante.

Allora esiste un periodo minimo

T:=inf{t>0:t-x2=2}>0

Dimostrazione.

Se cosi non fosse, esisterebbe una successione tj . — 0 tale che t} -z ==,
—+o0

assurdo per la proposizione 26. O

Proposizione 28.
Sia U ¢ RY aperto, f € C! (U, RN), t.x il flusso associato al problema di Cau-
chy (14). Allora:

1. Se lim t-x=uxq, allorat™ = 400 e zg ¢ di equilibrio.
t—t+ ()

2. Se p(t,x) non é costante ed esiste una successione t, — +oo tale che
k——+oo

lim .2 =a€RU{too} tale che lm t -z =1z per un punto di
k—-+oco k—+oco

equilibrio xq, allora a = F-00.
Dimostrazione.

1. Se t*(x) < 400, allora per la proposizione 2 la soluzione puo essere estesa
oltre t*(z), che & assurdo; se poi xp non fosse di equilibrio, si avrebbe
¢ - xg # xo per qualche ¢, tuttavia

CIxO:tETmC'(t'x):t—lg-s—moo(c""t)'x:l‘o

che & assurdo.

2. Se fosse tr, — tg € R, allora ty - x = xg, ma cio implicherebbe

k—s-+oo
x=—tg-(to-x) = —to -9 = xo
che e assurdo.
O
Osservazione 9.
Analogamente, se lim ¢ -z = xg, allora t~ (x) = —c0 e xp ¢ di equilibrio.

t—t—(x)

Definizione 4.
Sia ¢(t, z) il sistema dinamico associato a (14) e z € U.
Si definisce 'orbita si x rispetto a ¢ come

V(@) = {p(t,z) : t € J(2)}

16



Teorema 29.
Sia U ¢ RN aperto, f e C* (U, RN), o(x,t) il flusso associato al problema di
Cauchy (14).

Allora, le orbite sono una partizione di U.

Dimostrazione.
Supponiamo che y(x) # v(y) per z,y € U, cioe che esistono s € J(x) e t € J(y)
tali che s -z =t - y; allora, per ogni 7 € J(x),

Tr=(r—-8)(sx)=(T—35) (t-y)=(T+t—35) ye(y)

dunque, y(z) C v(y) e analogamente v(y) C y(z), dunque le due orbite coinci-
dono. O

Teorema 30.

Sia U ¢ RN aperto, f e C* (U, RN), o(x,t) il flusso associato al problema di
Cauchy (14).

Allora, per ogni x € U wvale una e una sola delle sequenti:

1. A(w) = {a}.

2. v(x) ¢ una curva chiusa.

3. (-, x) é indettiva.
Dimostrazione.
Se x & un punto di equilibrio, allora vy(z) = {z}; viceversa, se ¢(-, ) non ¢ inietti-
va, & periodica di periodo T', e in quest’ultimo caso, y(z) = {¢(t,z) : t € [0,T)}
¢ una curva chiusa perché ¢(0,z) = (T, x). O

Esempio 2 (Modello prede-predatori).
Consideriamo il sistema dinamico associato a

{ z(t) = ax(t) — bx(t)y(t) — ex(t)
y(t) = cx(t)y(t) — dy(t) — e(y)

per z(t) > 0,y(t) > 0ea,b,c,d,e >0, e < a.
Poiché %((d + &) log(z(t)) — cx(t) 4+ (a — ) log(y(t)) — by(t)) = 0, la funzione

(d+¢e)logx — cx + (a — ¢)logy — by & una costante del moto e dunque le orbi-
te sono contenute nelle sue curve di livello; i punti di equilibrio sono (0,0) e
d+e a—c¢
( + ’a 2 ), inoltre (e(“_e)t,O) e (O,e_(d+5)t> sono soluzioni del sistema
c
e hanno per orbite i due semiassi, dunque ogni altra orbita sara contenuta nel
primo quadrante; in realta, sono tutte orbite periodiche.

o — . . e . [dH+e a—c¢
Dividiamo il primo quadrante privato del punto di equilibrio < S >
c

nei quattro sottoinsiemi

le{(iﬁ,y)ERz:x> di_57y2a_b}
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QQZ{(x,y)ER2:0<m§d—£€,y>a;b}

d —b
Qg{(x,y)€R2:0<x<i€,O<y§a€ }
d —b
Q4={(x,y)€R2:x>j5,0<y<aa}

Se (2(0),y(0)) € @1, allora @(t) < 0 < y(t) fintanto che (x(t),y(t)) € @1, e dun-

€.
in un tem-

que la traiettoria raggiungera la retta verticale di equazione x =
c
po t1; dunque, (z(t1),y(t1)) € Q2, ma i(t) < 0,y(t) < 0 fintanto che (x(t),y(t)) € Q2,

€.
n un tempo

. . . R . a
ma allora la traiettoria raggiungera la retta orizzontale y =

to, e analogamente tornera sulla retta verticale in un tempo ts, su quella oriz-
zontale in un tempo t4 e nuovamente in quella verticale in un tempo t5; poiché

d+e
z(t1) = z(ts) = i, per mostrare la periodicita e sufficiente far vedere che

y(t1) = y(t5); usando esistenza della costante del moto, si trova che
(d +¢)log(x(t1)) — ca(tr) + (a — ) log(y(t1)) — by(t1) =
= (d+e)log(x(ts)) — cx(ts) + (a — ) log(y(ts)) — by(ts) =

d d
é(d—&—s)log%—c _ZE

+ (a —¢)log(y(t1)) — by(t1) =

d+e d+e
—c

= (d +¢)log + (a —¢)log(y(ts)) — by(ts) =

= (a—¢)log(y(t1)) — by(t1) = (a — €)log(y(ts)) — by(ts)

ma da quest’ultima affermazione segue che y(t1) = y(t5), perché la funzione
a—c¢

z — (a —€)log z — bz & decrescente per z >

Si puo osservare inoltre che, se T' & il periodo minimo di una soluzione,

B B T Z‘(t) B T B T
o_1og(x(t))|fzo_/0 Wdt—/o (a—e—i—by(t))dt-(a—a)T—&-b/O y(b)dt

T a—¢ T +e
e dunque / y= TT, e analogamente / y = ——1T, quindi x decresce
0 0 ¢

in media e y cresce in media quando € — 0.

Lezione 5 — 8/11/2011

Definizione 5.
Sia ¢(t,z) =t - x il flusso associato al problema di Cauchy (14) e z € U tale che
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J(x) =R.

Si definisce I'insieme a-limite di « come
alz) = {yGU:Eltk Ny —oo taleche ty-x — y}
k—+oo k—+o00
e l'insieme w-limite di = come
w(z) = {yEU:Ht;C ' +oo tale che t -z — y}
k—+o00 s =00
Esempio 3.
1. Se & =0, allora t - x = x e dunque a(x) = w(z) = {z}.

2. Sez=1,allorat -z =t+z e dunque a(z) =w(z) = 0.

3. Se { Z:g:c e (z(0),y(0)) = (0,1), allora (x(t),y(t)) = (cost,sint) e

dunque a((0,1)) = w((0,1)) = 7((0,1)) = {(z.y) € R? : 2”4 ¢* = 1}.

Definizione 6.

Sia B C U aperto e f € C* (B,R").

Una funzione V € C*(B, R) si dice funzione di Ljapunov per f se (VV (z), f(x)) <0
per ogni x € B.

Se inoltre (VV (z), f(z)) < 0 per ogni « € B, f si dice funzione di Ljapunov
stretta.

Osservazione 10.
Se V' & una funzione di Ljapunov per f e t -z ¢ il flusso associato a f, allora

GV(t-a) = (VY (- 2), f@)hmo = (VV (@), (@) <0

dunque V decresce lungo le soluzioni del problema di Cauchy associato.

Esempio 4.
1. In un sistema gradiente del tipo & = —VV(z), V & una funzione di Lja-
punov.
. o . &= Hy(z,y) . .
2. In un sistema hamiltoniano del tipo . , H & una funzione
y=—Hy(2,y)

di Ljapunov.

3. In un sistema lineare del tipo @ = Au, V(z) = /00 |s - 2||*ds & una fun-
zione di Ljapunov. ’
4. In un sistema del tipo i+ f(u, @) tale che (h(z,y) — h(z,0),y) > 0 in un
intorno dell’origine, V(z) = y; + : h(s,0)ds & una funzione di Ljapu-
0

nov.
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Definizione 7.

Un insieme A C U si dice positivamente invariante per il flusso ¢ se per ogni
x € Asihay"(z) C A. Un insieme A C U si dice negativamente invariante
se per ogni « € A si ha v~ () C A. Un insieme A C U si dice invariante se ¢
positivamente invariante e negativamente invariante, cioé se per ogni = € A si
ha y(z) C A.

Osservazione 11.

Se p ¢ il flusso associato a f e ¢ ¢ il flusso associato a — f, allora (¢, z) = p(—t, ),
dunque A & positivamente invariante per 1 se e solo se & negativamente inva-

riante per ¢ e viceversa.

Analogamente, per ogni x € U l'insieme w(x) rispetto al flusso ¢ coincide con

l'insieme a(x) rispetto a ¢ e viceversa.

Teorema 31.
Sia x € U tale che J(z) = R. Allora:

1. w(z) # 0 se e solo se esiste una successione ty, L T tale che {ty, -z : ke N} € U.
—+o00
2. w(z) & invariante.
3. w(x) é chiuso in U.
4. Se ) #w(x) é compatto, allora é connesso e lim t-x = w(x).
t——+oo

5. w(z) = {y} se e solo se tilgrnoot cx=y.

6. SeyT(x) € U, allora ) # w(zx) & compatto, connesso e , li+m t-x=wx).
—r+00
Dimostrazione.

1. Se @ # w(x) > y, allora esiste una successionety, — +ootalechety -z — vy,
k—+oo k—+oco

dunque {ty -z : k€ N} C {tx -z : k € N} U{y} € U; viceversa, se {t; -z : k € N} € U,

a meno di estratte si avra tp -z — y € U e dunque y € w(x) # 0.
k—+oco

2. Seycw(x)ety — +ooetalechety x LY allora per ognit € J(y)
—4o0

k—+oo

(t+tp) - x=t-(tp-z) — t-y

k——+oo
dunque, poiche t + ¢y, . — 400, si avra ¢ -y € w(z), ma essendo t arbi-
—+0o0
trario si ha anche (y) C w(z), cioé w(z) & invariante.

1
3. Sew(x) dyr — y €U, ameno di estratte si avra ||y — yi| < —; inol-
k——+o0 k

tre, esiste una successione t, ; — +ootalechet;-x — ¥y, dunque
™ j—+4o0 g j—+oo

. 1
a meno di estratte ||ty ; - ¢ — yx|| < =; dunque,
/ J

[tk -2 =yl < [t -2 =yl + llyx =yl 0

<Z 5
~ k k4o
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e cioe y € w(z).
4. Seper assurdot - x e w(z), esisterebbe un aperto W tale chew(z) C W € U
— 00
ety -2 ¢ W per un’opportuna successione ty . —  400; dunque, 'insie-
—+o0

me B, = {t-x:t >t} contiene, per ogni k € N| sia punti di W che punti
di U\W; per la connessione di F}, esistera una successione s > tj tale
che s -z € OW, ma essendo OW compatto, a meno di estratte si avra

Sk 1T, 2 € OW Nw(x), che & assurdo perché w(x) C W che & aperto.
— 100

Se per assurdo w(x) non fosse connesso, esisterebbero due aperti disgiun-
ti Wy, W tali che w(z) C W1 UWs e w(z) NW; # 0 per ¢ = 1,2; poiché

t-x , j w(zx), allora A={t-xz:t>tg} C W1 UW; per tg opportuno;
—+o0

essendo poi w(z) N W; # (), allora esisteranno due successioni t; , — 400
" k—+oo

talichet; -z € W; N A, maallora A= (ANW;)U(ANWy)con ANW; # 0 # AN W,
che & assurdo per la connessione di A.

5. Se lim t-z =y, allora per ogni successionet, — Foosihaty-xz — vy,

t—+oo k—+o0 k—+o00
dunque w(z) = {y}; viceversa, se w(x) = {y} # 0 & compatto, allom75 lig_n t-x=w(x)={y}
— 00

6. Sey*t(x) € U, allora esiste una successione vy (z) 3 yp =t - = LI YE U
—+o0

e dunque () # w(z) C v+ (z), che quindi & anche compatto e percid . ligrn t-x=wx).
—+00

O

Teorema 32 (Criteri di invarianza).
Sia A C U chiuso.
Allora le tre condizioni sequenti si equivalgono:

1. A é positivamente invariante.

d(x 4+ hf(x), A)
h

3. Per ogni x € dy A esiste un 6, > 0 tale che t -x € A pert € [0,0,].

2. Per ogni x € Oy A si ha liminf =0.
h—0

Dimostrazione.
o d
1 =2 Poiché f(z) = at - T|¢=o, allora h-x = x + hf(z) + o(h) e dunque

et LA i bl o)
h - h ~— h h—o0

2= 3 Fissatoz € dyAe R > 0tale che Bor(z) C U, lafunzione v(t) := d(t - z, A)
¢ localmente Lipschitziana, dunque derivabile q.o., dunque prendendo &,
in modo tale che v([0,0,]) C Bagr(z), © esistera in qualche ¢ € [0,0,]; se

21



poi p; & il punto di AN Bag(x) che dista meno da t - x, allora per ogni
h > 0 si ha

v(t+h) =d((t+h) -z, A) <|[(t+h) -z —p:—hf(p)l+d(p:+hf(pe), A) =
=|[t-x+ f(t-z)h+o(h) —p: — hf(pe)l| +d(ps + hf(pe), A) <
<[tz —pel| + Al f(-2) = f(p)ll + 0o(h) + d(pr + hf(pe), A) <
< L+ LAt -2 = pe|l + o(h) + d(pe + hf(pe), A) <
< (1 + Lh)v(t) + o(h) + d(pt + hf(pe), A)

dunque
o(t) = lim inf w <
h—0 h
h d h A
< liminf Lou(t) + oh) + (pe + 1 (po). 4) = Lo(t)
h—0 h h
Poiché questo vale per q.o. t € [0,6,] e v >0 =v(0), per il teorema 9

u = Lu

w(0) = 0 che ¢ u =0, dunque

si avra v < u, dove u € la soluzione di {
d(t-z,A)=v(t)=0ecioet -z € A.

3 =1 Seperassurdot -z ¢ Aperqualchet > 0, alloraposti B:={t >0:t -z ¢ A}
eto:=inf Bsihat-(ty-x) € Apertel0,d,.,] e dunque t + ¢y ¢ B per
questi ¢, ma allora [tg,tg + d¢,.2] ¢ B, che & assurdo.

O

Teorema 33 (Principio di La Salle).
Siax €U eV € CHU,R). .
Se V' & una funzione di Ljapunov su " (x), allora w(z) C {y € U : V(y) = 0}.
Se V' & una funzione di Ljapunov su vy~ (z), allora a(z) C{y € U : V(y) = 0}.
Dimostrazione.
Innanzi tutto, essendo ¢t — V' (¢, ) decrescente, esistera ! := . ligrn V(t-z) € RU{£oo};
— 1+ 00
sepoiy €w(x)ety — +ooetalechety-x — y,alloraV(y)= lim V(- -z)=1
k—+o00 k—+oc0 k——+o0
e dunque V & costante su w(z); infine, poiché w(z) & positivamente invariante,
. d
anche V (¢ - y) & costante in y ad ogni ¢ fissato, dunque V (y) = %V(t ~Y)|t=0 = 0;
la seconda affermazione si dimostra in maniera analoga. O

FEsempio 5.

1. In un sistema gradiente del tipo & = —VV (z), V & una funzione di Ljapu-
nov con V = —|IVV]|? e dunque, se i punti critici di V sono isolati, w(x)
¢ costituito da uno solo di questi punti, perché gli w-limite compatti sono
connessi.
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2. Nel sistema & = —VV(z) non ci sono orbite chiuse, perché se cosi fosse
y(z) = w(z) C {z € U: V(z) = 0} = {punti di equilibrio}
:'r:erx(lmefyz)
y=-z+y(1-2*-y?
dunque S := {(x, y) €ER?: % 4% = 1} & un’orbita; inoltre, V (z,y) = 22 + y2
¢ una funzione di Ljapunov in B := {(x,y) eR?: 22 +4° < 1} e =V lo
¢ in A:=(BUS)° mentre V =01in S e in 0; pertanto, se x € B si ha
a(z) = {0} e w(x) = S, mentre se z € A si ha w(x) =S e a(z) = 0.

3. Nel sistema { , una soluzione & data da (z(t), y(t)) = (sint, cost),

Lezione 6 — 15/11/2011

Definizione 8.

Sia @(t,z) =t -z il flusso associato a (14) e xp un suo punto di equilibrio.

xo si dice stabile se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — ]| < J allora
It -z — x| <e.

Se inoltre esiste un intorno W di z( tale che t -z k~>_+>oo o per ogni x € W, xg

si dice asintoticamente stabile.

Teorema 34 (Ljapunov).
Sia xg un punto di equilibrio per il problema di Cauchy (14), W un intorno di
zo eV : W — R continua tale che V(o) < V(x) per ogni x € W\{0}. Allora

1. SeV(t-x) <V(s-x) per ogni t > s allora xo & stabile.
2. Se V(t-x)# C per ogni x # xq allora xo é asintoticamente stabile.

Dimostrazione.

1. Se Be(zg) C W allora min V =:m < V(xg), dunque essendo V' conti-

B (zo
nua esiste ¢ > 0 tale che V() < m se ||z — xo|| < J; in particolare se que-
sto & vero deve valere anche ||t - x — zg|| < €, perché altrimenti ¢y - € IB.(xo)
per qualche ¢y > 0, e dunque m < V(tp-2) < V(0-z) = V(x) < m, che &
assurdo; dunque, zq ¢ stabile.

2. Essendo z( stabile, per e,d > 0 opportuni si ha v (2) C B.(zo) € U per
|z — zo|| <4, dunque per il teorema 31 linsieme () # w(x) & compatto e

. li+m t - = w(x); inoltre, essendo V' decrescente lungo le traiettorie, deve

—+00

esistere il limite [ = . liT V(t-x) e, per la continuita di V, se y € w(x) e

—+00
t, — o e talechety-x — wy,alloral= lim V(ty-x)=V(y);
k k—4oc0 + k k—4oc0 y k—4o0c0 ( k ) (y)
infine, essendo w(x) invariante, si ha V(¢ - y) = [ per ogni ¢t > 0, ma V non
puo essere costante lungo le traiettorie, dunque y = zg e cioe t - x . —+> To,
—+00

cioe o ¢ asintoticamente stabile.
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FEsempio 6.

1. Per il problema di Cauchy & = 0 la soluzione & t - x = x, dunque tutti i
punti sono stabili ma non asintoticamente stabili.

2. Per il problema di Cauchy & = —z la soluzione ¢ t-x = ze™ !, dunque
I’unico punto di equilibrio x = 0 ¢ asintoticamente stabile.

3. Per il problema di Cauchy i = z la soluzione & t - 2 = ze’, dunque 'unico
punto di equilibrio £ = 0 non ¢ stabile.

Corollario 35.

Sia xoy un punto di equilibrio per il problema di Cauchy (14) tale che tutti gli
autovalori di f'(xo) hanno parte intera negativa.

Allora xo € asintoticamente stabile.

Dimostrazione.
= f'(zo)u

Indicando con (¢, x) il flusso associato all’equazione lineare { u(0) =z )

+o0
la funzione W(x) = / 14 (-, z — x0)||* & di Ljapunov perché
0

W(z) = (VW (z), f(2)) = (VW (2), [ (20)) + (VW (@), o([lz — zo]))) <
o(llz — Io|)>

<~ — aol? + Lz — aullo(e — 20l = o — zof? -1+ AT 2
che & negativo se ||z — z¢|| & abbastanza piccolo. O

Proposizione 36.
Sia V € C* (RNJR) tale che VV ¢ Lipschitz e £ = —VV(z) un sistema gra-
diente. Allora

1. I punti di minimo locale isolati di V' somo stabili.

2. Un punto di equilibrio xq isolato é stabile se e solo se é asintoticamente
stabile se e solo se é di minimo locale stretto.

Dimostrazione.
1. Segue dal fatto che V' & una funzione di Ljapunov.

2. Se un punto di equilibrio z¢ & di minimo locale stretto per V, allora V < 0
in U\{zo}, dunque zq ¢ asintoticamente stabile.
Viceversa, se zg ¢ stabile e £, > 0 sono tali che v¥(z) C B.(z¢) per ogni
x € Bs(xp), allora ) # w(x) C B:(xp); inoltre, a meno di rimpicciolire ¢, si
puo supporre VV # 0 su B.(x0)\{xo}, ma per il principio di Lasalle 33 de-
v'essere w(z) C {z € U : v(x) = 0} N B(x0) = {0}, dunque w(x) = {zo}
e cioe x( € asintoticamente stabile; infine, poiché V' decresce lungo le
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traiettorie, se xo ¢ asintoticamente stabile, per ogni = € Bjs(zo)\{zo} si
ha
V(zg) = t_l}gloo Vit -z) <V(0-z)=V(x)

cioe g ¢ di minimo stretto.

Esempio 7.

&= Hy(z,y)

y=—-H, (iC, y)
non costante in nessun aperto, i punti di minimo (oppure di massimo) lo-
cale sono stabili, come si puo vedere verificando che H (oppure —H) & una
funzione di Ljapunov, tuttavia non ci sono punti asintoticamente stabili:
infatti, se xy fosse un punto asintoticamente stabile e W & un suo intorno
tale che t - x t_>—+>oo xo per ogni z € W, allora essendo H una costante del

1. In un sistema hamiltoniano del tipo { per H € C* (RN x RN, R)

moto, per ogni x € W si avrebbe

H(z)=H(0-z)=H(t-z) — H(xo)

t—+oo
che ¢ assurdo perché H non puo essere costante su W.

2. Se |p'(A)| = |A| per ogni A C U, allora non esistono punti asintoticamente
stabili.

Definizione 9.
Sia xp un punto di equilibrio asintoticamente stabile.

1l bacino di attrazione di z( ¢ 'insieme B(zg) = {J: eU:t-x — xo}
k—-+oo

Proposizione 37.
Sia xg un punto di equilibrio asintoticamente stabile.
Allora il suo bacino di attrazione B(xzq) é aperto.

Dimostrazione.
Se N & un intorno di zo tale che t¢-x . —+> xo per ogni x € N, allora per
— 400

ogni y € N esiste ¢y tale che ¢t-y € N per ogni t > ty, dunque in particolare

t-(to-y) — x;inoltre, per la continuita del flusso, esiste un intorno W di y
t——+oo

talechety -z € N perogniz € W,dunque lim t-z= lim (t—t¢o)- (to-2) = xo
t——+o0 t—+o0

e ciogé z € B(xp); pertanto, per I'arbitrarieta di y, B(zg) & aperto. O

Proposizione 38.
Sia A(z) = {ai; (x)}f\;:l una matrice simmetrica localmente Lipschitz tale che

N
Qi ZO eZaij:O,
j=1

Allora xg = 0 é stabile ma non asintoticamente stabile per il sistema & = A(x)z.
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Dimostrazione.

Se J C R ¢ un intervallo e 7 € C*(J,R) & convessa, mostriamo che Z r(z;) &

i=1N
una funzione di Ljapunov:

In particolare, prendendo 7(s) = s (e dunque V(z) = |z[|?), si ottiene la sta-
bilita dell’origine.
N

Tuttavia, N 2% € una costante del moto, perché
i—

€ Z Q5 ((E) =0
=1 j=1

1 i=1

g N N N N N
23 =3 =3 gl -
i=1 i=1 =
dunque, ponendo u = (

=]~
|
&
2| —
™
g
N————

per ogni u € RY, si ottiene che

pertanto, 0 non puo essere asintoticamente stabile perché per ogni punto zg
con componenti positive si ha V(¢ - zo) > V(2p) = ||zo/|* > 0 e dunque non pud

accadere t - g e 0, perché implicherebbe V (¢ - x¢) e V)=V (0) =0.

O
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Lezione 7 —22/11/2011

Definizione 10.
Siano U C R? un aperto, P,Q € CI(U, R) e sia ¢ il sistema dinamico associato
al problema di Cauchy

250

y\i) =@ rt),y

z(0) ==z (15)
y(0) =y

Una sezione locale (o trasversale) per ¢ ¢ un segmento S contenuto in una
retta L tale che:

1. S non contiene punti di equilibrio.
2. S non e tangente ad alcuna orbita.
3. S ¢ aperto in L.

Osservazione 12.

Se u & un punto regolare per il sistema (15), esistono infinite sezioni locali che lo
contengono, perché se (P(u), Q(u)) # (0,0) allora esistono infinite coppie (a, b)
tali che aP(u) + bQ(u) # 0.

Proposizione 39.
Sia S una sezione locale. Allora:

1. Perogniu € U ety <ty € J(u), Uinsieme {t-u :t; <t <t3} NS ¢ finito.

2. Per ogniu € U linsieme A = {t-u:€ (t~(u),t"(u))} NS & al pit nume-
rabile, e puo essere ordinato per grandezza in modo tale che se A = {ty}ren,
allora (t, tg41) NS =0 per ogni k € N.

3. Tutte le orbite che intersecano S lo fanno sempre nello stesso verso.
Dimostrazione.

1. Se per assurdo esistesse una successione {tx}ren C [t1,t2], allora a meno
. .o tp-u—1*to-u
di estratte ty — tg, e quindity-u — t-u; ma allora ———

k—4o00 k—4o00 tr — to

d
¢ un vettore parallelo a L che tende a %go(to, u), che invece non puo essere
parallelo a S C L per definizione di sezione locale.

2.Ses, N\ t(uety S tt(u),allora AN [sy,t] & finito per il pun-

k— 400 k—+oo
to precedente, e dunque A = U (AN [sg,tg]) € al pitt numerabile ed e

keN
ordinato in maniera crescente.
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3. Se L ={(v,y) € R*:ax + by +c=0}, allora l'insieme dei punti le cui
orbite attraversano ¢ da sinistra a destra si puo scrivere come

ST ={ueS:aP(u)+bQ(u) >0}
mentre l'insieme dei punti le cui orbite vanno da destra a sinistra e
ST ={ueS:aP(u)+bQ(u) <0}

Dunque, ST e S~ sono due aperti disgiunti che ricoprono S, che & connesso,
e dunque uno dei due deve essere vuoto, cioe tutte le orbite vanno nello
stesso verso.

O

Lemma 40 (Mappa di Poincaré).
Sia S una sezione locale e ug = p(to, z0) € S.
Allora esiste un intorno W di zo e 7 € C*(W,R) tale che 7(20) = to e @(7(u),u) € S.

Dimostrazione.
Se S C L={(z,y) € R?: ax + by + ¢ = 0} e p = (p1,¢2), lamappa F(t,u) = api(t,u) + bpa(t, u)
si annulla se e solo se ¢(t, (z,y)) € L; inoltre, F(tg,ug) = 0 perché up € S C L

d
e %F(t, u) = aP(0,u) + bQ(0,u) # 0, e dunque dal teorema della funzione
t=0
implicita segue ’esistenza dell’intorno W di z; e della mappa 7 € Cl(W, R) tale
che F(7(u),u) = 0. O

Definizione 11.
La mappa 7 definita nel lemma 40 & detta mappa di Poincaré.

Osservazione 13.
La mappa di Poincaré 7 gode delle seguenti proprieta:

1. Essendo continua, per ogni € > 0 esiste un intorno W, di zp tale che
[to — 7(u)| < e e ljug — p(7(u),uw)|| <e per ogni u € We.

2. Esiste un intervallo aperto J 3 tg tale che per ognit € J,u € W con p(t,u) € S
si ha t = 7(u).

3. Prendendo zp = ug e tg = 0 si ottiene che 7(u) = 0 per ogni u € SNW.

4. La mappa g(u) = ¢(7(u),u) ¢ continua da W a S e coincide con I'identita
sulWns§s.

Definizione 12.
Sia u € U, t, una successione in J(u) € up = @(tg, u).
u, © monotona lungo y(u) se t; € monotona.

Definizione 13.

Siano S una sezione locale, v,w € S e [v,w] ={tv+ (1 —t)w:t € [0,1]} e vy
una successione in S.

v € monotona lungo S se vy, € [vg_1, Vk+1] per ogni k € N.
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Lemma 41 (Conservazione dell’ordine).
Sia up, = o(tg, u) una successione di punti in y(u) N S.
Allora, uy & monotona lungo v(u) se e solo se lo & lungo S.

Dimostrazione.

E sufficiente mostrare che, presi comunque t; < to < t3ev; = t; - u,sihawvy € [v1,v3];

inoltre, grazie alla seconda affermazione della proposizione 39, si pud sempre
supporre, a meno di suddividere nuovamente la partizione, che t-u ¢ S per

t € (t1,t2) U (t2, t3); chiamando A la regione interna alla curva {t - u;t € (t1,t2)} U [v1, v2)

ottenuta unendo lorbita di y(u) tra ¢; e t2 e il segmento tra vy, supponendo che
~(u) attraversi vy, vo] verso A, si ha t-u € A per t > to, dunque se vs € [v1, va)
lorbita attraversera nuovamente il segmento puntando verso 1’esterno, contra-
dicendo la terza affermazione della proposizione 39,e inoltre v, ¢ [vs, v3] perché
v3 non pud attraversare S fuori da A, e quindi dev’essere vy € [v1, v3]; si ragiona
analogamente se il verso di percorrenza € opposto. O

Lemma 42 (Intersezione).
Sia ug € U e w(up) il suo insieme w-limite.
Allora w(ug) NS é vuoto oppure contiene un solo punto.

Dimostrazione.
Innanzi tutto, sew € S Nw(ug) alloraesistety, — +4ootaleche S >t,-ug —

u;

k——+oo k—+oco

infatti, se sy, — H4ooetaleches;-ug — wu,allora per il lemma della map-
k— 400 k— 400

pa di Poincaré 40 esiste un aperto W > uwe 7 € C* (W, R) tale che o(7(v),v) € W
per ogni v € W, e inoltre, a meno di restringere W, 7 ¢ limitata e dunque

ty = sk + 7(sg - u) kﬁjr)oo 400 e

@t - u) = @(7(sk - uo), Sk - Uo) k_)—]roo o((u),u) =u

es

Supponiamo S Nw(ug) # 0: seu,v € S, esistono sy, ka_+> 400 tali che S > tg
oo
eS D s, -u . — v, ma la successione formata unendo sy e t; ¢ monotona lun-
—+00
go v(u) e percio, per il lemma di conservazione dell’ordine 41, anche lungo S e

dunque ammette limite, cioe u = v. O

Osservazione 14.
Il lemma di intersezione 42 vale anche per a(ug).

Corollario 43.
L’intersezione tra un’orbita chiusa e una sezione locale ¢ vuota oppure contiene
un solo punto

Dimostrazione.
Segue dal lemma 42 e dal fatto che ogni orbita chiusa coincide con il suo w-
limite. U
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Corollario 44.
Detto E linsieme dei punti di equilibrio del sistema (15), le componenti connesse
di w(w)\E e di a(u)\E sono orbite del sistema per ogni u € U.

Dimostrazione.

E sufficiente mostrare il risultato per w(u)\E: presa una sua componente con-
nessa K 3 ug, v(u) C K, e se per assurdo fosse v(u) C K, allora esisterebbe

v € Ixy(u); se v € y(ugp), si pud prendere una sezione locale S contenente v, un
intorno aperto W di v e una mappa di Poincaré 7; essendo v € dxy(ug), allora

0 #£ W N (K\v(ug)) 2 wedunque & ben definito 7(w) - w € S, may(w) Ny(ug) = 0
e quindi 7(w) - w # v, ma 7(w) - w,v € w(u) NS, e questo & assurdo perché con-
traddice il lemma di intersezione 42; se invece v ¢ 7(ug), si ragiona allo stesso
modo prendendo W N (K'\ N~y (up)) invece che W N (K\y(uo)). O

Teorema 45.

Sia u € U e E Uinsieme dei punti di equilibrio del sistema (15).

Allora w(u)\E é unione di al pit numerabili orbite.

Se inoltre ug € w(u)\E e y(ug) non é periodica, w(ug) puod contenere solo punti
di equilibrio.

Dimostrazione.

Per il corollario 44, w(u) & unione di orbite, dunque basta far vedere che que-
ste sono al piti numerabili; preso un punto ux in ogni orbita K, consideria-
mo una sezione locale S che lo attraversa, un aperto Wy 3 ux e una map-
pa di Poincaré 7: Wi — R: dev’essere Wi Nw(u) C K, perché se esistesse
v € Wi Nw(u)\K, allora vy(v) C w(u)\K, dunque preso vs € y(v) NS, si ha
vs # ug e {vs,ur } C w(u) NS, che & assurdo perché contraddice il lemma di in-
tersezione 42; dunque, al variare di K, {Wgx Nw(u)} & una famiglia di aperti di-
sgiunti non vuoti di w(u)\E, che & separabile, e dunque gli insiemi {Wx Nw(u)}
possono essere al pit numerabili, e quindi anche le orbite.

Se poi ug € w(u)\E & tale che vy(up) non & periodica, supponiamo per assurdo
che w(up) C w(u) contenga un punto regolare vy e prendiamo una sezione locale
S contenente vy e un aperto W 3 vg su cui & definita una mappa di Poincaré 7;
si ha 0 # v(up) N S > w, dunque, si ha {w,v9} C S Nw(u) con w # vy, perché
altrimenti y(ug) sarebbe periodica, ma questo & assurdo perché contraddice il
lemma di intersezione 42. O

Osservazione 15.
11l teorema 45 vale anche per I'insieme a(u).

Lezione 8 —29/11/2011

Teorema 46 (Poincaré - Bendixson).

Sia x € U e w(x) Uinsieme w-limite di x rispetto al sistema (15).

Se 0 £ w(x) & compatto e non contiene punti di equilibrio, allora é un’orbita
chiusa.
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Dimostrazione.

Se w(x) non contiene punti di equilibrio, allora per il teorema 45 & unione
numerabile di orbite, ma essendo anche compatto ¢ connesso per il teorema
31, e dunque ¢ formato da una sola orbita, che per compattezza dev’essere
chiusa. O

Osservazione 16.
Il teorema di Poincaré - Bendixson 46 vale anche per gli insiemi «-limite.

Proposizione 47.
Sia u € U tale che esiste ug € w(u) per cui y(ug) € periodica. Allora:

1. w(u) = y(up).
2. Se T ¢ il periodo di~y(u), allora |(T +t)-u—t-ul| — 0.

k— 400

3. Se S ¢ una sezione locale inug ety, — +ooétaleche S>t-u — g,
k—-+o0 k— o0

llora t -ty — T.
aliora k41 k k00

Dimostrazione.

3 Innanzi tutto, come si deduce dalla dimostrazione del lemma di interse-
zione 42, una successione con queste proprieta esiste sempre; fissato ¢ > 0,
prendiamo un intorno W di ug e una mappa di Poincaré 7 : W — R: a me-
no di restringere W, si avra |7(v)| < €; se per assurdo fosse 0 < 11 —t, <T — ¢,
allora a meno di estratte si avrebbe tp,1 — tx kﬁ—loo teo €10, —¢], ma

questo e assurdo perché

= lim tpyq-u= Um (tge1 —tx)  (tg-u) = teo -
up = lUm i1 -u kiTQQ(de k) (te-u) =t - u

e dunque to ¢ (0,7 — €], ma non puo essere neanche t., = 0 perché

tey1 —ti - (t-u) =tgp1-u €S
NI

es

quindi, dalla seconda osservazione sul lemma della mappa di Poincaré,
prendendo ¢ > 0 tale che per [t| < dsihat- (t;-u) =0 < 7(tg,u) =0,
dev’essere tr11 — tr > 0.

Inoltre, poiché (ty +T)-u — T-ug=wug €S, allora (t; +7) - ueW

k——+4o00
per k sufficientemente grande, dunque & ben definito 7((¢x + T') - u); inol-
tre, posta sy :=t, + T +7((ts +T) -u) >t +T —e > tg,sthasy - u=70{t, +T) - ((tx +7T) -u) €S
e dunque sy > tr41, ma allora essendo |7| < € si pud concludere

tpp1 —te <sp—tp=T+7((tx +T) -u) <T+e¢
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1 Per l'invarianza degli insiemi w-limite si ha y(ug) C w(u); inoltre, se C' > 0

etalechetyy1 —ty < C,alloraperognie > 0siha sup ([t (tr-u) -t —wuo| <e
te[0,T+C]
per k > k., dunque per t > ti_ e k > k. tale che ¢, <t < {4 allora

d(t-u,y(uo)) <|[t-u—(t —tr) uoll = (¢ —t&) - (b - u) = (E—tr) -uo] < e
e quindi w(u) C y(up).

2 Prendendo t, k come prima si ha
T +t)-u—t-ul <[(T+8) w—(E—tp)-ull + [t —tr) - u—t-ul| =

= ||(T+t7tk)~(tk~u)f(T+t7tk)~uo||+||(t7tk)~uof(t7tk)~(tk~u0)\| § 2e
perché T+t —t, <T+Cet—t, <C<T+C.
O

Corollario 48.
Se, w(z) e a(x) sono compatti non vuoti e contengono solo punti di equilibrio
isolati, possono essere:

1. Un punto di equilibrio
2. Un’orbita chiusa

3. Unione di punti di equilibrio e di orbite iniettive che tendono asintotica-
mente a punti di equilibrio.

Dimostrazione.

w(x) & compatto e dunque connesso, quindi se contiene solo punti di equilibrio
ne puo contenere uno solo; se contiene un’orbita chiusa allora non contiene altri
punti per la proposizione 47 e, per il teorema di Poincaré-Bendixson, questo
vale anche se w(z) non ha punti di equilibrio; se invece w(z) ha sia punti di
equilibrio che punti regolari ma non orbite chiuse, allora per ogni u € w(x) si
ha v(u) C w(z) € U e dunque w(u) # () e deve contenere un punto di equilibrio
(perché altrimenti per il teorema di Poincaré-Bendixson 46 sarebbe un orbita
chiusa), ma allora per il teorema 45 contiene solo equilibri, e per connessione ¢
uno solo x1, e quindi per il teorema 31 si ha t-u t_>—+>oo x1; analogamente per

a(z). O

Proposizione 49.

Sia K C U un compatto non vuoto, semplicemente connesso e positivamente
invariante.

Allora, K contiene un punto di equilibrio.

Dimostrazione.
Sull’insieme H = {() # B C K compatto, semplicemente connesso e positivamente invariante}
si puo definire la relazione d’ordine By < By <= By C By, e ogni catena { B, }aca
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ha come maggiorante ﬂ B, dunque H ha un elemento massimale B.; per

acA
concludere bastera mostrare che B, contiene un punto di equilibrio.

Se cosl non fosse, per il teorema di Poincaré-Bendixson w(ug) = y(ug) sarebbe
un’orbita chiusa per ogni ug € By, ma allora per ogni v che si trova all’interno
di v(ug) anche y(v) sarebbe all’interno di vy(ug), e dunque racchiuderebbe un
compatto non vuoto semplicemente connesso positivamente invariante B & By,
che e assurdo. O

Teorema 50 (Brouwer).

Sia f:U — R? localmente Lipschitz e K C U compatto non vuoto e convesso
tale che f(OK) C K.

Allora, f ha un punto fisso ug tale che f(ug) = ug

Dimostrazione.

E sufficiente mostrare che K & positivamente invariante per il sistema @ = f (u) — u:

infatti, essendo K un compatto non vuoto semplicemente connesso, dalla pro-

posizione 49 seguira ’esistenza di un punto di equilibrio per il sistema, cioe di

un punto fisso di u; I'invarianza segue dal fatto che, per ogniu € 0K, h < 1, dalla

A +h(f (W =0, K) |
h h—0

convessita si ottiene u + h(f(u) —u) = (1 — h)u + hf(u) € K, dunque
e quindi K e positivamente invariante per il teorema 32. O
Esempio 8 (Equazione di Liénard).
Consideriamo I’equazione differenziale i + f(u)u’ + g(u) = 0 con f,g € C*(R,R)
tali che

f(0)<o

f(=x) = f(x)

zg(x) >0sex#0

g(—z) = —g(x)

F(x):= fomfz%*:)too +oo

38 > 0 tale che F(z) <0se0<z < fe F(z) >0sex>f

e mostriamo che esistono soluzioni periodiche: innanzi tutto, I’equazione equiva-

le al sistema planare { :c : g;(zf)‘(x) ; Porigine e I'unico punto di equilibrio, ed
2 x )
& repulsivo perché prendendo V (z,y) = % + / gsihaV(z,y) = —g(x)F(x) >0
0

intorno a 0; inoltre, le orbite che partono dal semiasse {y > 0} devono interse-
care il grafico di F, perché & >0 e ¢ < 0, dunque se cosl non fosse l'insieme
w-limite sarebbe un’orbita chiusa, che per la proposizione 49 conterrebbe un
equilibrio; una volta attraversato il grafico di F, si ha # < 0, y < 0, e dunque
Porbita interseca anche il semiasse {y < 0}, e analogamente attraversa di nuo-
vo il semiasse {y > 0}; se il punto di arrivo coincide con quello di partenza, la
traiettoria € periodica, altrimenti I’orbita e il segmento tra i due punti racchiu-
dono un compatto non vuoto, dunque per il teorema di Poincaré-Bendixson 46
I’'w-limite, non contenendo equilibri, dev’essere un’orbita periodica.

33



