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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (21 FEBBRAIO 2008)
SPAZI VETTORIALI, SOMME E PRODOTTI DI MATRICI

1. Per la definizione di spazio vettoriale e il caso di K™ si puod consultare
il Sernesi alle pagine 17 e 18 (definizione 1.1 e esempio 1.2.1). Una di-
mostrazione delle proprieta di spazio vettoriale verra anche data, in un
caso piu generale, nell’esercizio seguente.

2. Dimostriamo che l'insieme A rispetta tutte le proprieta degli spazi vetto-
riali.
Proprieta associativa (SV1 secondo la notazione del Sernesi): (f+g)(x)+
h(z) = (f(z) 4+ g(x)) + h(z) = (per la proprieta associativa della somma
nel campo) = f(z) + (g(x) + h(x)) = f(z) + (9 + h)(@).
Esistenza dello zero (SV2): basta prendere la funzione identicamente nulla.
Esistenza dell’opposto (SV3): per ogni f(z) basta considerare — f(x).
Proprieta commutativa (SV4): deriva direttamente dalla commutativita
della somma in un campo.
Proprieta distributiva rispetto alla somma di vettori (SV5): k- ((f +
9)(@) =k (f(z) +9(x)) =k f() +k-g(@) = (k- f)x) + (k- g)(2).
Proprieta distributiva rispetto alla somma di scalari (SV6): deriva diret-
tamente dalla proprieta distributiva nel campo.
SV7: deriva direttamente dall’associativita del prodotto nel campo.
SV8: ovvia.
(si noti che per X = {1,2...n} si ottiene lo spazio vettoriale K™ e per
X = N si ottengono le successioni di elementi di K)

3. Le proprieta SV1, SV2, SV3, SV4 valgono perché H, essendo un campo,
sara necessariamente un gruppo abeliano rispetto all’addizione.
Le proprieta SV5 e SV6 derivano dalla proprieta distributiva rispetto alle
operazioni definite sul campo, la SV7 dall’associativita del prodotto sul
campo e la SV8 dal fatto che I'unita moltiplicativa di K ¢ la stessa di H.

4. Essendo '(A-B) = 'B-*A, ponendo B = ‘A sihache {(A-tA) =1 (*A)-*A =
A-tA.
Inoltre, poiché *(A+ B) = 'A+*B, abbiamo che {(A+'A) =tA+!(*A) =
A+ A= A+"Aecinoltre che '(A —tA) =TA - t(*A) = —(A - "tA).
Notiamo infine che A = 1. (A +'4)+1.(4A—-"'4), con & (A+'4)
1

simmetrica e 5 - (A —A) antisimmetrica.

T 0 3
2 2
5. A2—-I3=1| 0 0 0
3.0 3
3 0 1
(A+I3)(A—2I35)=| 0 0 0
2 0 -3



50 4
(PA2+tA=[ 0 0 0
2 0 3
. . 2427 -1
.A2+ZA+Z]I2=( 1 ! 9 >
0 0
3— =
woaa (00

PALALIA L A= ( 22 )

2i =2
. La matrice A- B € una matrice 4 X 4, e non puo quindi essere moltiplicata
per C, che ¢ 3 x 3; inoltre, la matrice *B & 4 x 3 e quindi non pud essere
moltiplicata per A, che & anch’essa 4 x 3. Cio equivale a dire che la prima e
la quinta operazione tra matrici sono irrealizzabili. Le altre invece danno
i seguenti risultati:

6 3 1
C.BA=|4 5 7
6 3 1

7 2 —1
c+B-A=| 46 7
(114

6 3 6
(A+'B)-C = 113411
2 1 2
51 -2 0
tA+B=|3 3 2 1
13 3 2
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 2 (28 FEBBRAIO 2008)
SISTEMI LINEARI E MATRICI INVERSE

1. (a) 3! soluzione: (-3, 3 T)
(b) 1l sistema ¢ incompatibile

c) Il sistema ¢ incompatibile

)

)

(c)

(d) 3 o0? soluzioni del tipo (u —t+5,t,u — 2t + 6, u)
(e) 3! soluzione: (0,0,0,0)
()

(g) 3 oo soluzioni del tipo (2 — 6t,t,t)

(h) 3! soluzione: (3,1, —1)

(i) 3 co! soluzioni del tipo (¢, £ +2,L — 1,2t +2)
&)

2. Consideriamo la sequenza di n operazioni elementari sulle righe che trasforma
(M|I,) in (I,|N); poiché ad ogni operazione elementare sulle righe cor-
risponde la moltiplicazione a sinistra per una matrice elementare, se Eq, ..., E,
sono le matrici corrispondenti a tali operazioni, abbiamo che E - (M|L,) =
(I,|N),dove E=FE, ----- E;. Ricordandoci che A-(B|C) = (A-B|A-C),
abbiamo che EM =1, e E = N, quindi NM = I, ovvero N = M~
Procedendo con questo metodo possiamo calcolarci I’inversa delle matrici
A, B,CeD,esiha:

Calcoliamo l'inversa di A:
1 2|1 0 Rlil)(o 1|1 —1>R2i>1><0 1
1 110 1 1 110 1 1 0

1 0-1 2
0 1] 1 -1

Callcoliamo I'inversa di B:

f) 3 oo’ soluzioni del tipo (fgt + %7 f%t,t)

3! soluzione: (1,—-1,-2,0)

1 —1>R1,2
—

(% ?1 1 0 Rl,_2<>1)<1 011)R2_<2>><1 0]1 1>R21—1
I 1001 $ 3]0 1 1 1]0 2

1 01 1

0 1]-1 1

Calcoliamo l'inversa di C:

2 0|1 0)\RidH 1 0]3 0\Ram (1 0|3 R.(-1)
(5 10 1)4(—5 alo1) 7 Lo —1fd

1 0l3 0

0 1|35 -1
Calcoliamo 'inversa di D:

1 0 —1|1 0 0 1 0 —-1]1 0 0

0 -1 100 1 0 |RGY o 1 1o 1 0| R

1 1 0100 1 0 1 1|-10 1



4.

O = O O

0

0 1|1 0 0 10 1|1 0 0
Ro(1
0 2 |-1 11 ﬁ) 00 1 %1 % % Ri2(1)
1 1]-10 1 01 1]|-10 1
oo & L 1 1 0 0]t 1 1
2 R 2 2
013 | % o olg %
—1 —1 1
1L 05 5 3 00 1] I 1

N[
[N NI NI

Se A & una matrice invertibile si ha I,, = 'T,, = (4. A~1) =t(A~1) . tA.
I .

Quindi, (*A)~! = *(A~1). Inoltre, poiché A- A=t =1, =*A
A="Aallora A~ =

=

~+
—
0
=
~—
n
@

t(Afl).

Basta, effettuare il prodotto di AA~! per constatare che la matrice A
¢ invertibile.

Per ipotesi so che 3B € M, (K) t.c BA =1, con B nella forma B =
bll e bln

: . : ma allora esplicitando il prodotto AB ottengo
bn1 oo bun

biiair + ...+ binani, yb11a1n + oo+ b1nGan
che: BA = : :
bnlall +...+ bnnanl bnlaln + ...+ bnnann
b11a11 e N blnann
borarr  bapazs ... banann . R
BA = . ) . = I, proprio per come &
bnlan e e bnnann

definita A. Ma allora ¢ facile vedere che b;ja;; = d;; cond,j =1...n,
dove d;; € il simbolo di Kronecker (vale 1 se ¢ = j, vale 0 se i # j).
Da cio si deduce che se esistesse almeno un a;; = 0 la matrice A non
sarebbe invertibile.

In conclusione ho che b;;a;; = 1,Vj = 1...n mentre il resto dei co-
efficienti della matrice BA & uguale a 0, ma allora b;; = (a;;)"" e
b;; = 0 (se i # j) che & proprio cio che si voleva dimostrare.

OO =

_ o O

=)

| l\)“l\)\»—l
—_ =

O NI

[l e

R3,2
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 3 (6 MARzO 2008)
SOTTOSPAZI VETTORIALI, GENERATORI, DIPENDENZA LINEARE, BASI
a) 3! soluzione: (%,1,32)

3 00? soluzioni del tipo (u — 4t + 2,2u + 3, u,t)
7 _5 3

1. (a)
(b)

(c) 3! soluzione: (7,3, 35)

(d) 3! soluzione: (07é7%)

2. Mostriamo innanzi tutto che K[X] & uno spazio vettoriale su K: & un
sottoinsieme di A := {f : K — K} che, come abbiamo visto nel primo
tutorato, € uno spazio vettoriale; inoltre, moltiplicando un polinomio per
uno scalare o sommando due polinomi si ottiene sempre un polinomio,
quindi K[X] & un sottospazio di A, ciog & a sua volta uno spazio vettori-
ale.

Per mostrare che K[X] non ha dimensione finita, notiamo innanzitutto
che se una esistesse una base finita di dimensione n, qualsiasi insieme di n
vettori indipendenti genererebbe lo spazio. Consideriamo quindi I’insieme
{1,X,X2,...,X"} € K[X]; si tratta di vettori linearmente indipendenti:
infatti, per il principio di identitd dei polinomi, ag + a1 X + as X2 +--- +
anX™ =0 & a; = 0,Vi e quindi, se K[X] avesse una base finita, es-
isterebbe un n tale che quell’insieme & una base. Tuttavia, per ogni n si
ha che X™*! non & combinazione lineare di quei vettori; infatti, se cosi non
fosse, per opportuni a; si avrebbe che X"*! = a4, X" +---4+a1 X +ag = 0,
che contraddice il suddetto principio d’identita dei polinomi. Quindi K[X]
non ha dimensione finita.

Mostriamo che II,, ¢ chiuso rispetto alle operazioni di somma e prodotto
per uno scalare: (ag +a1X +...a, X") + (bo + 011 X +...5,X") = (ao +
bo) + (a1 +01)X +...(an + b)) X", k- (a0 + a1 X +...a, X™) = (k-ao) +
(k-a))X +...(k-a,)X™

Si ha poi che I'insieme {1, X, X2 ... X"} & una base di II,,: infatti, ogni
polinomio del tipo ag+a1; X +. . . a, X™ ha coordinate (ag, a1, . . . a,) rispetto
a questi vettori (la loro indipendenza ¢ stata vista in precedenza). Poiché
questa base ha n + 1 elementi, dimII,, =n + 1.

3. Innanzi tutto, notiamo che Q(%) e R sono due campi contenenti Q e quindi,
per quanto visto al primo tutorato, sono entrambi dei Q-spazi vettoriali.
Cerchiamo ora la loro dimensione:

(a) L’insieme {1,i} ¢ una base di Q(7) (si verifica immediatamente sia
che generano lo spazio sia che sono indipendenti). Quindi, Q(¢) ha
dimensione 2.

(b) Consideriamo I'insieme {1,7,72,...,7"}: si tratta di vettori linear-
mente indipendenti, in quanto ag + a1m + asm? + - + a, " =0 &
a; = 0,Vi, in quanto 7 & trascendente; quindi, per quanto osser-
vato nel primo esercizio, se R avesse dimensione finita, esisterebbe



un n per cui quell’insieme ¢ un sistema di generatori. Tuttavia,
notiamo che 7™*! non appartiene al sottospazio generato da quei
vettori: infatti, se vi appartenesse, per opportuni a; si avrebbe che
7"t = q, "+ - +a;m+ag <, che contraddice la suddetta trascen-
denza di 7. Quindi R non ha dimensione finita su Q.

E un sottospazio vettoriale di R3 perché ¢ I'insieme delle soluzioni di
un sistema lineare omogeneo.

NON ¢ un sottospazio vettoriale di R3 perché, ad esempio, contiene
(1,0,0) ma non (2,0,0).

Notiamo che se a,b € R si ha che a®? +b*> =0 < a = 0 = b, quindi il
sottoinsieme si puo riscrivere come {(z,y,2) : ¢ = 0,y = 0} e quindi,
essendo 'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo, ¢ un
sottospazio vettoriale.

NON @& un sottospazio di R? perché, ad esempio, contiene (1,0, 0) ma
non (2,0,0).

E un sottospazio di R? perché & I'insieme delle soluzioni di un sistema
lineare omogeneo.

NON ¢ un sottospazio di R? perché, ad esempio, contiene (1,0,0),
(0,0,1) ma non (1,0,1).

Verifichiamo l'indipendenza lineare dei vettori: cerchiamo una com-
binazione lineare del tipo a(1,—1,2) + b(1,-2,1) + ¢(0,1,0) = 0,

a+b=0
ovvero —a —2b+ c =10 ; poiché I'unica soluzione di questo sis-
2a+b=0

tema ¢ (0,0,0), si ha che I'unica combinazione lineare di v1, v2 e v3
che da il vettore nullo ha tutti i coefficienti nulli, quindi i vettori sono
linearmente indipendenti. Essendo 3 vettori indipendenti, costituis-
cono una base di R3. Per trovare una combinazione lineare che che dia
come risultato a(1,—1,2) +b(1,—-2,1) 4+ ¢(0,1,0) = (1,1, 1), consid-

a+b=1
eriamo il sistema { —a —2b+c¢=1 . L’unica soluzione & (0,1, 3),
2a+b=1

quindi (1,1,1) = vy + 3vs.

Sono linearmente dipendenti e quindi, essendo 3, non generano R3.
Si ha v = %vl + %’02, ma (1,1,1) ¢ (v1,v2,v3).

Sono piu di 3 vettori, quindi sono linearmente dipendenti; per verifi-

care se generano R?, proviamo a scrivere un generico vettore (,y, z) €

R?3 come combinazione lineare dei vettori (z,y, z) = a(1,0,1)+b(—1, —
a—b+c==x

c(1,2,1) + d(0,2,2), ovvero ¢ —2b+2c+2d=y ; poiché questo
a—2b+c+2d=z2

sistema ha soluzioni per qualsiasi valore di (x,y,z) (che consider-

eremo parametri nella risoluzione del sistema), abbiamo che ogni vet-

tore puo essere scritto come combinazione lineare dei nostri 4 vettori

di partenza, che quindi sono un sistema generatori. Si ha inoltre che

Vg = f%vl - %’03 - %1)4, inoltre (1,1,1) = %vl + %1)3.



(d) Sono meno di 3 vettori, quindi non possono generare R3, ma sono
linearmente indipendenti. Inoltre, si ha (1,1,1) = %vl + ivg
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 4 (13 MARZO 2008)
RANGO, DIMENSIONE, BASI, FORMULA DI GRASSMANN

Generano R?
Non generano R?
Non generano R3

Generano R?

dim(U) = 2 perché (1,1,0) = (1 0,1) — (1,-1,2) e dim(W) =
2 perché (1,2,0) = (1, 71) (0,—1,1); le rispettive basi saranno
dunque {(1,0,1),(1,-1,2)} e {(1,1, 1) (0,—1,1)}. Noto inoltre che
I'insieme dei generatori di U e di W ha rango 3, quindi dim(U +
W) = 3, ovvero U + W=R3. Per la formula di Grassmann ho che
dim(U N W) = 1, e per trovarmi una base cerco i valori a, b, ¢, d
per cui si ha a-(1,0,1)+b-(1,-1,2) = ¢-(1,1,1) +d - (0,-1,1),
cio¢ a-(1,0,1)+b-(1,-1,2) —¢-(1,1,1) —d - (0,—1,1) = 0, ovvero

a+b—c=0

—b—c+d=0 . Le soluzioni di questo sistema sono {a =

a+2b+c—d=0
k,b=—k,c=0,d = —k}, quindi i vettori di (U N W) sono del tipo
k-(1,0,1) — k- (1,-1,2) = —k - (0,—1,1), e per trovare una base
bastera fissare un valore di k diverso da 0, per esempio 1, quindi

(Unw)=(0,1,-1)).

U=R3 W =(1,-1,1),(0,3,0)), perché (3,0,3) = 3-(1,—-1,1) +
(0,3,0), quindisiaviA U+ W =U =R3 e UNW =W.

U =((1,1,0,1),(1,0,1,1)), perché (0,1, —1,0) = (1,1,0,1)—(1,0,1,1),
dim(W) =3, U+ W =RY, UNW = ((7,4,3,7)).

U = ((1,1,0,0),(0,0,1,1)), perché (3,3, —2,~2) = 3-(1,1,0,0) — 2 -
(0,0,1,1), W = ((1,2,1,2) (1,2,1,1)), perché (2,4,2,3) = (1,2,1,2)+
(1,2,1,1), U W = R%.

Una base per il sottospazio ¢ {(1,2,3),(0,—1,—1)}. Per poter com-

pletare questo insieme ad una base di R3, basta trovare un vettore
linearmente indipendente con quei due (ne basta uno solo perché
dimR3 — dimV = 1). Per semplificarci i calcoli, possiamo sceglierlo
tra quelli della base canonica. (Siamo sicuri che almeno un vettore
della base canonica non stia in V', perché se cosi non fosse avremmo
che V contiene la base canonica e quindi anche tutto R?). Troviamo
che e; = (1,0,0) va bene, quindi la base di V puo essere comple-
tata con (1,0,0). (Si noti che questo non & 'unico completamento
possibile: andavano bene, ad esempio, anche ey oppure e3)

Una base del sottospazio ¢ {(1,1,—2),(1,—1,2)}, e si pud completare
con (0,1,0).



(c

)
(d)

4. r(A)=3

r(A-B) =

Base: {(—1,0,

r(B)=2 r(C)=2 r(D) =2
—2 9 0
2 r(B-C)=r| -2 2 | =1 r(C-D)=r
-3 0
0 O 11

2 r(D-A)=2

Si noti che, per calcolare r(A- B) e r(D - A) non ¢ stato necessario esplic-
itare il prodotto: & sufficiente sapere che se A € GL,,,(K), B € M,, ,,(K)
e C e GL,(K),allorar(A-B)=r(B)=r(B-C).

a1

5. Chiamiamo A il vettore colonna e B il vettore riga (b1, ...,by)

an

< A e B hanno rispettivamente una sola colonna e una sola riga, quindi

hanno entrambi rango 1. Di conseguenza, essendo r(A-B) < min(r(A),r(B)),

siavrar(A-B) <1

= Se r(M) = 0, M & la matrice nulla quindi bastera prendere come
A il vettore nullo e come B un vettore qualsiasi (o viceversa). Se
r(M) = 1, tutte le colonne di M sono multipli di una sola colonna

non
per

nulla, diciamo la k-esima. Avremo quindi che M) = ¢; - My,
ogni ¢ = 1,...,k— 1,k +1,...,m e per opportuni scalari c;.

Scegliendo quindi A = My e B = (c1..._1 ...cp) si ha lasserto.

k

6. Dando per buono il suggerimento, rimane quindi da dimostrare che la

somma ¢

diretta < v1,vs ... v, sono linearmente indipendenti. Dimostri-

amolo per induzione.

n=2 =

Suppongo (v1) @ (ve), allora (vi) N (ve) = {0}, quindi a-v; =
b-vo =>=a=0=bmaalloraa-vy —b-va =0=a=0= -b,
cioe v1 e vg sono linearmente indipendenti
Suppongo v; e vy linearmente indipendenti. Allora a-vi+b-vy =
0=a=0=0,quindia-vy = —b-vy = a =0 = —b, quindi
v=a-v;+b-vy=v=0,cioe (v1) ® (va).

Suppongo ((v1) &+ ® (vp—1)) @ (v, ) e mostro che vy ... v,_1, Uy
sono indipendenti. Considero la combinazione lineare a - v1 +
e Op_1 Up_1+ap v, =0. Se a, #0, si avrebbe v, = —i(al .
v1+...ap-1 Up_1), che contraddice 'ipotesi. Dev’essere quindi
an = 0, e si ha quindi a1 - v1 +...anp_1 - v,_1 = 0, ma poiché
V1 ...U,—1 sono linearmente indipendenti per ipotesi induttiva,
tutti gli a1 - an—1 sono nulli e quindi v; ...v, sono linearmente
indipendenti.

Suppongo v; ...v,_1, v, linearmente indipendenti e mostro che
la somma ¢ diretta. Per ipotesi induttiva si ha (v1)®---® (v,—_1),
resta quindi da mostrare che (v,) N ((v1) B -+ & (vp—1)) = {0}.
Sia v € ((vp) N (V1) B+ D (vy_1)), allora v = a,, - v, = ay - v1 +

-1,-2),(1,1,1,2)}, si pud completare con {(1,0,0,0), (0,0,1,0)}.

I vettori generano l'intero spazio R*.



e lOp_1 *VUp—1 = Q1 V1 + ...Qu_1 - Up_1 — Gp - Uy = 0, € per
I'indipendenza lineare a1 = --- = a1 = 0 = —a,, quindi v =0,
cioe (1) @ -+ B (V1) ® (vp).
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 5 (27 MARZO 2008)
RANGO, DETERMINANTE, MATRICI INVERSE, DISCUSSIONE DI SISTEMI

1. Denotiamo con A la matrice dei coeflicienti del sistema, con ¢ la colonna
dei coefficienti e con (A|c) la matrice orlata

(a) Troviamo che det (A) = a® — 2a, quindi se a ¢ {0,2} il sistema
: : 3_2a%2-2 — 1 :
ha un’unica soluzione, ovvero (£ .a‘§72aa+3, agﬁga, a272a)'. fTujctawa,
r(A|c) = 3 anche se a € {0,2}, quindi per questi due valori il sistema
non ha soluzioni

(b) det (A) = 1—a?, quindi se a # 1 il sistema ha un’unica soluzione che
¢ (1,—a,0); se invece a = %1, si ha che r(A4) = 2 = r(A|c), quindi il
sistema ha ool soluzioni: se a = 1 le soluzioni sono (—t—1,—1,t),t €
R, se a = —1sono (t —1,1,¢).

(c) det (A) =2a—5, quindi se a = 2, il sistema ha oo’ soluzioni del tipo
(t,2 — Zt, 2t — 3). Altrimenti, I'unica soluzione & (0,2, 3).
(d) det (A) = a® — 3a + 2, quindi se 1 # a # —2 il sistema ha un’unica

soluzione, ovvero (22t3 atl 1 ). se invece a = 1, il sistema &

a+2 7 a+2? a+2
costituito da tre equazioni identiche e quindi ci sono co? soluzioni del
tipo (2 — s —t,s,t), con s e t parametri reali; infine, se a = —2 il

sistema e incompatibile.

(e) det (A) = 2a — 2, quindi se a # 1 il sistema ha un’unica soluzione,

cioe (5a__31“, ﬁ, Z:? ); altrimenti ¢ incompatibile.

(f) det (A) = a* — 4, quindi se a # %2 il sistema ha un’unica soluzione,
cioe (Z—_T_Q, a%, %), se a = 2, le soluzioni sono oco! del tipo (—t,t +
1,t), se a = —2 il sistema non ha soluzioni.

2. Si trova che det (A) = 0,Vb € R, quindi A non ¢ mai invertibile. Per

trovare una matrice M tale che A - M = 0, utilizziamo l'identita A -
tcof(A) = det(A)-I,,: se Anon & invertibile, il membro a destra dell’'uguale
0 O 0
¢ la matrice nulla, quindi basta prendere M = fcof(A) = [ b —1 1—52
b 1 -1
det (B) = —b?—b, quindi A & invertibile < b ¢ {—1,0}. In questo caso ab-
1-b 1 _1 00 0
b i b
biamo B~! = oy o 0 , altrimenti M_, = 1 1 0
-t 1 _1 1 1 0
V246 246 b
-1 -1 1
e My = 0o 0 0
1 1 -1
0 1
det (C) = 1,Vb € R, quindi C' & sempre invertibile con C~! = 0 1

-1 b+1

0
-1
b



4.

det (D) = —6b — 1, quindi D ¢ invertibile < b # —% e si ha D! =

2b —2  2b41 1 9 2
6041 6b+1 6b+1 3 -3
b L 2 oppure M= | -1 -1 1
60+1 6b+1 6bf1 PP = 6 3

L6 = -1 -6 2

6b+1 6b+1 6b+1

Notiamo che la prima e la terza riga di A sono uguali, quindi r(A) < 2Vc €
R. Inoltre, a11 # 0, quindi r(A) > 1Vc € R. Per stabilire quando il rango
di A &1 e quando e 2, calcoliamo i minori orlati a partire da a11: abbiamo
che det (A(12]|12)) = c¢—c? mentre gli altri minori sono sempre nulli, quindi
il rango di A & massimo < det (A(12]12)) # 0 < ¢ € R\{0,1}.

r(B) = 3 & ¢ € R\{0}. Infatti, se ¢ = 0 l'ultima riga & nulla quindi il
rango non puo essere massimo. Inoltre, det (B(123]123)) = —2¢, quindi se
¢ # 0 abbiamo un minore non nullo di ordine 3.

det (C) = ¢®+3c+4, che & un polinomio irriducibile su R, quindi det (C') #
0Vc € R cioe C ha sempre rango 4.

Notiamo che D & ottenuta da !B scambiando le righe, quindi r(D) =
r(*B) = r(B), cioé rango massimo < ¢ # 0.

(a) Falsa. Controesempio: A = ( (1) 8 >, B= < 8 (1) > A+ B =1,

r(A)=1=r(B) mar(A+ B) =2.

(b) Falsa. Controesempio: A e B come sopra, A- B = ( 8 8 >, r(A-
B)=0

(c¢) Vera. Dimostrazione: Se r(4) = n = r(B), A e B sono invertibili

e quindi abbiamo (A - B) < r(A) (vero sempre), e inoltre r(A4) =
r(A-B-B7 1) <r(A-B), quindi r(A- B) =r(A) = n.

(d) Vera. Dimostrazione: Se r(A) < n e r(B) < n, ovviamente si avra
min(r(A),r(B)) < n, ma essendo r(A-B) < min(r(A),r(B)) avremo
che r(A - B) < min(r(A),r(B)) < n, ovvero r(A- B) < n.

(e) Falsa. Controesempio: A e B come nei primi due controesempi, si
ha det (A) = 0 = det (B) ma det (A + B) = 1.

(f) Falsa. Controesempio: A =1y, k =2, k- A = ( (2) (2) ); si ha
det (A) =1 ma det (k- A) =4 # 2-det (A).
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 6 (3 APRILE 2008)
ESERCIZI DI PREPARAZIONE AL PRIMO ESONERO

Se k = 0, abbiamo che dimU = 1 = dim W, altrimenti dimU = 2 =
dim W. Nel primo caso, poiché dimU + dimW < 3, U + W # R3,
mentre nel secondo caso il rango dei generatori e 3, quindi U + W =
R3. Questa somma non pud essere diretta, perché per la formula di
Grassmann abbiamo dimU NW =dimU+dim W —dimU + W = 1.

dim(U) = 2,Vk € R, mentre W ha dimensione 2 < k # 3, altrimenti
1. I generatori dei due spazi hanno rango 3 < k # 3, quindi in questo
caso U + W = R3, ma la somma non ¢ diretta (per Grassmann).
dimU =3 & k ¢ {0,1}, altrimenti dim U = 2, mentre W ha sempre
dimensione 2. U + W = R* Vk € R, e la somma ¢ diretta < k €
{0,1}.

dim(U) =2 & k # £1, altrimenti dimU = 1, mentre W ha sempre
dimensione 2. U +W =R* & k # +1, e la somma ¢ sempre diretta.

Joo! soluzioni: (6 —t,t,1),t € R.

3! soluzione: (—3,—3%,—3).

Joo! soluzioni: (1 —t,0,1—t,1),t € R.

Il sistema e incompatibile

3. Come nel precedente tutorato, chiameremo A la matrice dei coefficienti
del sistema, con ¢ la colonna dei coefficienti e (A|c) la matrice orlata

(a)

det (A) = m? — m, quindi se 0 # m # 1 la soluzione & unica, ed &
(2, —i, —%); se m = 0, (A4|¢) ha rango massimo quindi non ci sono
soluzioni e se invece m = 1, 7(A|c) = 2 e quindi ci sono co! soluzioni
del tipo (t,1 —t,—1) con t parametro reale.

det (A) = m3 — m, quindi se 0 # m # +1 si ha I'unica soluzione
(=, m:;g’ffl, lffjbg), se m = 0 ci sono le oo’
(1,1,t) e se m = £1 non ci sono soluzioni.

det (A) = 2m? — 16m + 18 = 2(m — 3)2, quindi se m # 3 si ha 1'unica
soluzione (3,0, —1); se invece m = 3 si ha r(A) = r(A|c) = 1, quindi
le soluzioni sono oo?, del tipo (—2t — 3s,t, s).

det (A) = 0 e r(A) = 2 perché det (A(12]12)) = —3; questo & valido
ovviamente per qualsiasi valore di m, perché il parametro compare
solo nella colonna c. Inoltre, si ha che det (A|c(123]124)) = —3m — 3,
quindi per il principio dei minori orlati r(A) = r(4|c) & m # —1,
quindi il sistema & compatibile solo se m = —1 e ha le co! soluzioni
(Bt- 150+ L0

soluzioni del tipo



4. La matrice A & invertibile <& h # +1, e in questo caso si ha A™! =
1 h 1

Afl RP—1 2—2h?

0 2}%2 .Seh=1,r(A)=1,s¢e h=—1,r(4) =2.

1 1
h+1 1-hZ 2-2h2
La matrice B non ¢ invertibile per alcun valore di h. Se b = —1, r(B) =1,

altrimenti r(B) = 2.

—h  h?_3h
La matrice C & invertibile & 0 # h # 3, coninversa C~' = | 4=t 2. 2

negli altri casi ha rango 2.

0 —5+ 0

La matrice D & invertibile < h # 0, coninversa D~! = | + —% —12% :
o 4 L
T

se h =0, D & la matrice nulla quindi ha rango 0.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 7 (17 APRILE 2008)
SPAZI AFFINI, PUNTI E RETTE NEL PIANO AFFINE

@)_07

1. (a) Affinché A, B e C siano allineati, deve essere det
BC

quindi abbiamo che 0 = ‘ _11 :1 ‘ = —2 # 0, quindi i punti non
sono allineati.
AB o -
(b) det B—(} = 0, quindi i punti sono allineati. Per trovare la retta

che li contiene, notiamo innanzi tutto che se tre punti sono allineati &
sufficiente considerare la retta che ne contiene due qualunque distinti;
chiamati questi punti Py(x1,y1) e Pa(22,y2), basta imporre che per
qualsiasi punto (z, y) sulla retta i vettori (x—x1,y—y1) e (xa—x1, yo—
rT—T1 Y—U
T2 —T1 Y2 —UY1
prendendo P; = A e P, = B troviamo che per la retta ¢ 2y —3z+2 =

1) siano allineati, ovvero: = 0; in questo caso
b b b

0.
(c) Allineati per k = +1, per k =1 larettae z —y =0, per k = —1 ¢
z+y=0.
, . . N . . T=xp + Tyt
2. (a) Per trovare ’equazione parametrica, ¢ sufficiente scrivere
y=1yp + mvt
dove (xp,yp) sono le coordinate del punto P e (z,,x,) quelle di v,
R r=2+t , . . .
quindi in questo caso y——t Per I'equazione cartesiana in-

rT—xp Y—Yp

vece bisogna imporre il determinante =0, e in

Ty Ty
questo caso xIQ —yl ‘ =—x—y+2=0,cicézx+y—2=0.
. . =142t . .
(b) Equazione parametrica: { Z: 7? , equazione cartesiana: y +
1=0.
. . =1+4 .
(¢) P = (1,0), equazione parametrica: ch_ 3t+ t , equazione carte-

siana: 3x — 4y — 3 = 0. (Si noti che un vettore parallelo a (400, 300)
¢ parallelo anche a (4, 3))

3. (a) Per verificare la reciproca posizione tra le due rette nel piano affine,
calcoliamo il determinante della matrice dei coefficienti. Siha ’ ; _12 ‘
—4 # 0, quindi le rette sono incidenti, e risolvendo il sistema si trova

che il loro punto comune & P(—3,—1).



(b)
()

Passando all’equazione cartesiana di s, notiamo che questa coincide
con quella di 7, quindi le due rette sono parallele e coincidenti.

Notiamo che le due rette hanno gli stessi coefficienti direttori, quindi
sono parallele; tuttavia, 'origine degli assi O = (0,0) appartiene a r
ma non ad s (si verifica immediatamente), quindi le due rette sono
distinte.

4. Notiamo innanzi tutto che ® : Ax 4+ py = 0, con A e y parametri omogenei

(a)

(b)

Per trovare P cerchiamo la soluzione del sistema z+y—2=0
2c —y+3=0
e troviamo P = (-3, %).

Considerando l'equazione di ® e imponendo il passaggio per P si
trova A =7, u =1 (si noti che andava bene anche una qualsiasi altra
coppia proporzionale a (7,1)) e quindi ’equazione cartesiana di ¢ &
rT=1

y=-—Tt"

L’equazione del fascio ¥ & 7x + y + ¢ = 0 con ¢ parametro reale.
Imponendo il passaggio per Q(1,1) troviamo che 8 + ¢ = 0 quindi

7xr + y = 0. L’equazione parametrica invece e {

¢ = —8 e quindi I'equazione cercata ¢ 7z +y — 8 = 0.
Mettendo a sistema le equazioni cartesiane delle due rette si trova
R=(3,%)

909

La retta contenente P e ) avra come giacitura il sottospazio generato

dal vettore ]@ = (1, —%), quindi conoscendo le coordinate di un
suo punto (ad esempio P) possiamo scrivere ’equazione parametrica

r=t . . . .
{ 1 ; da questa possiamo ricavare ’equazione cartesiana

N[

procedendo come nell’esercizio 2: 0 = 31; y= =—Z_ 94 % o

=
l8

T2y —1=0
L’equazione del fascio ¥ & A(z — 3) + u(y — 3) = 0; imponendo il
passaggio per il punto (1, %) otteniamo %—i—% = (; possiamo prendere
A =1ep=—2eotteniamo la retta z —2y = 0. (alternativamente, si
poteva cercare la retta passante per i punti (1, 1) e (1, 1) e procedere
come nell’esercizio precedente)

SernNs = (%, %), allora ovviamente il punto (%, %) apparterrd ar’ e a

s’, quindi r’ sara la retta di ®, passante per (%, %) e s’ la retta di @,
passante per (%, %1) L’equazione di ®,. ¢ x + 2y 4+ ¢ = 0: imponendo
il passaggio per (3, %) si trova = + 2y — 2 = 0; l’equazione della retta
s’ si trovera allo stesso modo: 'equazione di &, ¢ x —2y+c=0¢e
imponendo il passaggio per il punto si trova x — 2y — 1 =10

6. Per mostrare che A ¢ uno spazio affine su R ¢ sufficiente trovare una
funzione f : A x A — R che rispetti le proprieta SA1 e SA2. Una possibile
funzione ¢ la seguente: f((z,2?), (y,y?)) — y— . Mostriamo che valgono
le due proprieta:



SA1 Verifichiamo che, fissato il primo punto X = (z,22) e il vettore v € R,
il punto Y = (y, »?) & univocamente determinato: XY =v = y—x =
v =y =z + v, quindi y & unico.

SA2 Consideriamo X = (z,2%), Y = (y,y?) e Z = (2,2%): si ha che
)ﬁ—&-Y =y—-az)+z—y=z—-2)=X

La dimostrazione che B ¢ uno spazio affine ¢ identica a questa.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 8 (24 APRILE 2008)
SPAZI AFFINI DI DIMENSIONE 3 E APPLICAZIONI LINEARI

1. In generale si ha che tre punti A, B,C € A3(R) sono allineati <

(a) In questo caso abbiamo che AB = (-5,-2,1)e BC = (—5,-4,1),
ossia i vettori sono dipendenti. Possiamo quindi concludere che i

punti sono allineati.

(b) B = (-1,0,1) e B? = (2,0,3), quindi i punti non sono allineati.
Per scrivere I’equazione parametrica del piano che contiene i tre punti
basta imporre che

T=x0+t+1s
y =1y +mt+m's
z=2zy+nt+n's

dove (o, Yo, 20) € un punto del piano e (I, m,n) e (I',m’,n") sono una
giacitura del piano. Quindi, in questo caso otteniamo

r=1—t+2s
y=1
z=14+t+3s

Per ricavare I’equazione cartesiana del piano basta imporre che

T—%o Y—Y 22— =20
det | m n =0

U m’ n'

In questo caso ricaviamo quindi
r—1 y—1 z—-1

det | —1 0 1 =2(y—1)+3@y—-1)=5y—-5=0
2 0 3

(¢) AB = (1,-1,-1)e BC = (m,m+ 2, m + 2), allora

AB 1 -1 1 -1
r9<ﬁ>l<ﬁ>det(m m—I—Z)O e det<m+2 mto

ossia se e soltanto se tutti i minori di ordine due sono uguali a
zero. Dal sistema precedente otteniamo che i punti sono allineati



< m = —1. Per scrivere le equazioni del piano che contiene i tre
punti imponiamo per comodita m = 0 e otteniamo che le equazioni
parametriche sono

r=t
y=1—-1t+4+2s
z=1—1t+2s

e quelle cartesiane

r y—1 z—-1
det| 1 -1 -1 =2z—2y=0
0 2 2

E:(_m+271a1)GB?Z(m—Q,m—l—l,l),allora
1@ ~ e det -m+2 1 —0 det —m + 2
Y\ B )~ “Nm=—2 m+1 )77 ¢ Clm-2

1 1
det(m+1 1)_0

Dal sistema precedente si vede che non esistono valori di m tali che
i tre punti siano allineati. Fissiamo nuovamente m=0 e otteniamo

r=142t—2s
y=—-1+t+s
z=—14+t+s

e quelle cartesiane
z—1 y+1 z+1
det | 2 1 1 =4z—-4y =0
-2 1 1

Per trovare un vettore di direzione della retta r basta imporre w =
(I,m,n) dove

0 1 1 1 1 0
l—det(1 1) m——det(1 1) n—det(1 1)

Prendendo il punto (—1,2, —1) (andava bene un qualsiasi punto della
retta) possiamo scrivere

r=-1-1
y=2
z=—-1+4+1

Sia A la matrice le cui righe sono determinate dai coefficienti dei piani
che individuano le due rette r ed s, allora abbiamo che le due rette
sono complanari (incidenti o parallele) se e soltanto se det (A) = 0.
In questo caso si vede che

det

— O
O = = O
OO ==
—=w o

Possiamo quindi concludere che le rette r ed s sono sghembe.



(c)

Innanzitutto notiamo che esiste un unico piano p’ tale che p’ contiene
sia la retta r che il punto P (equivalentemente che esiste un unico
piano p” tale che p” contiene sia la retta s che il punto P), inoltre i
piani p’ e p” sono distinti (altrimenti r ed s sarebbero complanari)
ed hanno un punto in comune, quindi p’ N p” = ¢ come richiesto.
Quindi utilizzando il fascio proprio di piani di asse 7, A(z + z + 2) +
w(x +y + z) = 0, imponendo il passaggio per il punto P otteniamo
3X + 2u = 0, scegliendo ad esempio A = —2 e p = 3 (andavano
bene due qualsiasi valori di A e di p che risolvevano ’equazione)
troviamo il piano p’ : x4+ 3y + 2z —4 = 0; utilizzando un procedimento
analogo con il fascio di piani di asse s, A(y +3) + u(z +1) =0
imponiamo il passaggio per il punto P e otteniamo 4A+3u = 0 allora
p"” 4z — 3y — 5 = 0. Allora le equazioni cartesiane di t = p’ N p”

r+3y+2—4=0
dr—3y—5=0

Le equazioni parametriche di ¢ sono
r=2-—t
y=-—1
z=—-1+45t

Scrivendo la matrice

r—2 y+1 z+1
-1 0 5

e annullando due dei suoi minori otteniamo le equazioni

5r+2—9=0
y+1=0

Per vedere se le rette t e g sono parallele, incidenti o sghembe comincio
con vedere il rango della matrice

5 0 1 -9

0 1 0 1
B= 1 3 1 -4

4 -3 0 -5

Si nota subito che det (B) = 0, Inoltre si puo vedere che la sot-
tomatrice B(234]123) ¢ invertibile. Quindi per il teorema di Rouche-
Capelli il sistema ha un’unica soluzione (in altre parole le rette sono
incidenti) e il punto di intersezione & il punto (3, —1,%2).

Utilizzando le stesse argomentazioni date in precedenza per scrivere
le equazioni parametriche e cartesiane delle rette nello spazio affine
3-dimensionale reale abbiamo che le equazioni parametriche di r sono

r=2-—1
y=1—1t
z=3+1t



e che annullando due minori della matrice

xr—2 y—1 2-3
-1 -1 1

otteniamo le equazioni

Visto che
1 -1 0 -1
1 0 1 -5
dtl 10 o0 -1 |72
0 0 1 -2

abbiamo che le rette r ed s sono sghembe.

Per scrivere ’equazione del piano richiesto basta osservare che, presi
i vettori di giacitura della retta r (che & proprio v dato nel punto
(a) dell’esercizio) e della retta s (che denotiamo con w), il piano p’
avra come giacitura proprio i vettori v e w = (0, —1,0), imponendo
il passaggio per il punto ) otteniamo ’equazione parametrica

r=1-t
y=—-1—-t—s
z=—-2+t

Per scrivere ’equazione cartesiana del piano imponiamo che

r—1 y+1 z2+2
det -1 -1 1 =0=z+4+2+1
0 -1 0

Utilizzando 1’equazione del fascio proprio di piani di asse r abbiamo
che A(z —y — 1) + u(x + z — 5) = 0 e imponendo il passaggio per
il punto (—1,—1,6) otteniamo A + 2x = 0. Quindi presi ad esempio
A = 2e u = —1 otteniamo I'’equazione del piano p” : t—2y—2z+3 =0
Osservando che il piano p” contiene sia il punto (0,2, —1) che la retta
r allora un piano che individua la retta ¢ & proprio p” (risulta essere
proprio p” in quanto visto che le rette sono sghembe allora esiste un
unico piano con le proprieta sopra elencate), per trovare l’altro piano
che individua la retta g utillizziamo nuovamente il fascio proprio di
piani di asse s, ossia A(x — 1) 4+ p(z —2) = 0. Imponendo il passaggio
per il punto (0,2, —1) otteniamo —A —3p = 0, presi ad esempio A = 3
e p = —1 otteniamo il piano 3z —z—1 = 0. Presa g come la retta data
dall’intersezione del piano p” con il piano 3z — z — 1 = 0 abbiamo che
gNt = (0,2, —1) come richiesto. (La verifica che il punto (0,2, —1) € ¢
¢ stata omessa).

Cominciamo con il verificare che F' & un’applicazione lineare. Presi
v = (a,b,c) € R3 e w = (d, e, f) € R® abbiamo che

Fv+w)=F(a+d,b+ec+ f)=



2(c+f)—(a+d),(a+d)+(b+e),(a+d)+2(b+e)+2(c+ f))
(2c—a)+(2f =d),(a+b)+(d+e),(a+2b+2¢c)+ (d+2e+2f))
(2c—a,a+b,a+2b+2c)+ (2f —d,d+e,d+2e+2f) = F(v)+ F(w)

Inoltre abbiamo che, preso k € R e v € R?, con v = (a, b, c), vale
F(kv) = F(ka, kb, kc) = (2ke — ka, ka + kb, ka + 2kb + 2kc) =

(k(2¢—a), k(a+d), k(a+2b+2c)) = k(2¢—a, a+b,a+2b+2¢c) = kF(v)

Per determinare 'immagine basta osservare che in generale Im(F) =
(F(e1), F(es), F(e3)) dove con e;,7 = 1,2,3 indichiamo i vettori di
una base fissata. Nel nostro caso prendendo come base la base canon-
ica di R3, otteniamo che I'm(F) = {((-1,1,1),(0,1,2),(2,0,2)) =
((0,1,2),(2,0,2)), possiamo quindi concludere che dim (Im(F)) =2e
che, per il teorema del rango pitt nullitd abbiamo che dim (ker (F')) =
1. Per determinare il nucleo di F basta porre F(v) = (0,0,0) e
risolvere il sistema omogeneo con il metodo di Gauss-Jordan (non
¢ l'unico modo di trovare le soluzioni), cosi facendo troviamo che
ker (F) = {(a,b,c) € R3 tali che (a,b,c) = (t,—t,t/2) con t € R}.

(b) Cominciamo con il verificare che F' ¢ un’applicazione lineare. Presi
v = (a,b,c) €R® e w = (d,e, f) € R® abbiamo che
Fv+w)=F(a+db+e,c+f)=

(3(atd) H o) +2(chf), —(e 1) -2a+d)-2(b+e), (atd)+(e+f) =
((3a+b+2¢)+(3d+e+2f), (—c—2a—2b)+(— f—2d—2¢), (a+c)+(d+f)) =
(3a+b+2c, —c—2a—2b, a+c)+(3d+e+2f, — f—2d—2e,d+ f) = F(v)+F(w)

Inoltre abbiamo che, preso k € R e v € R?, con v = (a, b, c), vale
F(kv) = F(ka, kb, kc) = (3ka+ kb+ 2ke, —kc— 2ka — 2kb, kc+ ka) =

(k(3a+b+2c¢),k(—c —2a —2b),k(c+a)) = kF(v)

Come nel caso precedente abbiamo che presa come base la base
canonica di R? allora Im(F) = ((3,-2,1),(1,-2,0),(2,—1,1)), pos-
siamo quindi concludere che dim (Im(F)) = 3 e per il teorema di
rango pit nullitd dim (ker (F')) = 0, in particolare Papplicazione F' &
un isomorfismo.

(c) La verifica che F' & lineare si svolge analogamente ai due punti prece-
denti, quindi verra tralasciata. Per determinare 'immagine proce-
diamo come sopra e troviamo Im(F) = ((1,1),(-1,1),(-1,1)) =
((1,1),(=1,1)) = R2 1l nucleo avra quindi dimensione 1 e per
trovarlo imponiamo F'(v) = (0,0) e otteniamo ker (F') = {(0,¢,t)}

(d) Im(F) = ((1,2,0,3),(=2,1,5, —1)), ker (F) = (0,0)
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (5 MaGaGIio 2008)
APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI ASSOCIATE

1. Per calcolare le matrici di cambiamento di base, puo essere utile ” aiutarsi”
con la base canonica, che semplifica i calcoli. Infatti, M, ,(I) = M, () -
Mep(I) = (Me,o(I) ™! - Mep(I) € Myo(I) = (Map(I)) ™! = (Mep(I)) " -
M. ,(I), dove e ¢ la base canonica. Si noti che M, ,(I) e M. (I) pos-
sono essere ottenute semplicemente mettendo in colonna le coordinate dei
vettori rispettivamente di a e di b.

-1

1 1 0 1 0 O 0 1 0
(a) Mg = 1 0 0 11 ]=(1 =10
0 1 1 1 0 1 -1 1 1
1 0 O 2 -1 1 2 -1 1
2 11 |=| -1 1 =1 My M= -1 1 -1
1 0 1 2 -1 2 2 -1 2
1 1 0
0 2 1
-1 0 1
1 -1 -1 0 1 0
(b) May@M=| 1 0 0 My D= 3 -3 1
0 4 3 —4 4 -1
1 1 1 1 0O 0 -1 0
0 0 -1 0 0 O 0 -1
(C) Ma,b(ﬂ) - -1 0 0 0 Mb,a(ﬂ) - 0 —1 0 0
o -1 0 O 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 1 1 1
a1 11 IR T T B
(d) Ma,b(H)_g 1 1 -1 1 Mb,a(H)_Q 1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1

2. Per determinare la matrice associata a F' rispetto a v si puo usare la for-
mula M, (F) = M, (1) - Mo(F) - M, (1) = (Me (1)) ™ - Mo(F) - Me (D),
dove e ¢ la base canonica di R®. La matrice M, (F) si calcola facilmente
mettendo in colonna le immagini dei vettori della base canonica, ed e

1 10
0 1 2 |, mentre M, ,(I) si ottiene anch’essa facilmente mettendo
2 0 2
1 -1 -1
in colonna le coordinate dei vettori di v, e quindi ¢ -1 1 -1

-1 -1 1
1 -1 -1\ " /110
Abbiamo quindi che M,(F) = [ -1 1 -1 101 2
-1 -1 1 2 0 2



1 -1 -1 0 -1 -1 110 1 -1 -1
-1 1 -1 |)=4(-1 0 -1 01 2 -1 1 -1
-1 -1 1 -1 -1 0 2 0 2 -1 -1 1
35 —1
104 2
31 1

Ragionando come sopra, abbiamo che My, ,(G) = My (1) - Mo (G) -
M, ,(I), dove e’ & la base canonica di R*. Siha che My, o (1) = (M., (1)) 71,

con quest’ultima matrice che si calcola in maniera analoga a M., (D).
1

11 1 0\ 1 1 1
Si ha quindi che M, ,(G) = 1 ? (1) 1 : _02 (1) _02
0 1 1 1 1 2 3
1 -1 -1 35 -1 1 _12 1 *12
-1 1 -1 =3%(04 2 |=3 -
-1 -1 1 31 1 b2l
-2 1 1 1
1 1 1 6 8 =2
o 1o | (Y| s o
-2 0 -2 11 1 s -6 —-10 -2
1 2 3 -3 5 1
0o -1 -1 01 -1
My (H) = My o(1)- M o (H)-Mer () ;(—1 0 -1 2 0 -2
-1 -1 0 0 0 O
i 1o 0 -1 -3 1
101 1 1
=10 0 -2 -1 ].
110 ’ 0 1 -3 2 )
01 11
-3 -2 -2 1
Mw(I)*Mw,e’(H)'Me’(I) Me’w(]l):% g I A; 42
6 4 1 1
0 1 1
Le matrici di cambiamento di base sono M, ;(T) 1 0 1 |eM D)=
1 10
-1 1 1
% 1 -1 1 . Dal testo conosciamo le coordinate delle immagini
1 1 -1
1 0 -1
dei vettori di b rispetto alla base canonica, quindi M. ,(T) = 0 -1 -1
1 1 0
Per trovare M, (T) & sufficiente calcolare, secondo la formula del cambia-
1 0 -1 -1 1 1
mento di base, M¢y(T)-Mp(I)=| 0 -1 -1 |3 1 -1 1 |=
1 1 0 1 1 -1
-1 0 1 -1 1
-1 0 0 |. Analogamente, My(T) = My (I)-Mey(T) = 3 1 -1
0 0 1 1 1



4.

5.

1 0 -1 0 0 0
0 -1 -1 |=|1 1 0
1 1 0 0 -1 -1

L’applicazione & definita come F(ag+a3 X +as X2 +a3X?) = a1 +2a2 X +
3a3X?, quindi affinché F(p(z)) = 0 dobbiamo imporre a; = ay = a3 = 0,
quindi il nucleo ¢ costituito dai polinomi costanti, cioe ker F' = R; per
I'immagine, notiamo che al variare di ai,as,as si trovano tutti e soli i
polinomi di grado < 2, quindi Im(F) = I,.

La matrice rispetto alla base canonica si calcola facilmente ed &

O O O O
o O o
O O N O

Per trovare la matrice rispetto alla base b si puo usare la formula del cam-

biamento di base My(F) = (M. ,(I))~! - M (F) - M ,(I). Si ha quindi
1 -1 0 0 01 0 0 1 1 11
0o 1 -1 0 0 0 2 0 01 11
M(EY=1| o o 1 -1 00 0 3 001 1|~
0 O 0 1 0 0 0O 0 0 01
01 -1 -1
00 2 -1
0 0 O 3
0 0 O 0

o w o o

(a) Vera. Infatti, se vy ... v, sono linearmente dipendenti, allora Ja; ... a,, €

K non tutti nulli tali che a1 -v1 + -+ + a, - v, = 0. Dalla lin-
earith di F segue che 0 = F(0) = F(a; -v1 + - + ap - vp) =
ay - F(v1) + -+ 4+ apn, - F(v,), ma essendo aj ...a, per ipotesi non
tutti nulli, abbiamo che F(v1) ... F(vy) sono linearmente dipendenti.

(b) Falsa. Basta prendere come controesempio I’applicazione che manda
tutti i vettori nello 0: in questo caso, qualsiasi n-upla di vettori,
quindi in particolare una n-upla di vettori indipendenti, viene man-
data in una n-upla di vettori tutti nulli, quindi dipendenti.

(c) Vera. Dimostriamo che se F(v1)...F(v,) sono linearmente dipen-
denti, allora vy ... v, sono linearmente dipendenti: se F(v1) ... F(v,)
sono linearmente dipendenti, allora Ja;...a, € K non tutti nulli
tali che a1 - F(v1) + -+ + ayn - F'(v,) = 0 Inoltre abbiamo che se
F € GL(V), allora ker F' = {0}, quindi, per la linearitd di F si ha
che 0 =ay-F(v1)+-+an-F(v,) = Flag-v14--+an-v,) = a1-v1+
---+ap-v, =0, ma essendo aq ...a, per ipotesi non tutti nulli, abbi-
amo che vy ... v, sono linearmente dipendenti. (Alternativamente, si
poteva ragionare nel seguente modo: a; vy +---+a,-v, =0 a; =
0, Vi, inoltre essendo F' un automorfismo, F(v) = 0 < v = 0, quindi
a1 v1+-ta, v, =08a;=0,Vis 0= Flap-v1+-+a, -v,) =
a; - F(v1)+- -+ apn- F(v,), quindi F(v1)...F(v,) sono linearmente
indipendenti.)

6. Una proprieta delle applicazioni lineari € che vettori linearmente dipen-

denti vengono mandati in vettori linearmente dipendenti (come era chiesto
di dimostrare nell’esercizio precedente), ma in questo caso abbiamo che



{e1 + e3,ea+ eq, €1 + €2,e3 + e4} sono linearmente dipendenti (la somma
dei primi due & uguale alla somma degli ultimi due) mentre ovviamente
{e1,e2,e3,e4}, essendo una base, non possono esserlo. (Alternativemente,
si poteva notare che, se esistesse una siffatta applicazione lineare F', si
avrebbe che e; + e3 = F(e1 +e3) + F(ea +e4) = Fer +e2 +e3+e4) =
F(e1+ea)+ F(es+eq) = es+e4 = e1+e2—e3—eq = 0, quindi avremmo
trovato una combinazione lineare non banale di {ej,es,e3,e4} che da il
vettore nullo, cosa che & assurda in quanto i vettori in questione, essendo
una base di R%, sono linearmente indipendenti.)

. Mostriamo che se u € ker (G), allora u € ker (F' o G) e che se w € Im(F o
G) allora w € Im(F): u € ker (G) & G(u) =0y = F(G(u)) = F(0y) =
Ow = u € ker (F o G), quindi ker (G) C ker (F o G).

w € Im(F oG) < Ju € U tale che (FoG)(u) =F(G(u) =w= Jv=
G(u) tale che F(v) = w = w € Im(F), quindi Im(F o G) C Im(F).
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 10 (8 MAGGIO 2008)
CAMBIAMENTO DI COORDINATE AFFINI, DIAGONALIZZAZIONE

(a) Per determinare la formula del cambiamento di coordinate affini, no-
tiamo che se P & un punto che ha coordinate (z,y) nel sistema di
riferimento standard e (2,y’) nel nuovo sistema di riferimento, al-
lora OP = x - e1+y-eae O'P =2z fi +vy - fo; inoltre, essendo
valida I'uguaglianza vettoriale O'P = O'O + oP , saranno uguali an-
che le coordinate dei vettori espressi rispetto alla base f = {f1, f2},

ovvero Ty (@ + My (D) - :c dove (c1,c2)t sono le
y/ o f.e y ) 1,2

coordinate del vettore O'O = —OO’ rispetto alla base f; queste ul-

time sono a loro volta uguali a My .(I) - ( —ror ), dove (zor,yor)

—Yor

sono le coordinate del vettore OO’ rispetto alla base canonica, ma
essendo O lorigine, queste corrisponderanno proprio alle coordinate

!
del punto O’. Riassumendo, abbiamo ( Z, ) =My I)- ( ; ) +

N[
SIS

—2o . x’
My (I) - , cloe in questo caso =
e ( ~yor ) a ( y ) ( -3

T

1 1
( ; ) + ( 1 1 ) . ( (2) ), quindi sviluppando i calcoli abbiamo
T2 2
P
) . z’ -3 2
(b) Ragionando come sopra, troviamo che( y ) = ( 5 _3 )(

-3 2 . 1 . ' =-3x+2y—5
5 -3 1 )OOy =5r —3y+8

?=—fF 3yt
(c) y::§x+§+§z—2.

¥=x+y+2+3
@4 y=zty—2
Z=x-1

Y

)+

Per determinare se F' e diagonalizzabile, rappresentiamola in forma ma-
triciale rispetto alla base canonica e calcoliamone il polinomio caratter-
istico: (si noti che, scegliendo un’altra base, il polinomio caratteristico
sarebbe stato lo stesso; e stata scelta quella canonica per semplificare

3—-A 0 3
i conti) Pp(A) = det (M (F)—X-I3) = det 1 2-X 1
0 2 -

—A3 4502 —4X = —A(A—1)(A—4). Cisono quindi 3 autovalori distinti (0,



1 e 4) e percio F' ¢ diagonalizzabile; per determinare una base di autovet-
tori, cerchiamo i generatori dei rispettivi autospazi, cioe delle soluzioni dei

x 0
sistemi omogenei (M (F)—X-I3)- | v | =1 0 |,per A=0,1,4. Per
z 0
3r+32=0
A = 0troviamo { x4+ 2y + z =0 , che ha come soluzioni {(1,0,—1)); allo
20=0

stesso modo, troviamo i generatori degli autospazi relativi a 1 e 4, che sono
rispettivamente (3, —1, —2) e (3,2,1). Quindi, una base di autovettori per
F e {(1,0,-1),(3,—-1,-2),(3,2,1)}. Per passare dalla base canonica a
quella composta da questi autovettori, abbiamo che My (F) = M, (D) -
-1

1 3 3
Mo (F) - M (1) = (Mep(1))™1 - Mo(F) - M, (1) = 0 -1 2
-1 -2 1
3 0 3 3 9 -9 3 0 3
1 2 1 |- 1 2 -4 2 11 2 1
0 2 0 -2 1 1 1 0 2 0
1 3 3 0 00
0 -1 2 | =110 1 0 |, cheeé una matrice diagonale.
-1 -2 1 0 0 4

Ragionando come sopra, si trova che Pg(A) = det (M.(G) —A-I3) =
1-X -1 3
det 0 —-A -2 = -3 —4)2 = —\(\? +4). Abbiamo
-1 1 1=
quindi un unico autovalore reale (0), che ha molteplicita algebrica 1, quindi
I’autospazio relativo a questo autovettore avra dimensione 1; quindi, es-
sendo la somma delle dimensioni degli autospazi strettamente minore dello
spazio su cui e definita G, ’applicazione NON e diagonalizzabile.
Py(A) = =X +3X2 - X —1=(1-MN)(\—1+v2)(A—1—+/2), quindi
gli autovalori di H sono 1 e 1+ v/2; sono tre autovalori reali distinti
quindi H ¢ diagonalizzabile. L’autospazio relativo a 1 € generato da
(2,1,-2), quello relativo a 1 — /2 & generato da (v/2,—1,0) e quello
relativo a 1 + v/2 da (\/5, 1,0), quindi una base di autovettori per H &
{(2,1,-2),(v/2,-1,0),(v/2,1,0)}. Si ha che My(H) = M, o(I) - M.(H) -
0 0 -2 1 2 1 2 V2 V2
Mp(D=31 v2 =2 v2—-1 |- 1 1 1 || 1 -1 1
V2 2 1+4V2 0 0 1 -2 0 0
1 0 0
0 1-v2 0
0 0 1+v2

. Per trovare autovalori e autospazi di A, calcoliamo il polinomio carat-
teristico come nell’esercizio precedente: abbiamo che P4(\) = A\? — 2\ =
A(A—2). La matrice ha quindi due autovalori reali distinti e pertanto ¢ di-
agonalizzabile. Per trovare gli autospazi, cerchiamo le soluzioni dei sistemi

lineari (A—O~]I2)-( ; ) = ( 8 ) e(A—2~H2)-( ‘; ) = ( 8 );sitrova

rispettivamente ((1,—1)) e ((1,1)). Per trovare le matrici M e D conviene



considerare ’applicazione lineare F' definita dalla matrice A rispetto alla
base canonica: A=M,(F); essendo b = {(1,—1),(1,1)} una base di au-
tovettori di A (e quindi di F'), avremo che M;(F) & una matrice diagonale

0 2
quindi D = M,(F). Inoltre, per la formula di cambiamento di base, abbi-
amo che D = My(F) = My o(1)- Mo (F)- M, (1) = (M, (1)) "1 A- M, 4(T),
quindi M = M, (1) = < _11 1
Pg(\) = =23 +3)X2 —3X+1=(1-)\)3, quindi B ha un unico autovalore
(1) con molteplicita algebrica 3; autospazio relativo a 3 ha perd dimen-
sione 1, in quanto generato dall’unico vettore (0,0,1), quindi la matrice
B NON ¢ diagonalizzabile.

Po(A) = At — 423 + 402 = \2(\ — 2)2. L’autospazio relativo 0 ¢ gen-
erato da (1,0,—1,0) e (0,1,0,—1) e quello relativo a 2 & generato da
(1,0,1,0) e (0,1,0,1), quindi B ¢ diagonalizzabile; la matrice M sara

avente i due autovalori di A sulla diagonale principale, ovvero ( 00 ),

1 0 10 0000
0 1 0 1 p_| 0000
1 0 10" loo02o0
0 -1 0 1 00 0 2

. I polinomio caratteristico di A & (k — A)(1 — X —k)(1 — A+ k), quindi
gli autovalori sono k, 1 — ke k+ 1. Per 0 # k # % ci sono tre au-
tovalori distinti, quindi la matrice ¢ diagonalizzabile; se & = 0 si ha
dimVy = 1,dimV; = 2 quindi anche in questo caso & diagonalizzabile;
se invece k = %7 dim V% =1 =dim V% quindi in questo caso A non &
diagonalizzabile. Riassumendo, A ¢ diagonalizzabile < k # %

Il polinomio caratteristico di B si fattorizza in (A — 1)(A + 1)(A? + k),
quindi per £ > 0 abbiamo due soli autovalori reali, ognuno dei quali con
molteplicita algebrica 1, quindi B non puo essere diagonalizzabile; se k = 0
abbiamo tre autovalori (0,1 e —1) e ciascun autospazio ha dimensione 1,
quindi non ¢ diagonalizzabile; se Kk = —1 abbiamo due soli autovalori (1
e —1) con molteplicitda geometrica 1, quindi neanche in questo caso la
matrice & diagonalizzabile; infine se —1 # k < 0 invece abbiamo quattro
autovalori reali distinti (X(B) = {1, —1,v/—k, —v/—k}) quindi ¢ diagonal-
izzabile. Riassumendo, B & diagonalizzabile < k € (—oo,—1) U (—1,0).
Il polinomio caratteristico di C' & (A — 1)(A — 2)(A — 3)(A — k), quindi per
k ¢ {1,2,3} la matrice ha quattro autovalori distinti e quindi & diagonal-
izzabile; se k = 2 l'autospazio relativo all’autovalore 2 ha dimensione 2,
quindi anche in questo caso C' & diagonalizzabile; infine, se k = 1 oppure
k = 3 ognuno dei tre autospazi ha dimensione 1, quindi non & diagonaliz-
zabile. Riassumendo, C' & diagonalizzabile < 1 #£ k # 3.

. Verifichiamo la linearita: siano A = [ “11 @12 , B = b biz €
as1 Qa92 b21 b22

M>(R) e a,3 € R. Allora F(a - A+ 3-B) = (a- A+ 3-B) =

(a'a11+ﬁ~b11 a~a21+5~b21):a'( apy  azi )4‘5'( bin bar | _
a-aiz+f-biz a-an+ by a2 g bz b2

a-At+3-Bt = «a-F(A)+ - F(B). La matrice rispetto alla base canon-



1 0 0 O
N 0 010 . . .
ica ¢ o100 | Per trovare quella rispetto a b si puo applicare
0 0 0 1
la formula di cambiamento di base e si trova M (F) = (Me,b(ﬂ))_1 M (F)-
1 1 0 0\ "/1000 1 1 0 0
1 -1 0 O 0 0 1 0 1 -1 0 O
Mep@M=1 14 o 1 1 1o1oo0|fo o 1 1
0O 0 -1 1 0 0 0 1 0o 0 -1 1
1 1 0 0 1 0 0 O 1 1 0 0 1
1 1 -1 0 O 0 010 1 -1 0 0] 4 1
210 0 1 -1 01 00 0 0 1 1 T2 1
0O 0 1 1 0 0 0 1 0o 0 -1 1 1

Cerchiamo ora il polinomio caratteristico, usando per semplicita la matrice
1-Xx 0 0 0
. . 0 - 1 0
rispetto alla base canonica: Pr(\) = det 0 Y 0 =
0 0 0 1—-2AX
A —2X3 + 20— 1= (A —1)3(A+1). Calcoliamo ora gli autospazi relativi
ale—1:

0 0 0 0 ail 0
0 -1 1 0 0
itlo 1 10 Zi “lo| 7wz N=
0 0 0 0 a2 0
< 10 00 0 1 >
0oo0)'\o1)L1o0
2 0 0 O ail 0 _
01 1 0 a1o 0 an =0
V_i: 01 1 0 an | = | 0 = a2=-an =V =
000 2 o 0 az2 =0
0 1
<(_1 0)>

Avendo trovato una base di autovettori{( (1) 8 >,< 8 (1) >,< (1) (1) >

possiamo dire che l'operatore F' & diagonalizzabile.

(Si noti che autovalori, autospazi e diagonalizzabilita potevano essere dis-
cussi senza fare calcoli con il seguente ragionamento teorico: ogni matrice
simmetrica & per definizione tale che F(A) ='A = A e ogni matrice sim-
metrica & tale che FI(A) ='A = —A, quindi le prime sono autovettori con
autovalore 1 e le seconde autovettori con autovalore —1, e poiché lo spazio
delle matrici quadrate ¢ somma diretta di questi due autospazi, questi
erano tutti e soli gli autovalori e autospazi e 'operatore di trasposizione e
percio diagonalizzabile).

. Per dimostrare la prima parte ¢ sufficiente notare che A e ‘A hanno
lo stesso polinomio caratteristico: se Pg(A) = Pig(\), i due polinomi
avranno le stesse radici, che sono proprio gli autovalori di A e tA rispet-
tivamente. L’uguaglianza dei due polinomi caratteristici discende della
linearita dell’operazione di trasposizione, che si verifica immediatamente
(tra laltro ¢ gia stata vista nell’esercizio precedente) e dall’invarianza

-1
1
-1



per trasposizioni del determinante: det (*A — X -1,,) = det (*A — X -'T,,) =
det®(A—X-1,) = det (A — X\-1,). Tuttavia, non & detto che gli autovet-

tori di ! A siano gli stessi di A: ad esempio, ha come autovalori

1 1
0 0
0 e 1, Pautospazio relativo a 0 ¢ ((1,—1)) e quello relativo a 1 & {(1,0));
tA = < 1 8 ) invece ha come autospazio relativo a 0 ((0,1)) e come

autospazio relativo a 1 ((1,1)).

. Se A & una matrice diagonalizzabile, allora esiste una matrice invert-
ibile M tale che M~'- A-M = D, con D matrice diagonale. Allora
M=t A2 M=M1'1 A-M-M' A-M = D? che & una matrice
diagonale perché prodotto di due matrici diagonali, quindi anche A2 &

simile ad una matrice diagonale, cioe ¢ diagonalizzabile. Il viceversa, tut-

tavia, non ¢ vero: consideriamo ad esempio A = < 8 (1) ) € Ms(R):

0 0
ma A non ¢ diagonalizzabile: infatti P4()\) = A2 e l'autospazio relativo
all’autovalore 0 ha dimensione 1, perché corrisponde proprio alle soluzioni

del sistema A - ( ; ) = ( 8 >, e la matrice A ha rango 1

A? = ( 00 >, che ¢ ovviamente diagonalizzabile (essendo diagonale),
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (15 MAGGIO 2008)
SPAZI DUALI, RIPASSO SU SPAZI AFFINI E APPLICAZIONI LINEARI

1. Per dimostrare che V'V ¢ un K-spazio vettoriale, facciamo vedere innanzi
tutto che Ly + Lo e ¢ - L sono anch’essi funzionali lineari: (L; + Lo)(« -
v+Brw)=Li(a-v+fw)+ Lo(a-v+ B-w)=a-Li(v)+ 8- Li(w) +
a-Lo(w)+ B La(w) = a- Li(v) + a - La(v) + - L1(w) + B - La(w) =
o (L1 + L2)(v) + B - (L1 + L2)(w). Analogamente, (¢- L)(a-v+ 8- w) =
c-Lla-v+B-w)=c-(a-Llw)+B-L(w))=c-a-Lv)+c-B-Llw)=
a-c-Lw)+B-c-Lw)=a-(c-L)(v)+ B+ (c- L)(w). Mostriamo ora che
vengono rispettate tutte le proprieta di spazio vettoriale che indicheremo
come SV1,....SV8 con la stessa notazione del Sernesi:

SV1 vL1,L2,L3 € VV,V’U € V si ha che ((Ll + LQ) + Lg)(’l}) = (Ll +
L3)(v) + L3(v) = L1(v) + L2(v) + L3(v) = L1(v) + (L2(v) + L (v)),
quindi (L1 + Lz) + L3 = L1+ (L2 + L3),VL1, Lo, L.

SV2 Definiamo Oyv € VY come il funzionale lineare tale che Oyv(v) =
0,Vv € V:sihache VL € VY Vv € V, (L+0yv)(v) = L(v)+0yv (v) =
L(v)+0=L(v) =0+ L(v) = 0yv(v) + L(v) = (Oyv + L)(v), quindi
(L + Ovv) =L= (OV\/ + L),VL

SV3 VL € VV Vv € V si ha che L(v) + (=1)L(v) = L(v) — L(v) = 0,
quindi L + (—L) = 0,VL.

SV4 VLi,Ls € VV,Yv € V si ha che (Ly + La)(v) = Li(v) + La(v) =
LQ(U) + Ll(’l)) = (L2 + Ll)(’l))7 quindi Ly + Ly = Lo + L1,VLq, Lo.

SV5 Ve € K,VLy,Ly € VY Vv € V si ha che (¢ (L1 + L2))(v) = ¢+ ((L1 +
Ly)(v)) = ¢+ (L1(v) + La(v)) = ¢- L1(v) + ¢~ La(v) = (¢~ L) (v) + (¢
Lo)(v), quindi ¢- (L1 + L) = ¢+ Ly + ¢ Lo, Ve, Ly, Lo.

SV6 Vei,c0 € K,VL € VY Vo € V si ha che ((¢1 + ¢2) - (L))(v) = (e1 +
c2) - L(v) = ¢1 - L(v) + ¢c2- L(v) = (¢1 - L)(v) + (c2 - L)(v), quindi
(c14+¢c) - (L)y=¢1-L+e¢y-LVey, e, L.

SV7 Vey,e0 € K,WL € VV,Yo € V si ha che ((¢1 - ¢2) - (L))(v) = (1 -
c2) - L(v) =c1-(ca- L(v)) =c1-(ca-L)(w), quindi (¢1 - ¢c2) - (L) =
¢ (ea- L),Vey, e, L.

SV8 VL € VV,Vv € V si ha che (1-L)(v) = 1+ L(v) = L(v), quindi
1.L=L,VL.

Mostriamo ora che {n1,...,n,} ¢ una base di VV: notiamo innanzi tutto
che 7; & ben definito Vi, perché per definire un’applicazione lineare (e
quindi in particolare un elemento di V') & sufficiente specificare le immag-
ini dei vettori di una base. Facciamo vedere ora che 7y, ...,7, generano
I'intero spazio VV: sia L € VV tale che L(e;) = a;,Vi = 1,...,n; allora il
funzionale aj -m1 +as-ma+- - -+ay-n, & tale che (a1 -n1 4+ +an-n,)(e;) =
(ar-m)(ei)+---+(aim)(e)+ -+ (anmm)(e) = ar-mle)+- - +ai-ni(e;)+



coodan - mn(e;) = a;-ni(e;) = a;; si ha quindi che aq - +ag - ma+- -+ an Ny
ha gli stessi valori di L sulla base e e quindi i due funzionali coincidono; per
Parbitarietd di L, abbiamo che ny,...,n, generano VV. Mostriamo ora
che sono linearmente indipendenti: supponiamo che per certi ay, ..., a, si
abbia che a1-m +ag-n2+---+ayn-n, = 0yv;allora, Vi = 1,...,n siha che
0=0vv(e:) = (ar-m+-+annm)(e:) = (ar-m)(e;)+ - +(ain:)(e)+ -+
(an-nn)(ei) = ar-me)+- - +aini(e)+- - +an-nn(e;) = ai-ni(e;) = ai,
quindi a; = 0, Vi, ovvero 71,...,n, sono anche linearmente indipendenti,
pertanto costituiscono una base di V'V.

. Per rappresentare F' in forma matriciale, & sufficiente scrivere in colonna le
0 0 01
. . . . . 0 010
coordinate dei vettori della base canonica: si ha che M, (F') = 010 0
10 0 0
Per trovare gli autovalori, calcoliamo il polinomio caratteristico di questa
-2 0 0 1
matrice: Pr()\) = det (M (F) — X\ -14) = det 8 ? _1A 8 =
1 0 0 -
M A2 4+1=()2-1)2=(A-1)2-(A+1)2 Gli autovalori sono quindi
+1, entrambi con molteplicita algebrica 2. Determiniamo ora gli au-
-1 0 0 1
0o -1 1 0
0 1 -1 0
1 0 0 -1

tospazi relativi a questi due autovalori: Vi :

:{ ff =V = (X3+Y3 X%V + XY?). V_;:

OO OO
S Q

o o

0
o 0 a=—d B 3
o 0 é{bZ—c = Vo= (X -
d 0
Y3, X2Y — XY?). Abbiamo quindi che entrambi gli autospazi hanno di-
mensione due, quindi F' & diagonalizzabile.

— OO~ Q O e

0 01
1 10
1 10
0 0 1

. Mostriamo innanzitutto che gli autospazi sono in somma diretta (fatto
vero anche per applicazioni non diagonalizzabili): infatti, se v € Vy, NV,
allora F(v) = A -v = X2-v = (A1 — A2) - v = Oy, ma essendo A\; # Ao,
deve essere v = Oy, quindi V), N V), = {Oy}. A questo punto & suffi-
ciente dimostrare che Vy, + Vi, +---+ V), = V: sicuramente si avra che
Vi, +Va, +-- -+ Vi, €V, perché tutti gli autospazi sono sottospazi di V e
quindi lo sara anche la loro somma; inoltre, per la formula di Grassmann
abbiamo che dim (Vy, + Vi,) = dim (V},) +dim (Vy,) —dim (Vy, NV),) =
dim (Vy,) 4+ dim (V},) e quindi, iterando il procedimento per tutti gli au-
tospazi, avremo che dim (Vy, + Vi, + -+ + V3 ) = dim (V}, ) +dim (V), )+
-+-+dim (V3 ). Se adesso supponiamo che F sia diagonalizzabile, abbiamo
che dim (Vi) +dim (Vi,)+- - - +dim (V},,) = dim (V), quindi abbiamo che
Vi, + Vi, + -+ V), ¢ un sottospazio di V avente la stessa dimensione



6.

di V, ma allora deve essere necessariamente Vy, + Vi, +---+Vy_ =V, e
quindi si ha I’asserto.

1 a2 ... A1n
1 N agn
Sia A = . . ) . una matrice di ordine n unitriangolare
0 0 1
1—A ai2
0 1—A
superiore. Il suo polinomo caratteristico & P4(A) = det
0 0

(1 — A)™. La matrice ha quindi 1 come unico autovalore, quindi ¢ diag-
onalizzabile < l'autospazio relativo a 1 ha dimensione n. Cio equivale a
dire che r(A —1,) = 0, ovvero A — 1, = 0,, cioe A = [,,, quindi A &
diagonalizzabile & A = 1,,.

Nel caso di matrici strettamente triangolari inferiori la dimostrazione &
analoga: basta considerare ‘A al posto di A e ripetere lo stesso identico
ragionamento.

Notiamo innanzitutto che F' & iniettiva < ker (F)) = {0} e G & suriettiva
< Im(G) = W. Allora, applicando il teorema rango pitt nullita prima a G
epoia F, si ha che dim V' = dim (ker (G))+dim (Im(G)) = dim (Im(F))+
dimW = dimU — dim (ker (F)) + dim W = dim U + dim W.

(a) Affinché le due rette siano complanari, & necessario e sufficiente che il

11 0
. . . 01 -1
determinante della matrice orlata sia nullo, ovvero det 00 1
1 0 -2

3h + 3, quindi le rette sono complanari < h = —1; notiamo poi

che la matrice dei coefficienti ha rango 3 (ad esempio, il minore
formato dalle prime tre righe e dalle prime tre colonne ha deter-
minante non nullo), quindi le rette sono incidenti; per trovare il

r+y=3
.. . N . . B y—z=0
punto di intersezione ¢ sufficiente risolvere il sistema, L1
r—2z=0

e si ottiene il punto (2,1,1). Per determinare un piano comune
ad entrambe, imponiamo che esso appartenga sia al fascio passante
per r che a quello per s, ovvero che per certi a, 3, v, d si abbia
alz+y—3)+8(y—z) =~v(z—1)+d(x —2z): uguagliando i coeffici-
enti delle tre incognite e dei termini noti otteniamo che o = 4,8 = -9
e v = 30, quindi fissando § = 1 otteniamo il piano x + z — 3.

(b) Ragionando come sopra, otteniamo che il determinante della matrice
4 x4 & —3h+ 6, quindi le rette sono complanari per h = 2. Notiamo
che per questo valore la matrice dei coefficienti ha rango due, visto che
la terza riga e la differenza delle prime due mentre la quarta & la loro
somma, quindi le rette sono parallele; per determinarne il piano che
le contiene, procediamo come nel punto precedente, ovvero troviamo

0
h
0

A1n
A2n



glia, 8,7, d per cui a(z+y)+ Bz —2-3) =v(y+2)+6(2z+y—=2)
e troviamo o« =2, 8 =0, v =1, § = 1, quindi il piano che contiene
entrambe le rette & 2z 4+ 2y = 0, cioe x +y = 0.

(¢) Procedendo come nei due casi precedenti, troviamo che le due rette
sono complanari < h = 0 e per questo valore le rette sono incidenti
in quanto la matrice dei coefficienti ha rango 3 (ad esempio, il minore
formato dalle prime tre righe e dalle prime tre colonne e diverso da
zero). Il piano che contiene le due rette e il loro punto di intersezione
si trovano analogamente a sopra, e si trova rispettivamente y = 0 e

(1,0,—1).
7. (a) Per trovare il nucleo di F, imponiamo F(z,y,z) = (0,0,0), ovvero
r+y+2z2=0
r+y+2z=0 ,quindiker (F) = (¢,s, —s—t) = ((1,0,—1), (0,1, —1));
r+y+2=0

per determinare 'immagine, innanzi tutto sappiamo dal teorema
rango piu nullita che deve avere dimensione 1, quindi per deter-
minarne un generatore & sufficiente trovare I'immagine di un vet-
tore che non appartenga al nucleo, ad esempio (1,0,0): si ha che
Im(F) = (F(1,0,0)) = ((1,1,1)). Per trovare autovalori e autovet-
tori calcoliamo il polinomio caratteristico della matrice che rappre-
senta F rispetto alla base canonica M, (F), e si ha —\3 +3\2, quindi
gli autovalori sono 0 e 3; I’autospazio relativo a 0 coincide col nucleo
di F' e quindi ha dimensione 2 ed & generato da (1,0, —1) e (0,1, —1),
mentre 'autospazio relativo a 3 & generato da (1,1,1); essendo la
somma delle dimensioni degli autospazi pari alla dimensione di R3,
abbiamo che F' ¢ diagonalizzabile.

(b) Procedendo come sopra, troviamo che ker (F') = {0}, quindi deve es-
sere Im(F) = R3. 1l polinomio caratteristico di F' & (A — 1)%(2 —
A), quindi gli autovalori sono 1 e 2: lautospazio relativo a 2 &
((5,—3,—1)), mentre quello relativo a 0 ha come generatore (1,0, 0);
abbiamo dunque trovato che la molteplicita algebrica dell’autovalore
0 e strettamente maggiore di quella geometrica, quindi concludiamo
che F non e diagonalizzabile.

(c) ker (F) ={((1,0,0,-1),(0,1,—1,0)), Im(F) = {((1,0,0,1),(0,1,1,0)).
Il polinomo caratteristico & (A\* — 4\3 4 4X?) = A2(\ — 2)2, quindi
gli autovalori sono 0 e 2: I'autospazio relativo a 0 coincide col nucleo
ed & quindi ((1,0,0,—1),(0,1,—1,0)), mentre quello relativo a 2 ha
come generatori (1,0,0,1) e (0,1, 1,0); entrambi gli autospazi hanno
dimensione 2, quindi F' ¢ diagonalizzabile.

k+1-X -k -1
8. P()\) = det k T—k—=XA —1 | =M +A2-A=-A)-—
0 0 —A

1)2: per discutere la diagonalizzabilitda & quindi sufficiente discutere la

dimensione dell’autospazio relativo a 1: questa sara pari a 2 se e solo se la

matrice A—1-I3 ha rango 1, quindi A sara diagonalizzabile solo in questo
k -k -1

caso. Sihache A-I3=| £k —k —1 |]: questa matrice ha rango 1 se
0o 0 -1



e solo se k = 0, infatti se k = 0 le prime due righe sono nulle, altrimenti
il minore 2 x 2 formato dalle ultime due righe e dalle ultime due colonne
e non nullo. Si ha quindi che A & diagonalizzabile < k = 0.

-2 1 0 0

0o —-x 1 0

0 0 -A 1

0 -k 1 k—2A\
1)(A+ 1)(A — k), quindi se 0 # k # £1 ci sono quattro autovalori distinti
e quindi la matrice ¢ diagonalizzabile. Consideriamo ora il caso k = 0:
per vedere se ¢ diagonalizzabile o meno, bastera trovare la dimensione

Pp(\) = det =M kA A2 kA =AM —

dell’autospazio relativo a 0: si ha che B—0-I, = B =

i

o O OO
_ o = O

0
0
1
0

OO O

che ha chiaramente rango 3 (il minore formato dalla prime tre righe e
ultime tre colonne ¢ diverso da zero); quindi "autospazio associato a 0 ha
dimensione 1 e quindi B non e diagonalizzabile. Se k = 1, analogamente
studieremo la dimensione dell’autospazio relativo a 1: in questo caso si ha

-1 1 0 0
0 -1 1 0 o .
B-1-I = 0 0 -1 1 che ha rango 3, quindi anche in questo
0 -1 1 0
caso B non e diagonalizzabile. Se infine ¥ = —1, come sopra troviamo
1100
0 1 1 0 - .
che B+ 1y = 00 1 1 ha anch’essa rango 3, quindi neppure in
0 1 10
questo caso la matrice e diagonalizzabile. Riassumendo, abbiamo che B e

diagonalizzabile < k ¢ {—1,0,1}.
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Cerchiamo una base di U nell’insieme dei suoi generatori dato dal testo
dell’esercizio: i primi due vettori sono linearmente indipendenti, il terzo e
pari alla somma dei primi due mentre il quarto é linearmente indipendente
rispetto ai primi due, quindi una base ¢ costituita dal primo, secondo e

quarto vettore di quei generatori, ovvero {(1,1,0,0), (1,-1,—-1,-2),(2,0,—1,-2),(1,2,1,2)}.

Per completare questo insieme di vettori ad una base di R*, & sufficiente
aggiungere un vettore linearmente indipendente, proviamo per semplicita
con quelli della base canonica: e; = (1,0,0,0) non va bene, perché &
uguale al quarto generatore di U meno il primo piu il secondo; neanche
e2 = (0,1,0,0) va bene, perché & uguale a due volte il primo meno il sec-
ondo meno il quarto; es invece va bene per completare la base.

Per quanto riguarda V', notiamo che i primi due vettori sono linearmente
indipendenti, il terzo & la somma dei primi due e il quarto & due volte
il primo meno il secondo, quindi V ha dimensione 2 e una sua base &
costituita dai primi due vettori, cioe {(1,0,1,0),(1,1,1,0)}; proviamo ora
a completare questo insieme ad una base di R* usando i vettori della
base canonica, come nell’esercizio precedente, facendo pero attenzione che
questa volta ce ne serviranno due, e non uno solo, perché la dimensione di
V & 2, non 3: il primo vettore della base canonica ¢ linearmente indipen-
dente con gli altri due quindi va bene, il secondo non va bene perché ¢ la
differenza dei primi due e il terzo neppure perché ¢ uguale al primo gener-
atore di V meno il primo vettore della base canonica, quindi sicuramente
il quarto vettore della base canonica andra bene per completare la base
(se cosi non fosse, avremmo che ((1,0,1,0),(1,1,1,0),(1,0,0,0)) contiene
tutti i vettori della base canonica, che ¢ assurdo visto che ha dimensione
3).

I quattro generatori di W sono linearmente indipendenti, quindi costituis-
cono una base per W e inoltre W = R*, quindi non cé nulla da completare.

(a) Calcoliamo innanzi tutto il determinante della matrice dei coefficienti

1 1 0
del sistema: det | 0 1 -2 = —2m + 1, quindi per m #* % il
m 0 1

m 2m? m?> )
2m—1’ 2m—1’ 2m—1
m = %, la matrice orlata ha rango massimo e quindi il sistema e
incompatibile.

sistema ha un’unica soluzione, che & (— ; se invece

(b) Ragionando come sopra, troviamo che il determinante della matrice

dei coefficienti @ m — m3, quindi per 0 # m # =£1 la soluzione del
sistema € unica, ovvero (0, ﬁ, 1); se m = 0 ci sono ool soluzioni del
tipo (t—1,2t,t), se m = —1 ci sono anche in questo caso oo! soluzioni,
del tipo (¢, % +1,1), mentre se m = 1 il sistema & incompatibile.



(c)

In questo caso, la matrice dei coefficienti non & quadrata, quindi non
si puo procedere allo stesso identico modo dei due casi precedenti,
ma bisognera studiare il rango di questa matrice: quando questo &
uguale a 2, il sistema avra oo! soluzioni, e cid accade <+ m # 2, e le
soluzioni sono (1, =21 ) " a] variare del parametro reale ¢; se
. Samo20  me=2 0 '
invece m = 2, il sistema € incompatibile.

Affinché le due rette siano incidenti, imponiamo innanzi tutto che
siano complanari (ricordiamo che la complanarita & condizione nec-
essaria ma non sufficiente affinché siano incidenti), cioe che il determi-

1 1

. . . . 0 h

nante della matrice orlata associata al sistema sia nullo: det 3 0
0 1

2h — 8, quindi le rette sono complanari < h = 4; per questo valore,
la matrice dei coefficienti 4 x 3 ha rango 3, quindi le rette sono inci-
denti, e per trovare il loro punto di intersezione ¢ sufficiente risolvere
r+y+z=1
dy—2z=1
3x=1
y—z2=0

il sistema , e si trova il punto (%, %, %)

Procediamo come sopra, e troviamo che le rette sono complanari per
h =1 oppure h = 0; notiamo tuttavia che se h = 1 le due rette non
sono incidenti ma parallele, in quanto la matrice dei coefficienti del
sistema ha rango 2, quindi il valore per cui sono incidenti ¢ h = 0; per
trovare il punto di intersezione, notiamo che tutti i termini noti del
sistema sono uguali a 0, quindi le rette si intersecheranno nel punto
(0,0,0).

Affinché le due rette siano parallele, dobbiamo imporre innanzi tutto
che siano complanari (anche in questo caso & una condizione neces-
saria ma non sufficiente) e, come nel precedente esercizio, imponi-
amo che si annulli il determinante della matrice 4 x 4, cioe 0 =

2 0 1 1

det 0 1 =20 = 4h — 4, quindi le due rette sono compla-
2 h -1 0 ’
01 -2 1

nari se e solo se h = 1; per questo valore, la matrice dei coefficienti
del sistema ha rango 2 quindi le due rette sono parallele; per trovarne
il piano comune, imponiamo che questo appartenga sia al fascio di
piani per r che a quello per s, cioé che per opportuni «, 3, v e § si
abbia a2z + 24+ 1) + By —22) = vz +y — 2) + d(y — 22 + 1):
uguagliando i coefficienti delle tre variabili e dei termini noti si ha

200 = 2
che g B ;;;6 Cy—25 una soluzione del sistema (ne basta una,
a=94
a=1
. . . B=2 S
le altre saranno tutte proporzionali a questa) & =1 quindi il

0=1

1
-1
0
-1

-1
-1
-1



piano che contiene le due rette € 2z +2y —324+1=0

Procedendo come sopra, troviamo che le due rette sono complanari
per h = 1 oppure h = %, ma l'unico valore per cui le rette sono
parallele € h = 1 perche per h = % la matrice dei coefficienti ha rango
3 e quindi le rette sono incidenti; per h = 1, troviamo il piano che

contiene r e s usando lo stesso metodo di sopra e troviamo x+z+1 = 0

Essendo la retta s contenuta nel piano m, se r e s sono incidenti, lo
saranno anche r e , e il loro punto di intersezione sara anche il punto
di intersezione di r e s: questo punto corrispondera alle soluzioni del

3r—y=3
sistema { x—2z=3 , cloe P = (1,0,—1); dal testo abbiamo
z+y+2=0

inoltre che s contiene il punto Q(—2,1,1), quindi conoscendo due
punti di s possiamo facilmente trovarne I’equazione imponendo che
7‘(( Tr—xp Y —yp z—2zp >:<:r1 Y z+1)):
Tp—2TQ YP—YQ ZP—ZQ 3 -1 =2
1; imponendo che si annullino il minore formato dalle prime due
colonne e quello formato dalle ultime due troviamo s : t+3y—1=0=
2y —z—1. (Alternativamente, si poteva scrivere s come I'intersezione
tra il piano 7 e il piano appartenente al fascio per r passante per il

punto Q)

Procedendo come sopra, troviamo che s N7 = (—4,—3,3), quindi s
¢ la retta passante per (1,2,3) e (—4,-3,3), quindi s : z —y + 1 =
0=2z-3.

Per calcolare il rango di F, cioe la dimensione della sua immag-
ine, notiamo che quest’ultima & generata dalle immagini dei vet-
tori di una qualsiasi base di R?, ad esempio quella canonica, quindi
Im(F)={((1,1,1,1),(1,1,-1,-1),(1,—1,1,—1)); essendo questi tre
vettori linearmente indipendenti, abbiamo che r(F) = 3. (Alterna-
tivamente, per trovare il rango di F' si poteva calcolare la dimen-
sione del nucleo e usare il teorema rango piu nullita). Per trovare la
matrice che rappresenta F' rispetto alle basi canoniche, & sufficiente
scrivere in colonna le coordinate dei vettori della base canonica di

R, quindi M, . (F) = 1 _11 _11 . Per trovare la matrice
1 -1 -1

rispetto alle basi a e b invece conviene applicare la formula di cambi-
amento di base: My o(F) = Mp (1) M o' (F)-Mr o(I) = (M, (1))~

0 0 -1 1 11 1
0 -1 1 0 11 -1
Mee () - Moo =13 1 g 1 -1 1
1 0 0 0 1 -1 -1
L1l 00 0 1 11 1 L1
00 1 1 1 1 -1
110 |= : 1110
L0 o 01 11 1 -1 1 Lo o
1111 1 -1 -1



-1 0 1
0 0 2
1 2 3
4 4 4

(b) Calcoliamo il rango di F' come nel punto precedente: r(F) = dim ((1,-1,0,1),(-1,1,0,1), (0,0,0,0
dim ((1,-1,0,1),(-1,1,0,1)) = 2; analogamente, troviamo la ma-
trice di F' rispetto alle basi canoniche e rispetto alle altre due basi:

1 -1 0 0 0 0 1 1 -1 0
-1 1 0 0 0 1 1 -1 1 0
Mee(F)=1"g ¢ o |!Ma=| 0 1 1 1 0 0 0
1 10 11 11 1 1 0
111 2 21
2 21
1 1 0 =
100 2 20
2 21
(C) lr(F) :dim <(171737 1)7(0707030)7(37 17171)> :dim <(171737 1)7 (37_1’ 171)> =
1 0 3 00 01 1 0 3
1 0 -1 0 0 1 1 1 0 -1
Q,Me’e/(F)— 3 0 1 aMb,a— 0 1 1 1 3 0 1
1 0 1 11 1 1 1 0 1
111 2 11
6 4 4
11 0 |=
10 0 6 5 5
10 6 6
5. Per trovare gli autovalori di A calcoliamo innanzi tutto il suo polinomio
—-1-A 1 1
caratteristico: Pa()\) = det 1 -1-X 1 = -3 —
1 1 —1-=A

3A2+4 = (1-X\)(A+2)?; gli autovalori sono quindi 1 e —2, con molteplicita
algebrica rispettivamente 1 e 2; calcoliamone i rispettivi autospazi: Vi :

-2 1 1 T 0 —2x+y+2=0
1 -2 1 'y |=10]=< 22-2y+2=0 =V, =
1 1 =2 z 0 r+y—22z=0
1 1 1 T 0 z+y+2=0
(LL,1),Vao: [ 1 1T 1 )|y |=10]=< z+y+2z=0 =
1 1 1 z 0 z+y+2=0

V_o =((1,0,—-1),(0,1,—1)). Abbiamo quindi che per entrambi gli auto-
valori le molteplicita algebrica e geometrica coincidono (per A = 1 si sapeva
gia, visto che la molteplicita algebrica era 1) e quindi A ¢ diagonalizzabile.
Per trovare una matrice M tale che M ~1-A-M & diagonale, conviene con-
siderare I'applicazione lineare F' definita da A rispetto alla base canonica,
ovvero A = M.(F); inoltre, essendo b = {(1,1,1),(1,0,-1),(0,1,-1)}
una base di autovalori per A, e quindi per F, avremo che M;(F) ¢ diag-
onale, ma essendo My(F) = My o(I) - M(F) - M p(1) = (Mep(I))~1 - A-

1 1 0
M. ,(I), possiamo scegliere M = M. ,(I)=| 1 0 1
1 -1 -1

Pp(\) ==X 4+2X2 =X —4 = (A +1)(=A? + 3X\ — 4), quindi B ha I'unico
autovalore reale —1, con molteplicita algebrica 1, quindi I'unico autospazio



di B avra necessariamente dimensione 1 e dunque la matrice non puo es-
sere diagonalizzabile. V_; = ((0,1,0)).

Po(A) = M —2X3 —4X? + 8\ = A\(A —2)(A+2)2, quindi gli autovalori di C
sono 0 e 2. Gli autospazi di C sono Vy = ((0,0,1,—1)), Vo = ((1,1,0,0)),
V_o = {(0,0,1,1)); la somma delle dimensioni degli autospazi & minore
dell’ordine della matrice e quindi C' non & diagonalizzabile.

Pp(A\) = M —4X3+4)2? = A\2(A—2)?, quindi D ha come autovalori 0 e 2, e i
rispettivi autospazi sono ((1, 0,0, 1), (0,1,1,0)) e ((1,0,0,—1), (0,1, —1,0));
la matrice e pertanto diagonalizzabile e una matrice M avente quella pro-

1 0 1 0

C s 01 0 1
prieta e 01 0 -1
10 -1 0O



