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Teorema 1. 9
Siano n > m, f € C*(R",R™) e zy € R"™ tale che —f(zg) ha rango massimo.
Allora esiste un intorno aperto O di xg e un diffeomorfismo ¢ : O — O tale che
fow é affine.
Dimostrazione.
A meno di riordinare le coordinate, si pud supporre x = (u,v) € R™ x R"™™
0
con a—f(xo) invertibile; dunque, ponendo F(u,v,y) = f(u,v) —y : R"™™ — R™
u
si ha
oF

0 . o
F(ug,vo, f(x0)) =0 e %(uo,vmf(xo)) = a—i(xo) ¢ invertibile

dunque per il teorema della funzione implicita esistono r > 0 e ¢ : B,.(vg) X By (f(x0)) — By(uo)
tale che

fle(v,y),0) —y = Fle(v,y),v,9) =0 (1)
ponendo dunque ¥ (u, v) = (¢(v,u — up + yo),v) si ha
fW(u,v)) = f(e(v,u—uo + yo),v) = u —uo + Yo

che ¢ lineare; inoltre, dalla (1) si ricava che

0 0
o eo). o) 5 ) = L

0] . _
e dunque a—w ¢ invertibile e pertanto, essendo
Y

a—w(u v): %(v,u7u0+y0) %f(vvufquryo)
o 0 -

1 & un diffeomorfismo. O



Teorema 2 (Rango costante).

Sia f € C*(R™,R™) tale che f(0) = 0.

Il rango di —— é localmente costante in 0 se e solo se esistono due intorni
x

OCR" UCR™ di 0 e due diffeomorfismi ¢ : O — O, ¢:U — U tali che

po fo é lineare.

Dimostrazione.

0
Se esistono ¢, 1 con queste proprieta allora il rango di —f ¢ localmente costante

or
Ipo forh)
0

perché lo & quello , perché quest’ultima mappa lineare, e dunque

essendo o, 1 diffeomorfismi,
(@) =1 (g ww)) = (2222 ()

¢ localmente costante.

: L : - 0
Viceversa, ser | = | = k, si puo supporre a meno di rotazioni che Im <f> =0 xRF

Ox ox
e scrivere z = (u,v) € R"F x R*, f(u,v) = (g(u,v), h(u,v)) € R™ % x R¥ con
Oh
0 di rango k; dunque, per il teorema 1, esiste un intorno O di 0 e un diffeomorfi-

smo ¥ : O — O tale che (h o ¥)(u,v) = v; ponendo inoltre p(w, v) = (w — (g o ¥)(0,v),v),
quest’ultimo & un diffeomorfismo locale in 0 perché

a(p _ Lk W(Oa U)
d(w,v) (w,v) = < 0 I,

Infine, poiché la matrice

Npolov), ) — 9GO0 (44, v) — 20N (0, ) 22 (4 ) — 292 ()
ox ’ 0 ]Ik

O(g o ¥(u, U)a; g°$(0,v)) = 0 edunque g o ¥(u,v) = g o 1 (0,v),
pertanto ¢ o f 0 $(u,v) = (g0 %)(u,) — (90 $)(0,v), ) = (0,0) che & lincar
re. O

deve avere rango k, dev’essere

Definizione 1.

Sia M C R".

M si dice sottovarieta di dimensione k se per ogni x € M vale una delle tre
equivalenti proprieta:

OF
1. Esiste O C R intorno aperto di z e F € C" (O,R""*) con 87(3:) suriet-
tivae M NO = F~1({0})
2. Esistono aperti V' 3 0di R¥ e O 3 0 di R™ un omeomorfismo f € C*(V,0 N M)

con f(0)==xe %(0) iniettiva



3. Esiste O C R" intorno apertodi z e ¢ € C1(0,0) con (O N M) = (RF x 0)n O
Lo spazio tangente a M nel punto x &, nei tre casi, rispettivamente:

1. T,M = ker (gf(@) 2. T,M = Im <g£(0)> 3. TM = (g:f)_l R

Definizione 2.

Sia M uno spazio topologico di Hausdorff.

M si dice varieta differenziabile con bordo di dimensione k se esisto-
no due famiglie {(Ou; ¥a)aca; {(Op,pp)sep tali che O,, 0 C M sono aper-
ti che ricoprono M e ¢4 : Oy — RF, wp:0p — RF N {z € RF :2; < 0} sono
tali che @, o gogl t0(Ua NUg) = ¢a(Us NUR) sono diffeomorfismi per ogni
U,NUs # 0.

Se x € @El({x € R¥: 1 = 0}) per qualche 8, z ¢ detto punto di bordo;
I'insieme dei punti di bordo & detto bordo di M e si indica con OM.

Osservazione 1.
Se M & una varieta differenziabile con bordo di dimensione k, M ¢ una varieta
differenziabile di dimensione k — 1.

Definizione 3.

Siano M, N due varieta e F € C*(M, N).

Il differenziale di F' in = ¢ applicazione lineare D, F' : T, M — T, N definita
come

D.7 (G0)) = GFO0)

per ogni curva v : R — N con v(0) = z.

t=0

Definizione 4.
Siano M, N due varieta, 2 € M e F € C'(M, N).
oF
Se 6—($) ¢ suriettiva, x si dice punto regolare per F; altrimenti, x si dice
x
punto critico per F'.
Se esiste un punto critico z € F~({y}), y € N si dice valore critico per F;
altrimenti, y si dice valore regolare per F.

Osservazione 2.
Se y & un valore regolare per F: M — N, allora F~'({y}) ¢ una varieta di
dimensione dim(N) — dim(M).

Definizione 5.

Sia W C N una sottovarieta e f € C'(M, N).

Se Im(Dy f) + T)W = Ty N per ogni x € M tale che f(x) € W, f ¢ tra-
sversale a W e si indica f h W.

Lemma 3.
Sia W C N una sottovarieta e f € C'(M, N) trasversale a W.
Allora f~ (W) é una sottovarieta di M tale che dim(N) — dim(W) = dim(M) — dim (f~(W)).



Dimostrazione.

Posti n = dim(M), k = dim(N) e [ = dim(W), per ogni = € f~* (W) esiste un

intorno U di f(z) e p € C* (U, R"*) tale che U N W = ¢~ ({0}) e, per la conti-

nuita di £, f~'(U) & un intorno di z tale che (p o £) "1 ({0}) = ' (¢ 7' ({0})) = fFH(UNW) = fHU) N fF1(]
e inoltre 2 ¢ regolare per ¢ o f perché, essendo ¢ nulla su W, Dy (Ty) W) = 0

e dunque

Im(Dy(p o f)) = Dy(ayp(Im(Dz f)) = Dy p(In(Dy ) + Ty ()W) =

k—I1
= Dy p(Tjm)N) =R

dunque f~HU) N 7Y W) = (po f)~1({0}) & una varieta di dimensione n — k + [,
e quindi lo & anche f~(W). O
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Definizione 6.

Siano M, N, W varieta e f € C*(M,N), g € C*(W, N).

f e g si dicono trasversali se per ogni x € M,y € W con f(z) =g(y) si ha
Im(Dz f) +Im(Dyg) = Ty N, e si indica f h g.

Osservazione 3.
Due mappe f € C' (M, N) e g € C*(W, N) sono trasversali se e solo se la mappa
(f,9): (x,y) = (f(z),g(y)) & trasversale alla diagonale Ay = {(z,2) : z € N}.

Definizione 7.
Sia S C R*.
S si dice di misura 0 se per ogni € > 0 esiste una famiglia numerabile di palle
{Bi}ien tali che S C | J Bie > Vol(B;) <.
i€N i€B
Osservazione 4.
Gli insiemi di misura 0 hanno le seguenti proprieta:

1. Se {S;}ien © una famiglia di insiemi di misura 0, allora anche U S; ha
ieN
misura 0.

2. Se S ha misura 0 e ¢ € Lip (Rk,R") e Lipschitz, allora anche ¢(S) ha
misura 0.

Teorema 4 (Morse-Sard).

Sia f € C* (R",Rk).

Allora Uinsieme dei suoi valori critici ha misura nulla in RF
Dimostrazione.

Procediamo per doppia induzione su n e k.
Sek=1en=0,Im(f) & un punto e dunque ha misura nulla in R; supponiamo



dunque che il teorema sia vero per k=1 e n — 1 e mostriamo che vale anche
per k =1 e n: indicando con C I'insieme dei punti critici di f e

] (.’ﬂ) = O,Vj = (jl??jn) con |j| S ’Il}

basta dimostrare che f(X,) e f(Cy\X,) hanno entrambi misura 0: definendo,
per ogni j = (J1,..-,Jn),

|
T

,<x>—o,Dm‘98']f¢0}

glilf N\

si ha C/\X,, C U Vj, con V; = (ax(x)> ({0}) varieta di dimensione
lj|<n—1 ’

n — 1, ma essendo Cy NV, C Cf|vj, allora

AKX < 31Vl < 3 |1 (0, )| =0

l7]<n l7]<n

ove l'ultimo passaggio segue dall’ipotesi induttiva; quanto a X,,, & sufficiente
provare che |f(X, NI)| =0 per ogni cubo I C R™ di lato 1: su X, NI si avra

1
1f(x) = fFW)I < Cllz —y[|"*", quindi dividendo I in o cubetti Q; di lato ¢,

che dunque saranno tali che diam(f(Q;)) < Ce™"!: prendendo quindi una palla
B; D f(Q;) avente tale diametro, si ha

f(Xy) = Uf(QZ) C UBi con ZVO](Bi) < ZCS”“ < Ce

e pertanto la base induttiva e provata.
Mostriamo ora che se il teorema ¢ vero per n — 1 e k — 1 allora ¢ vero anchs

per n e k: scrivendo f = (f, fk), sey = (Y,yr) € R* & critico per f, allora yy &

regolare per f oppure ¢ € critico per f|f,jl({yk})5 tuttavia, per ipotesi induttiva,

i valori critici di f : R™ — R hanno misura nulla e, essendo f, Y(yx) una n — 1-

varietd, anche quelli di f|f’1(yk) : fk_l(yk) — R*! quindi per il teorema di
k

Fubini anche i valori critici di f generati da ciascuna delle due famiglie ha
misura nulla, e dunque |f(Cy)| = 0. O

Osservazione 5.

Nel caso k > n, tutti i punti di una mappa f € C* (R", Rk) sono critici, dunque
I'insieme dei valori critici coincide con Im(f); dunque, il teorema di Morse-Sard
4 dice che in questo caso Im(f) ha misura nulla in R™, cosa che in genere non
€ vera se si suppone f solo continua, come ad esempio nel caso della curva di
Peano.



Corollario 5.

Ogni varieta liscia M si puo scrivere come M = U B; con B; C By sottova-
ieN

rieta di M compatte con bordo.

Dimostrazione.

Fissata M, costruisco o : M — R tale che a~1([0,]) & compatto per ogni t; per

il teorema di Morse-Sard 4, esiste una successione t; " oo di valori regolari,
1—+o00

dunque ¢ sufficiente porre B; := o~ *([0,#;]) per avere una successione crescente

di varieta compatte con bordo che ricoprono M. O
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Definizione 8.

Sia F € C'(M, N).

Se D, F': Ty M — Tp(,) N ¢ suriettiva per ogni x € M, F' ¢ detta summersione.
Se Dy F' : T, M — Tp(,) N & iniettiva per ogni x € M, F' ¢ detta immersione.
Se F' ¢ un’immersione e un omeomorfismo sull’immagine, I ¢ detta embedding.

Proposizione 6.

Sia F € CY(U x M, N) una summersione e (u,z) € F~1(W) regolare perplp-1(wy,
ove p: (u,z) = u.

Allora fy, := F(u,-): M — N ¢é trasversale a W in x.

Dimostrazione.
Essendo F' una summersione, F th W e dunque F~ (W) & una varieta e

T(u,:c)Fil(W) = {(va) € TmU X TIM : D(u,x)F(vag) € W} =

= {(y,g) eT,UXxT,M: %(u,x)v—&— %(u,x)f € W}

Inoltre, per la suriettivita di Im(D, ) F'), per ognin € Tp(y z) N esistono v, € T,U, &, € T, M
oF OF

tali che %(u,x)vn + %(U,m)fn =1 perNipotesi, D(x,u)|F—1(W)~: (v,§) > & e

suriettiva, dunque per ogni v, € T, U esiste §,, € T,, M tali che (vn, §,,> € T(uw)F*l(W);

dunque,

OF oF
n= aiu(uvx)v’l] + %(u7$)€17 =

OF oF ~ OF =
= S (v, + (w06 + 5 (w,2) (& = &) € T W +Im(D, £.)

per l'arbitrarieta di n, si ha Tt )N C T, ()W + Im(D, fu) e dunque f, th W
in x. O

Proposizione 7.

Siano U, M, N wvarieta, F € Cl(U X M,N) una summersione e W C N una
sottovarieta.

Allora, f, MW per q.o. u e U.



Dimostrazione.
Dal teorema di Morse-Sard 4, q.0. u € U ¢ regolare per p|g-1(w), e dunque
applicando la proposizione 6 per questi valori si ottiene la tesi. O

Corollario 8.
Sia f € C* (M, Rk) e W C R” sottovarieta.
Allora, per q.o. y € R*, la mappa fy o — f(z)+y é trasversale a W.

Definizione 9.

Sia M C R¥ una n-varieta.

Il fibrato vettoriale M x R* & detto fibrato vettoriale banale.

Il fibrato vettoriale TM := {(x,v) : ® € M,v € T, M} & detto fibrato tangen-
te.

11 fibrato vettoriale SM := {(z,v) € TM : ||v|]| = 1} & detto fibrato sferico.

Il fibrato vettoriale TM ™" := {(z,v) : € M,v € T,M*} & detto fibrato nor-
male.

Osservazione 6.

Il fibrato vettoriale banale ha dimensione n + k, il fibrato tangente ha dimensio-
ne 2n, il fibrato sferico ha dimensione 2n — 1 e il fibrato normale ha dimensione
2n — k; inoltre, ogni fibrato vettoriale & un sottofibrato di quello banale, e in
particolare M x R" = TM & TM+

Teorema 9 (Whitney).
Sia M una n-varieta.
Allora esistono un’immersione ¢ : M — R*™ e un embedding 1 : M — R?"+1,

Dimostrazione.
Innanzi tutto, in virtt del corollario 5, si puo supporre M compatta oppure
M = M\OM con M compatta con bordo; dunque si puo supporre di avere un nu-

m
mero finito di carte locali {(U;, i) }i=1,...,m € prendere V; € U; con M = U Vis

i=1
per ogni i € {1,...,m} prendiamo a; € C*(M,R) con supp(a;) CU; e a; = 1
su V; e consideriamo ¢ : & — (a1 (z)p1(x), ..., am(z)pm(x)); € un embedding di
M in R™" dunque d’ora in poi si pud supporre senza perdita di generalita che
M C R™™.
A questo punto, per dimostrare 'esistenza dell’immersione ¢ & sufficiente che per
almeno un valore di I € S*~! la proiezione m; : R¥ — I+ ristretta a M sia un’im-
mersione per ogni k > 2n, perché iterando il procedimento si otterra un’immer-
sione in R?™; per mostrare questo fatto, notiamo che D, ¢ iniettiva se e solo
se | ¢ T,M C R"; definendo p: SM — S¥~! come p(z,v) = v, la sua immagi-
ne ha misura nulla per il teorema di Morse-Sard 4, e dunque per ogni z € M
fissato I'insieme degli I € T, M NS, cioe I'insieme dei valori per cui 7; non &
un’immersione, ha misura nulla, e dunque in particolare non & vuoto.
Per mostrare 1’esistenza dell’embedding 1 e sufficiente far vedere che, per k > 2n + 1,
m|p sia un embedding per q.o. [ € S¥=1, e per la compattezza di M vasterd
mostrare Piniettivita di m|M; posta & = M x M\Ajy, considero @ : ¥ — SF~1



. ~ T — c . TR

definita da @(z,y) = ﬁ: essendo una mappa liscia tra una varieta di di-
r—y

mensione 2n e una di dimensione k — 1 > 2n, per il teorema di Morse-Sard 4

la sua immagine avra misura nulla in R”; tuttavia, essendo m; & iniettiva sul

complementare dell'immagine di ¢, che ha misura nulla, lo & per q.o. [, e quindi

si ha la tesi. O

Osservazione 7.

Data una n-varieta M C R¥ lamappa F : TM* — R* definita da F(z,£) =z + ¢
ha rango massimo, come si puo vedere facilmente calcolando le derivate, dunque
¢ un diffeomorfismo su un intorno O,; di M.

Definizione 10.

Sia M C R* una n-varieta.

L’intorno Oy, definito in precedenza € detto intorno tubolare e I'inversa locale
di Fsidenotaconmy : F~':0p = M

Proposizione 10.

Siano M, N wvarieta, f € C*(M,N) e W C N una sottovarieta.

Allora esiste f: M — N arbitrariamente vicina a f (nella topologia Cl) tale
che fh W.

Dimostrazione.

Per il teorema di Whitney 9 si puo supporre M, N C R¥; la mappa F(z,y) :  — 7 (f(2) + ),
definita su un intorno Oy; C R¥ di M, & una summersione e dunque, per la pro-

posizione 7, f, = F(-,y) ¢ trasversale a W per q.o. y € R*, in particolare lo

¢ per y arbitrariamente vicini a 0, valori per cui f, ¢ arbitrariamente vicina a

I O

Proposizione 11.
Siano M, N wvarieta e f € C(M,N).
Allora esiste f € C'(M, N) arbitrariamente vicina a f (nella topologia C°).

Dimostrazione.

Supponiamo M, N C R* e consideriamo f o mys : O — R”; essendo continua,
esiste un polinomio g arbitrariamente vicino nella topologia CY; dunque, pren-
dendo un intorno tubolare O D N, la mappa f =y o g|as ha le proprieta
richieste. O
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Lemma 12.
Sia M varieta con bordo, f € CY(M,N) e W C N sottovarieta tale che f|apr th W.
Allora esiste f € C'(M, N) arbitrariamente vicina a f (nella topologia C*) tale

Ch@ ,ﬂaM = f|6M e frh W.



Dimostrazione.

Supponiamo M, N C R¥ e prendiamo a € C'(M, R) tale che algpy =0ea=1
fuori da un intorno di 9M; allora, la mappa f, : © — nn(f(x) + a(z)y), definita
su un intorno Oy di N, assume gli stessi valori di f su OM, ¢ trasversale a W
per q.o. ¥, in particolare per y arbitrariamente vicina a 0, e dunque per questi
valori si ottiene la f desiderata. O

Definizione 11.

Siano fo, f1 € C(M, N).

Una omotopia tra fy e fi ¢ una mappa F : M x [0,1] — N tale che F(-,i) = f
per i =0,1.

Proposizione 13.

Siano M, N wvarieta e f € C(M,N).

Allora, un intorno U di f (nella topologia C°) tale che per ogni go, g1 € U esiste
un’omotopia tra go € gi.

Dimostrazione.

Supponiamo N C R¥; se go, g1 sono vicine a f nella topologia C°, allora tg; (x) + (1 — t)go(z) € On
per un opportuno intorno Oy di N, dunque se Oy € un intorno tubolare basta

prendere F(z,t) = ny(tgr(z) + (1 — t)go(z)). O

Definizione 12.
Sia F = U E, un fibrato vettoriale e 7 : E, — x la sua proiezione.
xeM
Una sezione di F ¢ una mappa s € C*(M, F) tale che mo s = Id.
Un campo vettoriale X su M ¢ una sezione di T'M e si denota X € Vec(M);
per ogni diffeomorfismo ¢ : M — N, si pone p.(X) 1 y — dy-1({y¢ (X (cp_l({y})))

Proposizione 14.
Sia M una n-varieta, X € Vec(M) e xg € M tale che X (xg) # 0.
Allora esiste un intorno Oy, 3 xzo e una carta locale ¢ : Oy — R tale che

Dimostrazione.
A meno di diffeomorfismi, si pud supporre M = R", 29 = 0 e X;(0) # 0; conside-
SHty) = X((t,y))

riamo, sull’iperpiano (0, z2, ..., xx) = (0,y), la soluzione v(t, y) di
perpiano (0, z2 k) = (0,9) V(t,y) {W(O)y):y

si tratta di un diffeomorfismo locale perché

o) "% = ( 0 I, )

Dunque, ¢ = v~ ! & un diffeomorfismo con le proprieta volute perché

- (0)@) = D1 (X)) = Dy (G11)) = (10.2..0



Osservazione 8.

Per ogni fibrato £ su M e ogni sezione s: M — E esiste un’altra sezione §
arbitrariamente vicina a s tale che s h M.

In particolare, scegliendo £ = T'M, per ogni campo vettoriale X su M ne esiste
un altro X arbitrariamente vicino a X con X M M.

Proposizione 15.
Sia M una 1-varieta compatta connessa.
Allora M ¢ diffeomorfa a [0,1] oppure a S*.

Dimostrazione.

L’insieme degli zeri di un campo vettoriale X su M che abbia 0 come valore
regolare & una 0-verieta, cioe un insieme discreto e quindi, per compattezza,
discreto; dunque ogni soluzione di ¢ = X (q) ¢ definita globalmente da un punto
di equilibrio all’altro e definisce un diffeomorfismo tra R e la sottovarieta ristretta
all’intervallo tra questi due punti; incollando questi diffeomorfismi si ottiene un
diffeomorfismo globale, che & tra M e [0,1] se M ha bordo, e tra M e S' se M
non ne ha. O

Teorema 16.
Sia B™ C R™ la palla unitaria chiusa e ¢ € C*(B™,S™).
Allora, non puo accadere che pgn-1 = 1d.

Dimostrazione.

Se esistesse una ¢ siffatta, per il teorema di Morse-Sard 4 avrebbe un va-
lore regolare y, e ¢ '({y}) sarebbe una varieta compatta con bordo di di-
mensione 1, e dunque ¢ unione disgiunta di copie diffeomorfe di S' e [0,1] e
percio ha un numero pari di punti di bordo; tuttavia, per ipotesi dev’essere
20 {y}) = ¢ ' {y}) NS™ ! = {y}, e questo & assurdo. O

Teorema 17 (Brouwer).

Sia ¢ € C*(B",B").

Allora esiste x € B™ tale che p(x) = x.

Dimostrazione.

Se fosse p(z) # x per ogni = € B™, si potrebbe costruire una mappa v : B" — "
nel seguente modo: detta r la retta passante per x e p(z), ¥(z) & il punto di

r NS tale che z si trova tra 1 (x) e ¢(x); 1 sarebbe una mappa di classe C*
che coincide con l'identita su S"~!, ma non puo esistere per il teorema 16. O
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Osservazione 9.
Il teorema di Brouwer 17 non & piu valido se si sostituisce R™ con uno spazio di
Banach di dimensione infinita; infatti, prendendo

+oo
ly = {{xk}keN : in < +OO}

k=0

10



e la palla sua unitaria chiusa

per f(z)= (\/1 - ||13H2,x1,a:2,...,) si ha f(B) =0B =:S, dunque se fosse
f(z) = x per qualche z € B, si avrebbe z € S, ma 'uguaglianza delle prime
componenti darebbe z; = 0, 'uguaglianza delle seconde componenti darebbe
x9 =0 e cosi via, quindi x =0 ¢ S.

Definizione 13.
Siano X,Y spazi di Banach e B C X la sua palla unitaria chiusa e f € C'(B, X).
f si dice compatta se f(B) ¢ compatto.

FEsempio 1.
1

Prendendo X = (C([0,1],R), | - [|s), la mappa f:u(t) — / K(t,s)p(u(s))ds

0
¢ compatta se K & continua e ¢ & continua e limitata; infatti, f(B) ¢ un insieme
di funzioni equilimitate ed equicontinue, perché

@) = F@(E2)] < el [ 1K(t1,9) = Kas)ds =, 0

1
indipendentemente da u, e pertanto ¢ compatto per il teorema di Ascoli-Arzela.

Definizione 14.
Sia M una varietd, {O4}aca un suo ricoprimento di aperti e {es}aca una
famiglia di mappe di classe C* da M a [0, +00) tali che

supp,,, C Oq
Per ogni # € M esistono Oy, ...,0q,, tali che po(z) =0se a & {ay,...,q;,}
> pai(x) =1 per ogni x € M

Allora {eq}aca si dice partizione dell’unita subordinata a {Og }aca.

Lemma 18.
Siano X, Y spazi di Banach, B C X la sua palla unitaria e f € C(X,Y) limitata.
Allora, f é compatta se e solo se é limite uniforme di mappa di rango finito.

Dimostrazione.

Supponiamo che f sia limite uniforme di una successione f; di mappe di rango
finito; in particolare, le fj sono compatte, e dunque ogni {zy}reny C B ha un’e-
stratta zx1 tale che fi(zg,1) converga; a sua volta, xj 1 avra un’estratta xy o
tale che fo(xp—2), e cosi via; diagonalizzando, fi(zk k) kﬁjm y, € dunque

1 f(xr k) =yl <N f(xrr) = frlerp)ll + [ fr(re) —yl <

< = felles,x) + 1 fr(zre) =yl o 0

11



percio f(xx) ha un’estratta convergente e dunque f ¢ compatta.
Supponiamo viceversa che f sia compatta e, fissato £ > 0, ricopriamo f(B) con
palle B:(y) di raggio € centrate in ogni suo punto y; per compattezza, se ne

puo estrarre un sottoricoprimento finito {B; (y;)}i,; se e; € una partizione
Ne

dell’unita subordinata a {B; - (y;)};, € sufficiente porre fe(z) = Z e;(f(x))y::
i=1

Ne Ne

doelf@)f(@) =) elf(x))y

i=1 i=1

1f(x) = fe()[| =

<

<Y G @II@) — ol <Y elf@) =<

O

Teorema 19 (Schauder).
Sia X uno spazio di Banach, B C X la sua palla unitaria e f : B — B compatta.
Allora esiste © € B tale che f(z) = x.

Dimostrazione.

In virth del lemma 18, & sufficiente far vedere che f & limite uniforme di mappe di
rango finito: ponendo f. come nella dimostrazione del lemma 18, f.(B) C B per
la convessita di B; in realta, essendo di rango finito, f.(B) C BN (R™ x {0}),
dunque per il teorema di Brouwer 17 la mappa f|Bﬁ(Rn5><{(]}) ha un punto

fisso x., ma essendo z. C f(B), che ¢ compatto, a meno di estratte si avra
Te T € feB)CBe f(zx) = lirr(l)fg(xg) = lim — 0z, = z. O
e— E—r £

Teorema 20.

Siano M, N wvarieta di cui M é compatta, W C N una sottovarieta chiusa tale
che dim(M) + dim(W) = dim(N) e F un’omotopia tra due mappe fo, f1 € C(M,N)
trasversali a W tale che ff(OM)NW =0 = f,(M)NoW.

Allora, #f5 " (W) = #f71(W) mod 2.

Dimostrazione.

Innanzi tutto, per trasversalita, f~'(W) & una O-varietd compatta, dunque &
finito; per il lemma 12 si puo supporre F' h W, a meno di sostituirla con un’altra
omotopia sufficientemente vicina da rispettare le ipotesi del teorema; dunque,
F~Y(W) & una 1-varieta con bordo

FH W) N (M x {0}) UF~ (W) N (M x {1}) = fo {(W) U frH (W)
ma il bordo di ogni 1-varieta ha un numero pari di punti di bordo, quindi

0=#f "(W)+#f (W) mod2=#f"(W)—#f (W) mod 2

12



Corollario 21.

Siano M, N, W wvarietd di cui N connessa e dim(M) + dim(N) = dim(W), F
un’omotopia tra due mappe fo, f1 € C(M,N) e G un’omotopia tra due mappe

9o, g1 : W — N tali che f; M g; peri=1,2 e f(OM) N g (W) = fi(M) N g,(OW) = 0.
Allora

#{(z,y) : fo(z) = go(y)} = #{(z,9) : fi(z) = g1(y)} mod 2

Dimostrazione.

La mappa F x G : (t,z,y) — (F(t,x),G(t,y)) € C(M x W — N x N) & un’o-
motopia tra (f x g)o = F x G(0,-) e (f x g)1 = F x G(1,-), entrambe trasver-
sali alla diagonale Ay, dunque per il teorema 20

#{(z,y) : folz) = g0(y)} mod 2=#(fxg);'(Ay) mod2=

=#(f x9)1"(Ax) mod 2 =#{(z,y): fi(z) = g1(y)} mod 2
0

Teorema 22.

Siano M, N varieta compatte senza bordo della stessa dimensione di cui N con-
nessa, f : M — N ey regolare per f.

Allora, #f~1({y}) mod 2 non dipende da y.

Inoltre, se fy: M — N & un’omotopia, allora #f7*({y}) mod 2 non dipende
dat.

Dimostrazione.

Poiché y & regolare, W := f~'({y}) ¢ trasversale a f; essendo poi N connessa,
tutte le applicazioni costanti sono omotope tra loro, dunque si puo applicare il
corollario 21 per ottenere

#7 ({yn}) mod2=4#{z: fx) =y} =#{z: f(z) =42} mod 2=

=#f""({y2}) mod 2

per ogni y1,y2 € N.

Inoltre, se F': M x I — N & un’omotopia tra fy e f1, allora per ogni ty,t; € I
anche F(t(t; —to) + to,x) : M x I — N ¢ un’omotopia tra f, e fi,, dunque per
il teorema 20

#fi,' ({y}) mod 2=#f"({y}) mod 2

Definizione 15.
Sia M una varieta con carta locale {(Uy, o) }aca-

M si dice orientabile se ¢, o <p/§1 : Uy NUg — Uy NUg € tale che det (@a o %;1)

ha lo stesso segno per ogni «, 8 € A.

13



Osservazione 10.

Una n-varieta M & orientabile se e solo se esiste una n-forma differenziale mai
nulla w € A"(M).

Infatti, se M ha una n-forma w mai nulla, allora prendendo dz; . .. dz, € A"(R")
si ha ¢}, (dxy ...dzxy) = faw € A" (U,) C A™(M) per una certa f, che ha segno
costante indipendentemente da «; dunque,

det (gpa o npgl) (dxy...dz,) = ((pa o Lpgl)* (day ...dw,) =

— o5 (@hda . de)) = 05 (faw) = ;ﬂd oy

Jfa

con — > 0.
I
Viceversa, essendo

Wa = @ (dry ... dz,) = (det (cpa ) ¢gl)> ep(dry ... dxy,)

foz,/? ws

per ipotesi f, g ha segno costante indipendentemente da o, 3, dunque prendendo

una partizione dell’unita p, subordinata a Uy, la forma w = Z Pawa € A" (M)

acA
non si annulla mai, perché le w, hanno segno costante e le p, non si annullano

mai simultaneamente.

Lezione 6 — 10/11/2011

Definizione 16.

Sia M una varieta orientabile e wy, ws € A™(M) due forme differenziali mai nulle.
w1 e wo definiscono la stessa orientazione se esiste a(x) > 0 tale che w; = aws,
e si indica wy ~ ws.

Osservazione 11.
Se M e connessa esistono due sole possibili orientazioni, perché se w; = aws con
a(x) # 0, allora a(z) > 0 oppure a(z) < 0.

Definizione 17.

Siano e = {e1,...,en} e f ={f1,..., fn} due basi di R™.

e e [ definiscono la stessa orientazione se la matrice di cambiamento di
base M.y ha determinante positivo, e si indica e ~ f.

Definizione 18.

Sia M una varieta orientata con w € A" (M) mai nulla e sia e = {e1,...,e,} una
base di T, M.
e si dice positivamente orientata se w(x)(eq,...,ey) > 0.

14



Osservazione 12.

Se M & una varieta orientata, 7 : [0,1] — M una curva {ey,...,e,} una base di
T, 0yM positivamente orientata e {e1(t), ..., e,(t)} ¢ una base di T4 M che va-
ria con continuita al variare di ¢ € [0, 1], allora {e;(¢),...,en(t)} € positivamente
orientata di; infatti, se w € A"(M) € una forma mai nulla, t — w(e1(t),. .., en(t))
& una funzione continua su [0, 1] mai nulla e positiva in 0, dunque positiva su
tutto [0, 1].

Lemma 23.

Sia M una varieta, v C M una curva regolare e {ei, ..., e, } una base di Ty M.
Allora esistono e (t), ..., e, (t) € C*([0,1],TM) tali che {e1(t),...,en(t)} ¢ una
base di T,y M.

Dimostrazione.
Supponiamo che = non si autointersechi e consideriamo il campo vettoriale
V(y(t)) = 4(t), definito su Im(y) ed esteso ad un suo intorno tubolare e poi su M
in modo che abbia supporto compatto; dunque, il flusso ¢ () = (¢, x) associato
all’equazione differenziale ¢ = V' (¢) & un diffeomorfismo con ¢ (v(s)) = v(t + s),
dunque ¢ sufficiente porre e;(t) = D, (o)p¢(es)-

Se invece 7 si autointerseca, consideriamo la curva ¥(t) = (y(t),t) C M xR e
definiamo il campo vettoriale V(y(t)) = ﬁ(t) = (¥(t),1) esteso a M x R ana-
logamente a prima; in questo caso, se ¥;(x) ¢ il flusso associato all’equazione
§="V(g1)

autonoma
{ t=1

, bastera porre e;(t) = D~ (0),0)¢ (€;)- O
Proposizione 24.

Sia M una n-varieta.

M ¢ orientabile se e solo se per ogni coppia di curve v, su M con stessi estre-
mi e per ogni coppia di basi lisce {e1(t),. .., en(t)},{€1(t),... e, ()} diTy,yM e
Ty 1y M rispettivamente, con e;(0) = €;(0) si ha{e1(1),...,ex(1)} ~ {el(1),... e

Dimostrazione.

Supponiamo che M sia orientabile; allora, t — w(7y(t))(e1(t),...,en(t)) et — w(y(t)) (€} (t), ...

sono due funzioni che non cambiano segno e hanno lo stesso segno in 0, dunque

devono avere lo stesso segno anche in 1; essendo poi w(y(t))(e1(t), . .., en(t)) = det(M)w(v(¢))(e

dove M e la matrice di passaggio da una base all’altra, si ha det M > 0 e cioe
{er(1),...,en(1)} ~ {6/1(1)7 R e/n(l)}

Viceversa, se {(Un; ¥a) taca © un atlante su M > z, per ogni base {ey, ..., e, } di
T, M e per ogni o € A prendo y,, € U,, una curva -y tra z e y, e una base liscia su
«y costruita come nel lemma 23; se {D,, vae1(1),..., Dy, @aen(1)} & una base di
R™ con la stessa orientazione della base canonica, poniamo @, = @, altrimenti
componiamo con un diffeomorfismo che scambia ’orientazione; in questo modo,
latlante {(Ua, Pa)}qca © Positivamente orientato, perché per ogni y € U, N Up
le basi {Dy@aei(1),...,Dy@aen(1)} e {Dy@gei(1),..., Dypgen(1)} definiscono
entrambe la stessa orientazione della base canonica di R", dunque la stessa, e

quindi det (@a o @El) > 0. O

15
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Definizione 19.

Siano M, N orientabili di cui M e compatta, W C N una sottovarieta orientabile
chiusa tale che dim(M) + dim(W) = dim(N) e sia f € C*(M, N) trasversale a
W tale che f(OM)NW =0 = f(M)NoW.

Il numero di intersezione di f e W ¢

f-W= Z sign(w(x)(fele1), .- fulen),ns - 0m))

zef~H(W)

per una qualsiasi 0 < w € A"*™(N), {e1,...,e,} base positivamente orientata
di T, M e {m,...,nm} base positivamente orientata di T (x)W.

Se M,N,W sono varieta orientabili di cui M, W sono compatte e tali che
dim(M) + dim(W) = dim(N), e f € C1(M, N), g € C*(W, N) sono tali che f h ¢
e f(OM)Ng(W) =0= f(M)Ng(dW), allora il numero di intersezione di f
ege

fg: Z Sign(w(x)(f*(el)a"'7f*(eﬂ)7g*(771)7"'vg*(nm)))

zef~H(M)Ng=H (W)

per una qualsiasi 0 < w € A" (N), {e1,...,e,} base positivamente orientata
di T, M e {m,...,nm} base positivamente orientata di TrayW.

Osservazione 13.
La definizione di numero di intersezione non dipende dalla scelta della forma w
né delle basi {e1,...,en} e {N1,...,0m}.

Teorema 25.

Siano M, N wvarieta orientabili di cui M é compatta, W C N una sottovarieta
orientabile chiusa tale che dim(M) + dim(W) = dim(N) e sia f; : M — N un’o-
motopia tale che fy MW e ff(OM)NW =0 = f,(M)NOW.

Allora f() W = fl -W.

Dimostrazione.

F~Y(W) ¢ una l-varieta, cioé unione di circonferenze e segmenti, con bordo
OFY(W) = fo ' (W) x {0} U f7 (W) x {1}; se (z,0) & I'estremo di una curva
di 9F (W) e laltro estremo & in f; *(W) x {0}, sia v una parametrizzazio-
ne di questa curva; se {e1,...,e,} ¢ una base di T, M, allora per trasversalita
{(€1,0),...,(en,0),7(0)} & una base di T{, )M x [0,1] e dunque si puo estende-
re in maniera continua a una base {€1(t),...,€,(t),¥(t)} su Ty M x [0,1]; non
& restrittivo supporre che €;(t) L 4(t), e cioe che {€1(t),...,€,(t)} sia una base
di T,y M; poiché {(e1,0),...,(en,0),7(0)} definisce la stessa orientazione di
{(e1,0),...,(€n,0),(0,1)} e, per Vorientabilita, di {€1(1),...,en(1),5(1)}, ma
diversa da quella di {(e1,0),..., (e,,0),5(1)}, allora {€1(1),...,€,(t)} non pud

essere orientata allo stesso modo di {(e1,0), ..., (e,,0)}; inoltre, in questo caso
DY(t)F (¥(t)") @ Tr(yay) = Tr(y(e) N, quindi £ — sign (w(v(1)) (Fe (v5(t)) , w(t)))
& costante in t, ove w(t) = {w1(t),...,wn,(t)} & un’estensione continua di una

base {wy, ..., w,} di Tp,0W, dunque
sign(w(x)(feler), -, felen),wi, ..., wy)) =
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= sign(w(y(1)(f«(€1()),- -, fe(€n(t)), wi(t), . .., wn(t)))

ma {e1(1),...,€,(1)} & negativamente orientata, dunque il contributo nella som-
matoria ¢ lo stesso, e lo stesso accade se entrambi i punti del bordo sono su
frH (W) x {1}; se invece la curva ha un punto del bordo su ognuno dei due lati,
si ragiona analogamente ma stavolta 4(1) non cambia 'orientazione delle basi
su T, M e dunque si conclude come prima e pertanto, sommando, si ottiene la
tesi. O

Teorema 26.

Siano M, N, W wvarietd orientabili di cui M, W sono compatte e tali che dim(M) + dim(W) = dim(N),

e siano fy : M — N e gy : M — N omotopie tali che f; th g; peri =1,2 e f{(OM) N g (W) =0 = f,(M) N g;(OW
Allora fo-g0=f1- 1.

Dimostrazione.

A meno di cambiare le omotopie con altre arbitrariamente vicine, si pu® sup-
porre f; M g;; dunque, fiy x g, : M x W — N x N D Ay soddisfa le ipotesi del
teorema 25 e dunque

forgo= (=)W (fyx go) - A= (-1)HW)(f x g1) - A= f1 - ¢
O

Definizione 20.
Siano M, N varieta orientabili di cui M ¢ compatta, f € C'(M,N) e y € N
regolare per f.
Igradodi fedegf= > signfu= Y  det(D,f).
zef~t({y}) € f~1({y})

Teorema 27.
Siano M, N wvarieta orientabili di cui M ¢é compatta, f € C'(M,N) e y € N
regolare per f.
Allora deg f ¢ ben definito, cioé non dipende dalla scelta di y, ed é invariante
per omotopie.

Dimostrazione.

Presi yg,y1 € Y regolari per f, applichiamo il teorema 26 con f; = f e le ap-
plicazioni costanti y; : [0,1] — N costruite con una curva tra yo e y1, perché la
regolarita dei punti da f M y; per i = 0,1; dunque, deg f = f - yo = f - y1; ana-
logamente, per un’omotopia f; si ottiene deg fo = fo-y = f1 -y = deg f1. O

FEsempio 2.
1. Perogni f: M - N,g: W - Nsihag-f=(-1)""f-g.

2.Sefxg=MxW — NxN,allora (f x g)- Ay = (=)W . g age-
conda dell’orientazione scelta su Ay.
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Lezione 7 —11/11/2011

Definizione 21.
Sia M una n — 1-varieta orientabile, f € C (M,R") ey ¢ f(M).

Il grado di f in y & deg,, f := deg (H; : z” M — S"_1>.

Osservazione 14.

Se M M R* x {0} e f —1d : M — R* x {0}, allora per ogni y € R¥ x {0}\ f(M)
si ha deg, f = deg, f|rpnmrx{0})-

Definizione 22.

Sia © C R™ un aperto convesso e limitato z € 2 e € > 0 tale che B.(z) C Q,
p:S.(z) = 0Q la proiezione su 99, f € C* (ﬁ, R") ey ¢ f(09).

Il grado di f in y & deg, f :=deg, (fop: Se(z) — R").

Lemma 28.

Sia X uno spazio di Banach,  C X un aperto convesso e limitato e f € C (ﬁ, X)
tale che ¢(x) := f(x) —x é compatta.

Allora f(0) é chiuso.

Dimostrazione.
Posta ¢ := f —1d, prendiamo zj € 99 tale che f(xg) =z + ©(xk) LY
—+00

per compattezza ¢(xy) convergera a meno di estratte, inoltre, essendo 92 chiuso,
zp=y—p(zr) — z¢€0Q,einfineperlacontinuitadi fsiha f(zx) — f(z) € f(0),
k—+o00 k—+o00

dunque f(0€2) ¢ chiuso. O

Definizione 23.

Sia X uno spazio di Banach, €2 C X un aperto convesso e limitato, f € C (ﬁ, X)

tale che ¢ := f — Id ¢ compatta e y & f(99Q).

Allora, se ¢, € una mappa di rango finito che approssima ¢ per e € (0,d(y, f(99))),

Ve C e (ﬁ) e fe = Id +¢., il grado di Leray-Schauder di f iny & deg(f, 2, y) := deg, (fs‘ﬁmvs).

Lemma 29.

Sia X uno spazio di Banach, Q0 C X un aperto convesso e limitato, f € C (57 X)
tale che o(x) ;= f —1d é compatta e y & f(ON).

Allora, la definizione di grado di Leray-Schauder non dipende dalla mappa di
rango finito che approssima .

Dimostrazione.

Se . : Q — Ve, :  — V, sono due approssimanti, allora t — t1), + (1 — t)p.
& un’omotopia tra v, e ¢, in Vi=V.+ V,; inoltre, se y ¢ f(9€2), non appar-
tiene neanche all’immagine di 0N) attraverso f. :=1Id+p. e f, :=Id+,, né
attraverso loro combinazioni convesse, per ¢, v sufficientemente piccoli, e dun-

tfer(l*t)fu*y fe—y fo—yvy

que t — ¢ un’omotopia tra e , dunque
ltfe + (1 =1)f, =yl Ife =yl v = vl
per 'osservazione precedente
fe—y fv—y
deg, (f:le = deg ( =deg, | —— | =deg, (fol|g
u( ElQnVs) y eriy” Y ”chiy” y( VlQmVy)

18



O

Corollario 30.

Sia X uno spazio di Banach, Q0 C X un aperto convesso e limitato, f € C (ﬁ, X)
tale che () := f(x) —x ¢ compatta ey & f ().

Allora deg(f,Q,y) = 0.

Dimostrazione.
Sey & f (5)7 la mappa ”j: — y” ¢ ben definita su tutto Q e dunque omotopa
)
alla mappa costante m, che ovviamente ha grado 0. O
1/ (o) =yl

Teorema 31 (Schauder).

Sia X uno spazio di Banach,  C X un aperto convesso e limitato e p : Q — Q
una mappa compatta.

Allora esiste z € Q tale che p(x) = x.

Dimostrazione.

Se per assurdo ¢ non avesse punti fissi, allora 0 non sarebbe nell’immagine di
f :=1d —p, ma allora per il corollario 30 si avrebbe deg(f,€2,0) = 0; tuttavia,
perché prendendo ¢ — © — tp(x) si otterrebbe che f ¢ omotopa all’identita, che
ha grado 1, in contraddizione con I'invarianza omotopica del grado. O

Teorema 32 (Formula integrale del grado).
Siano M, N n-varietd orientabili, di cui N & compatta, f € C1(M,N) ew € A"(N).

Allora, /M ffw) = degf/NoJ.

Dimostrazione.
Innanzi tutto, indicando con C'; I'insieme dei punti critici di f, si ha f*(w)(z) =0

per ogni z € Cy, mentre f(Cy) ha misura nulla in M, dunque / M (w) = f*(w)
M M\Cj

e / w= / w; per ogni y € N\f(Cy) siha f~'({y}) = {z1,..., 2}, ed
N N\F(Cf)

esistono degli opportuni intorni O, di z; e O, di y tali che f \021_ 10, = 0y e
ky

un diffeomorfismo e f ’1(Oy) = |_| O,,, dunque prendendo un sottoricoprimen-
i=1

to localmente finito O, di O, e una partizione dell’'unita e, subordinata a O,

si ottiene
/M frw) = /M\cf frw)y=> (eaof) /M\Cf F(w) =

[e3

kya kya

:ZZ/OZi(eaof)f*(W)ZZZsign(f*)/ Cow =

a i=1 a i=1 Yyo

19



:deng/ eqw = deg f w:degf/w
a Oyq N\f(Cy) N
O

Corollario 33. B

Sia Q CR™ un aperto tale che 02 é una sottovarieta liscia, f € C (Q,R") e

y ¢ f(9).

Allora deg(f,Q,y) = 0.

Dimostrazione. f

A —Y

Sey ¢ f(Q), allora
() 1f =yl

integrale del grado 32 con una w € A"~ ! (S"_l) mai nulla e il teorema di Stokes
si ottiene

dent ) [ w=des(grmyn) [ o= [ <||ch_z||)* )=
L) @) = [ (=) @=o0

Definizione 24.
Siano M e W varieta compatte orientabili di dimensione rispettivamente n e
me feC (MR 1) e ge C' (N,R*""™*1) tali che f(z) # g(y) per ogni

r € M,y€e N.
Il numero di link tra f e g & link(f, g) := (—1)™ deg (|jz : g” M x N — S"+m).

¢ ben definito su Q, dunque applicando la formula

O

Esempio 3.

1. Se M, N, W sono varietd compatte orientabili tali che dim(M) = dim(N) = dim(W)
ef:M— Neg:N— W, allora deg(f o g) = deg f degg.

2. Se f: C — C & un polinomio di grado n, allora la sua estensione della sfera
di Riemann C in sé ha grado n.
3. Se f,g: C — C sono due polinomi di grado rispettivamente n e m, allora

la mappa g : C — C ha grado max{n,m}.

Lezione 8 — 15/11/2011

Osservazione 15.
Poiché una mappa g da una 0O-varieta connessa in e costante, in questo
caso la definizione di numero di link equivale a quella di grado: se g = y, allora

link(f, ) = deg, /.

Rn+l
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Definizione 25.

Sia M una varietd, w € A*(M) e v € Vec(M).

Il prodotto interno di v e w & la forma differenziale i, (w) € A*~1(M) definita
da i, (w)(x) (v, ..., vp—1) = w(x)(v,01, ..., Vp_1).

Osservazione 16.

Per ogni w, € A%(M),ws € AP (M) sihain(Waws) = iy(Wa)ws + (—1)*Wais(ws)-

Definizione 26.
Siaw =dz; ...drg, € AFT? (Rk+1), v(z) = (z1,...,TK11) € Vec (]Rk“) ei:SF - RFFL
I'inclusione.

k+1
Si definisce 0 = " (i,w) = Z(—l)“’lxidajl oodxi ... drgy, € AF (Sk)
i=1

Osservazione 17.

La misura k-dimensionale di S* ¢ S, := / &, dunque per ogni f € C" (M,SF)
Sk
1

1
si ha degf:S—k/Mf*(E); posta poi W(x):ﬁ eU:S—k

fec (M,R"™) e ge ' (M,R"™) il numero di link si puo scrivere
come

link(f,.9) = (Snlj:: /MXN (”jz : zll)* @) =0" /MxN(f ~9))

7 (), per ogni

e inoltre
1 G o1 T /:; Thtl
=5 2 d(mn) "'d(nxn) d( Jal ) B
1 k+1 4 1
=5 U (gagter + 1 (ap) )+ (e + w0 (o)) - (g et (57 ) =
k+1 i
:;C;del...@...dxkﬂ—i—

k41 i—1
1 i .
+§ g_ g (=)™ z,xd <| ”> dzi...dzj...dz; ... degg+

| B R o o
+§Z Z (-Ulﬂ*lxzx] (” |) dry...dz;...dxj...dege =
&

1=1 j=1i+1
k+1 i
1 (—1)t —
:S—k E Wd,fl...dl’i...dl‘k.},.l
=1

In particolare, per k = 2 si ottiene o = (zr1dxodrs — xodxdrs + w3drdas).

1
A ]®
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Proposizione 34 (Formula di Gauss).
Siano f € C! (0, 1]7]&3) ,geCt ([, 1],R3) due curve tali che f(x) # g(y) per
ogni z,y € [0,1]. Allora

- det(£(1) — g(s). £'(1).9'(5))
link(f, 9) /‘“/d Hf) o(s)P

Dimostrazione.

Se h = (hi(t,s), ha(t,s), ha(t,s)) : [0,1] x [0,1] — R3, allora
h*(o)h* (x1drodas — xodridas + x3driday) =

)
= h1 (t, S)dhg(t S)dhg(t ) hg(t, S)dhl(t S)dhg(t S)+h3(t, S)dhl(t, S)dhz(t, S) =

B Ohs Ohs Ohs Ohs B
= mn(e,s) (G G2 00 - TG ) ) aras
hl 8]7/3 8h1 8h3
—ha(t, s) (8t (t,s)—as (t,s) — s (t,s)—at (t,s)) dtds+

8h1 8h2 8h1 8h2 _
+hs(t,s) (at(t,s)as(t,s) ~ 5 —(t,8)—=~ 5 (t, s)> dtds =

= det (h(t, s), %(t, ), %(t, s)) dsdt

dunque, prendendo h(t,s) = f(t) — g(s) e applicando 'osservazione precedente,
si ottiene la tesi. O

Osservazione 18.

In dimensione maggiore, vale un risultato analogo alla proposizione 34: se
(t1,...,t,) sono coordinate locali su M e (s1,...,8,) coordinate locali su N,
allora

det (f(t) —g(5), 2L (0, 2 (), 2 (s, 2 (5))
Sitnt1llf(E) = g(s)[|mrn+t

(=D)"™(f —9)"(0) =

Proposizione 35.
Sia F € Vec(R"™) con uno zero non degenere in 0 e > 0 tale che F'|g_o)\ {0} 7 0.

§ <0)> — sign (det @5 (0)>>.

Allora deg ( F

IE]
Dimostrazione. )
= 0<t<1 . OF
L = s¢ = ‘omotopia tra F e — (0)z, dun-
amappa f(x) { ?%t( ) set=0 & un’omotopia tra F e 333( )z, dun

fr o . F %(0)95 . . ,

que ¢ un’omotopia tra —— e —2Z -~ ; inoltre, esiste un’o-
topia t Oz It ¢
£l 1 s 155 )l [4 4,

OF
motopia A; nello spazio delle matrici invertibili tra —(0) e una matrice orto-

ox
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A . g—F(O)x Ax Ax
gonale A, pertanto Tzl ¢ un’omotopia tra —sr———r e Azl = = e
| Ag|| | 9E(0)=|| .0 |Az|| ~ e
oF
quest’ultima mappa ha per grado sign(det(A4)) = sign (det ((%(O))> O

Teorema 36.

Sia B unan + 1-varietd con bordo, N una m-varieta con bordo e f € C* (B, R”+m+1),
g € C* (N, R™™+1) tali che f(OB) N g(N) = 0.

Allora link(flog,g9) = f-g.

Dimostrazione.

A meno di perturbazioni arbitrariamente piccole, si puo supporre fhg e 0

regolare per f — g, dunque (f —¢)"(0) = {z1,...,2,} C (B\OB) x N; quindi,
k

scegliendo intorni disguinti O; di 2;, si ha (f — g)*(0) € A™T™ (B x N\ U Oi>

i=1
e percio si ottiene, dal teorema di Stokes,

’ /BXN\ Uk, O A =arton = /a(BXN\ U Oi)(f —9)"(0) =

k
=/83XN<f—g> (o)—;/aoi(f—g) (0)

e dunque, se z; = (x;,y;), per ogni base positivamente orientata ey, ..., e,41 di
Ty, Binz; e {vi,...,v,} di Ty, N in y;, si ottiene

k

ink(f.0) = (<" [ (=@ = 0" [ (=)o) =

i=1
aof)

HPEREUNES | F=0\ o me f—g
= ;/@ofnfm) @)= ;deg<llfg|

Sm—i—n

k
= (1)) _sign(det D.,(f — g)) =

i=1

k
= (_1)m ZSign(W(Zi)(f*(el)v HERE) f*(en-i-l)’ _g*(U1)7 R _g*(vm))) =

k
= 3 sign(@(z) (F* (€2)s o £ (ens1)s g7 (01)s o 9" (0m))) = £ -9
i=1

ove il quartultimo passaggio segue dalla proposizione 35. O
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Lezione 9 — 17/11/2011

Proposizione 37.
Sia M una varieta compatta orientabile compatta senza bordo e V- € Vec(M).
Allora V - M non dipende da V.

Dimostrazione.
Se V1,V, € Vec(M), allora V; := (1 —t)V; +tV, & un’omotopia tra Vi e Va,
dunque Vi - M =V - M O

Definizione 27.
Sia M una varietda e M < T'M la 0-sezione. La caratteristica di Eulero-
Poincaré di M ¢ x(M) =M - M.

Definizione 28.

Sia M una varietd e p € C*(M,R) tale che D3¢ : T, M x T, M — R & una forma
bilineare non degenere per ogni x tale che D, = 0.

 si dice funzione di Morse.

Osservazione 19.
In generale, D% non & definita su T, M perché se (0) = z allora
d2

L3008) = S DaA(0) = Dagi(t) + (Dw3(4),4(9)

dipende anche da %(t) oltre che da ~(t).

Definizione 29.
Sia ¢ : M — R una funzione di Morse.
L’indice di Morse di D2y ¢

Ind D2 = max {dim(E) : E C T, M tale che D2¢ ¢ definita negativa}

Definizione 30.
Sia M una varieta. Il cofibrato tangente ad M ¢ T"M = U (T, M)*.
zeM

Osservazione 20.

Sia M una varieta e ¢ : M — R.

& una funzione di Morse se e solo se D, h M, ove M ¢ intesa come 0-sezione
di T*M.

Proposizione 38.

Sia M una varieta e p € C*(M,R).

Allora esiste una funzione di Morse ¢ : M — R arbitrariamente vicina a ¢
(rispetto alla topologia C).

Dimostrazione.

Posta ¢;(z) = ¢(x) + (I,x), si ha Dyy; = Dy + 1, che @ trasversale a T*M e
quindi, per la proposizione 7, D,¢; M M per q.o. [, in particolare per valo-
ri arbitrariamente vicini a 0, dunque ; € una famiglia di funzioni di Morse
arbitrariamente vicina a . O
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Proposizione 39.
Sia M una varieta compatta senza bordo e ¢ : M — R una funzione di Morse.

Allora x(M) = Z (—l)I“dDi“", dove Cp, = {x € M : D, = 0}.

zeC,
Dimostrazione.
Se M C R™, allora T,, M & un sottospazio di R" per ogni x € M, dunque D, : T,M — R
¢ un funzionale lineare e quindi per ogni x € M esiste un’unico V¢ € T, M tale
che D,p(&) = (V.p, &) per ogni £ € T,,M; dunque, Vo : ¢ — V¢ & un campo
vettoriale su M trasversale alla 0-sezione, e quindi

x(M)=Veo-M= Z sign(det(D,V,¢)) = Z sign (det chgo) =
{x:V4p=0} z€Cy,

_ Z (_1)Ind Diga

z€Cy

FEsempio 4.

1. Prendendo M =S? C R¥e ¢ : (x,y,2) — 2, ipunti critici sono 24+ = (0,0, %1),
T4 € un massimo per ¢ mentre x_ ¢ un minimo, quindi Dy, ¢ ¢ definita
positiva e D,_¢ ¢ definita negativa, dunque (M) = (=1)* + (=1)° = 2;
prendendo M = S' € R? e p(z,y) = y, ¢’¢ sempre un massimo e un mini-
mo e dunque x(M) = (—=1)' + (=1)° = 0, analogamente x(S™) = (—1)" + 1.

2. Considerando invece un toro con k buchi M;, C R?, la funzione ¢ : (,y,2) = z
ha un punto di massimo, uno di minimo e 2k punti di sella, due per ogni
buco; dunque x (M) = (—1)% + (=1)° + 2k(-1)' = 2 — 2k.

Corollario 40.
Sia M una varieta di dimensione dispari.
Allora, x(M) = 0.

Dimostrazione. ov
Se dim(M) = 2k + 1 e disparie V € Vec(M), allora det <—(:c)> = (=1)?**1 det <(x))7
x
dunque
N(M) =V - M = (=V)- M = (—=1)?'V - M = (1)1 (M) = —x(M)
e cioe x(M) = 0. O

Lezione 10 — 18/11/2011
Teorema 41 (Hopf).

Sia M una n-varietd compatta, connessa e orientabile e fy, f1 € C(M,S").
Allora fo e fi sono omotope se e solo se deg fo = deg fi.
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Dimostrazione.
Se fy e fi1 sono omotope, allora deg fy = deg f1 per il teorema 27.
Viceversa, fissato un valore regolare y € S™ per fy e f1, colleghiamo ogni cop-

pia di punti di f 1({y}) dove det % ha segno opposto con una curva
x
in M x [0,1], e analogamente per f; '({y}); resteranno |deg f| punti su ogni
0
£ ({y}) dove det (65;) ha lo stesso segno, colleghiamo ogni punto di f; ' ({y})

con un altro di f; *({y}) attraverso curve in M x [0,1], in modo tale che tutte

queste curve y; non si intersechino, e poniamo F (U 7,-) = y; estendiamo F' a
i
un’intorno tubolare O; delle 7;: se ; connette due punti di f;*({y}), per ogni
base {e1,...,en} di Ty, )M, {e1,...,en,¥(0)} ¢ una base di T, yM x [0,1]
e puo essere estesa lungo v;(1) a {ei(t),...,en+1(t)} mantenendo l'orientazio-
ne; inoltre, 4;(0) e 4;(1) sono orientati in maniera discorde, dunque le basi
0
{e1,...,en}e{er(1),...,e,(1)} hanno orientazione diversa, ma anche det (af)
x

ha segno diverso tra i due estremi della curva, quindi la matrice Ay che rappre-
senta D., (yfo rispetto a {e1,...,e,} ha determinante dello stesso segno della
matrice A; che rappresenta D., (1 fo rispetto a {e1(1),...,en(1)}, pertanto esi-
ste un cammino Ag € GL,,(R™) che le connette; dunque, F' puo essere estesa a O;
in modo tale che valga A; suv(s), e analogamente si pud estendere se 7; connette

due punti di f;*({y}) oppure un punto di f; *({y}) e uno di f;'({y}). O

Lezione 11 — 24/11/2011

Lemma 42.

Sia M una varieta, V € Vec(M), o1 : M — M il flusso associato all’equazione
G=VI(q) e qo € M tale che V(qo) = 0.

Allora il flusso associato all’equazione f =D,V (qo)§ € or, : Ty M — Ty M.

Dimostrazione.
. d o 0 d 0 oV 0
f(t) = aai;t(%) = %%%(%) = %V(wt(QO)) = ET&(%(QO))%(QO) =
oV 0
98 (80) 5 (@0) = DV (@0)&(1)

Definizione 31.
Sia A : R™ — R™ una mappa lineare.
400 Ak
L’esponenziale di A & l'operatore e? := R
k=0

Osservazione 21.
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1. Posta ||A]| = sup ||Az]|, si ha HeAH < el dunque I'esponenziale & sem-
llzll=1
pre ben definito.

2. La soluzione dell’equazione differenziale & = Ax con dato iniziale assegna-
to & z(t) = e12(0).
3. Per ogni operatore invertibile S si ha Se*45~1 = etSAST!

. . . A1 0 . At eAlt
4. Scrivendo, con la notazione a blocchi, A = 0 A ,sihae”™ = 0
2

Osservazione 22.
Se A e B commutano, allora eA? = e?e? ma cio ¢ falso se AB # BA: infatti,

e
prendendo A = < 01 >eB ( (1) 8 )SihaAQO,dunqueetA]I2+tA (

0 0

2
e analogamente e/ = ( ! (1) ), dunque e*4et? = ( ! —;t i ), mentre A + B =

t
e dunque essendo (A + B)? =1 si ha

+oo ik k too ok 1T 2k+1
t*(A+ B) t 12k
‘ kZ:O k! kz:o @kt kZ:o (2k +1)!

cosht sinht
sinht cosht

= coshtly +sinh A = (

Osservazione 23.
Considerando A come un’operatore su C™, & sempre possibile scriverlo in forma

A1 0
0 A,
canonica, ovvero trovare un operatore invertibile S tale che SAS - . .
0
0
1
dove A; = \ill,, + B; ¢ un blocco di Jordan di dimensione n; con B; = |
0
dunque in virtu delle osservazioni precedenti si ha
et 0 L. 0
. . 0 et 0
etA _ S—letSAS S = S—letSAS S =
6 . . et;“’c
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e et = ehithni #1Bi — gAitln; otBi — oAitotBi- infine per calcolare €', noto che
o ... ... ... 0
0 ... ... 0
0 : .o .
Bi=| 1 .. .. . i |.BMl=| ' " | eB" =0, dun-
0 T .
N 1 0 0
0 1 0 0
1 0 0
(A t
que e'Pi = = % oo o ssedi = aq +if, con
k=0 ’ .
: 0
t"i71 t2
e R

m

o, Bi € R, allora la soluzione sara del tipo Zeo"‘t(cos(ﬁit) + isin(B;t))pi(t),

i=1
con p; polinomi reali.
Definizione 32.
Sia
™ 4 a,_ 12" 4 i+ agz =0 (2)
0 1 0 0
0
un’equazione differenziale lineare scalare di ordinene A = : e 0
1
—ap ... —Aan—1
T = X2
l:g = I3
I’operatore associato all’equazione differenziale lineare
Tp = —QT1 =+ = Ap—1Tp

ottenuta dall’equazione (2) attraverso il cambio di variabile x5 = k=D,
A & l'operatore corrispondente all’equazione (2).

Lemma 43.
Nella matrice corrispondente a ogni equazione differenziale lineare scalare, scrit-
ta in forma canonica, ad ogni autovalore corrisponde un unico blocco di Jordan.

Dimostrazione.

Se A1, ..., Ak sono gli autovalori di A, allora l’equazione equivale a (0 — A\1)7T ... (0 — Ag)"*,
dunque poiché per ogni j € {1,...,n;} e per ogni polinomio di grado j si

ha (9 — X))’ (e*'p(t)) =0, a ogni autovalore corrisponde un’unico blocco di

Jordan. O
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Lezione 12 —25/11/2011

Osservazione 24.

La soluzione z(t) del sistema lineare & = Ax tendera a 0 per ¢ — +o0 per ogni
dato iniziale se tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa, mentre se
almeno un autovalore ha parte reale positiva allora x(t) 2o -+o00 per quasi

ogni dato iniziale.

Definizione 33.

Sia M una varieta e f € Vec(M) e 29 € M un punto di equilibrio per 'equazione
differenziale & = f(x).

xg si dice stabile (secondo Ljapunov) se esiste per ogni suo intorno O ne esiste
un altro U tale che z(t) € U se zg € O.

Esempio 5.

In ogni equazione differenziale lineare 0 &€ un punto di equilibrio, ed & stabile se
e solo se la parte regolare di ogni suo autovalore ¢ non positiva e i blocchi di
Jordan corrispondenti ad autovalori con parte reale nulla hanno dimensione 1.

Definizione 34.

Sia M una varieta e f € Vec(M) e xg € M un punto di equilibrio per ’equazione
differenziale © = f(x).

xo si dice (localmente) asintoticamente stabile se esiste un suo intorno O
tale che se x(0) € O allora z(t) 2o 0.

Teorema 44.

Sia M una varieta, f € Vec(M) exog € M un punto di equilibrio asintoticamente
stabile per lequazione differenziale & = f(x).

Allora xqg € stabile.

Dimostrazione.
Sia O un intorno di xg tale che x(¢) s T0 8€ x(0) € O; se ty) ¢ tale che
— 400
x(t) € O per ogni t > t, e T = sup 1), allora prendendo U = ¢7(O) si ha
z(0)eO
che z(t) € O per ogni z(0) € U. O

Teorema 45.

Sia M una n-varieta e f € Vec(M) e xg € M un punto di equilibrio asintotica-
mente stabile per Uequazione differenziale & = f(x).

Allora sign(det(D,, f) f = (—=1)".

Dimostrazione.

Essendo zg asintoticamente stabile, & uno zero isolato di f, dunque sign(det(D,, f))f = deg (f

val

Ss(x0)>

e quindi ¢ sufficiente trovare un’omotopia tra quest’ultima mappa e la mappa

_ oi(z) —
(o) =—=—

antipodale: posta f; , sl ha f; # 0 per € sufficientemente piccolo,

perché intorno a punti asintoticamente stabili non ci sono traiettorie periodiche,
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_ [ Jalz) sese(0,1] . :
dunque F(s,z) = { F(z) set=0 e un’omotopia tra f; e f, e dunque
F
M lo e tra i e Ji ; inoltre, prendendo t sufficiente-
| (s, 2)| [l S. (zo) Il fell S (z0)
fie(z)
st — (1 —8)x
mente grande affinché M #z, G(s,x) = 1 ()] & un’omo-
[ fe(2)]] Hs Ll@) (1 — s)xH
1 7e (@)l
topia tra ”?” e la mappa antipodale, dunque quest’ultima ¢ omotopa a
t Sa(ilio)
f , O
17 s, oo

Definizione 35.

Sia M una varieta e f € Vec(M) e 29 € M un punto di equilibrio per 'equazione
differenziale © = f(z) e O un suo intorno.

Una funzione di Ljapunov per z( ¢ una mappa ¢ € C(O,R) N C'(O\{z0},R)
tale che ¢(z9) = O e, per ogni z € O\{zo} siabbia ¢(x) > 0e (Dy¢(x), f(z)) <O0.

Osservazione 25.

L’ultima proprieta che caratterizza le funzioni di Ljapunov equivale a dire che
¢ decresce lungo le traiettorie: infatti, per t sufficientemente piccolo affinché
wi(z) € O si ha

Lolan(®)) = (D)), al®)) = (Dadlar(a)), fln(e)) < 0

Teorema 46.

Sia M una varieta e f € Vec(M) e xg € M un punto di equilibrio per ’equazione
differenziale & = f(x).

Allora xg € asintoticamente stabile se e solo se esiste una funzione di Ljapunov
per xg.

Dimostrazione.

Innanti tutto, se esiste una funzione di Ljapunov in x( allora il punto & stabile,

perché prendendo un intorno O € M di zy come nella definizione di funzio-
min

ne di Ljapunove U = ON {m EM: ¢p(x) < %

partono da U non possono mai lasciare O; inoltre, essendo t — ¢(p¢(x)) stret-

}, allora le traiettorie che

d
tamente decrescente, allora —¢(¢i(x)) — 0, dunque per ogni successione
dt t—+o00

t, — 400, per compattezza si ha x, — 7 a meno di estratte, quindi
k—+o0 k—+o00

poiché

0= lim i(ﬁ(@tk(fﬂ)): lim (Dy(pr, (2)), f (e, (2))) = (Dap(2), £(7))

k——+oo dt k——+o00
dev’essere T = xg e quindi zrp, — xo.
k— 400
Viceversa, se xg € asintoticamente stabile, allora prendendo a € C(M, [0, +00))
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+oo
tale che a(xg) = 0, a(z) > 0 per ogni = # g e ¢p(x) = / a(ps(x)) ds < +o0,
0

¢ & una funzione di Ljapunov: infatti, ¢(x) >0 e
P(x) =0 <= a(p(z)) =0 <= pi(x) =0 <= = =1x¢

Dunque per ogni = # g

(Da6(@), f()) = (Dadlin(a)), )| _ = r6(eu(a)

([T atetonas)| =4 ([T et as)

Lezione 13 —1/12/2011

t=0

= —a(u(x))l—o =
t=0

Teorema 47.

Sia f € Vec(R"™) tale che 0 é un punto d’equilibrio asintoticamente instabile per
Uequazione differenziale & = f(x) e tutti gli autovalori dell’operatore D, f(0)
hanno parte reale negativa.

Allora O & asintoticamente stabile.

Dimostrazione.
Per il teorema 46, & sufficiente mostrare 'esistenza di una funzione di Ljapu-

nov: ¢(x) := /0+00

annulla nell’origine; inoltre, essendo f(z) = D, f(0)z + O (||z||?),

2
D=t (O)zH ds ¢ una funzione strettamente positiva che si

—minie(1,..,n} Ai £C||2

z||%ds = e

¢ ben definita e

(Dat(@), Daf (0)2) = (Dot (PO} D, ()P )| =

t=0

_ 4, (ethfm)x)

d [+
i |

= — eSD”f(O)mHst
t=0 dt t

t=0

= —|lll?

2
- feo]
t=0

allora

(Dai(2), f(x)) = (Dad(x), Do f(0)x) +(Dap(2), O (|l2?)) < ~lz[I*+O (|l]*)

che & negativo se ||z|| & sufficientemente piccolo, e dunque ¢ & una funzione di
Ljapunov. O
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Osservazione 2({)‘1.
In realta si ha ﬁqb(m(t)) = —e¢(2(t)) e dunque z(t) < Ce=*||x(0)]|.

Definizione 36.

Sia A un’operatore lineare su R™ tale che spec A N iR = {0}.

Allora 0 & detto punto di equilibrio iperbolico e A ¢ detto operatore
iperbolico.

Osservazione 27.
Un operatore lineare A su R" & iperbolico se e solo se esistono due sotto-
spazi F+ C R™ tali che R" =F, @ F_, AFL = Ey ed esistono A, ¢ > 0 tali

)\tl‘(O)

che HetAxH < ce || 2(0)|| per ogniz € E_,t>0¢ HetA:EH > <
re By, t>0.

per ogni

Definizione 37.

Siano f,g € Vec(M) tali che f(0) =0 = g(0) e ¢, i flussi associati rispetti-
vamente alle equazioni & = f(x) e §y = f(y).

f e g si dicono localmente topologicamente equivalenti se esiste un intorno
O di 0 e un omeomorfismo ¢ : O — O tale che ¢ o @, = 1 0 .

Proposizione 48.
Siano & = Az e = By due sistemi lineari iperbolici e E{, E¥ tali che AE? = E4,
BEZL = EZ e, per opportuni \,c > 0, HetA:EH < ceM||z(0)|| per ogniz € EA,t > 0,

Atx(o)

HethH < ceM||z(0)|| per ogniz € EB,t >0, HetA:UH > € per ogni x € Ef,t > 0,
era(0) ‘
HethH > — per ogni x € Ef,t > 0.

Allora i due sistemi sono localmente topologicamente equivalenti se e solo se
dim (E{) = dim (Ef).

Dimostrazione.

Supponiamo che i due sistemi siano localmente topologicamente equivalenti:
poiché et o ¢ = ¢ o e ¢ mappa traiettorie che tendono a 0 in traiettorie che
tendono a 0, dunque ¢ (Ef) C EP: ragionando allo stesso modo con ¢! e
scambiando si due sottospazi si deduce che ¢ (Ef) = Fj5, e dunque essendo ¢
un omeomorfismo i due sottospazi devono avere la stessa dimensione.
Supponiamo ora dim (Ef) = dim (Ef ): se questo numero ¢ 0, 'omeomorfismo
¢ si puo costruire in questo modo: indicando con ¢ e 1 i campi vettoriali asso-
ciati ai sistemi & = Ax e & = —z, per ogni x € By (0) esiste y(x) € S1(0) tale che
©r(2)(y(x)) = 2 per qualche 7(x), dunque la mappa ¢(x) = () (y(x)) ¢ un’e-
quivalenza topologica locale tra & = Ax e & = —x; ripetendo il procedimento con
B al posto di A si ottiene che i due sistemi sono localmente topologicamente equi-
valenti, e analogamente si puo procedere quando dim (Ef) = dim (Eig ) = 0; nel
caso generale, scrivendo z = z, + z_ con z+ € E{ ¢sufficiente porre ¢(x) = ¢4 (z4) + ¢(z_),
dove ¢4 : Eﬁ — Ef sono mappe costruite come in precedenza. O
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Lemma 49.

Sia f € Vec (R™) tale che f(0) = 0.

Allora, esiste una famiglia f. € Vec (R™) tale che f. = f su B:(0) e f: =, D, f(0).
e—

Dimostrazione.

Presa ¢ € Cé (R™,R) tale che p(z)=1se |z[| <1, 0<p<1e ¢(x)=0 se
lz|]| > 2, & sufficiente porre f.(x) = D, f(0)x + ¢ (%) (f(z) = D, f(0)x); infatti,
fe(z) = f(z) se ||z| < e e inoltre essendo || f(z) — D, f(0)z| = O (||z[|*) si ha

1) = Daf(O)al) = ¢ (£) (@) = Dof (O)2)|| <

< |f(@) = Do f(0)z]| 15,0y = O (62) — 0

e—0

e inoltre
| Dy fe(x) = Do f(O)]| <

< (Jgee ()] 1562 P2 o (2) | 1925~ D50 10,10 <
< gO (%) + O(e) = O(e) 7,0

O

Lemma 50.

Siano f € Vec(M) tale che f(0) =0 e D, f(0) é iperbolico, p; e ¥y i flussi asso-
ciato rispettivamente ai sistemi & = f(x) e = D, f(0)x e ¢1, d2 due omeomor-
fismi tali che ¢; o o = Py o P; per qualchet # 0 e ¢; — Id € limitata peri =1,2.
Allora, ¢1 = ¢o.

Dimostrazione. .
Essendo ¢ ' oy 0 g1 = ¢y = 3 " 0 pp 0 ¢g, allorady o ¢y orho (drogy) =1y
e quindi ¢y 0 ¢yt 0P = 10 1 0 ¢y * con ¢y ((/)gl(x)) — z limitata, e per ogni
kelZ

prody othy =d10Yy oh oY1y =10 b0y oY1y =

= 1o 0d10¢y 0oy = =1 odrody’

dunque @i o (¢1 0 ¢5 " —1Id) = (¢1 0 ¢5 " — Id) o gy; se per assurdo fosse ¢ (@5 ' (2)) #
per qualche x, allora scrivendo ¢; 0 ¢5 * —Id = ¢, + ¢_ con Im(¢1) C Ef’f(o),
allora ¢4 (x) # 0 implicherebbe Hwkt o (1 ((bz_l(a:)) —x) H 1 +00 mentre

—+oo

(qf)l o ¢2—1 — Id) (Yre(2)) & limitato; dunque, dev’essere ¢; o (b;l(x) = x per ogni
x, cioe ¢ = ¢o. O
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Lemma 51.

Siano f € Vec(M) tale che f(0) =0 e D,f(0) é iperbolico, p: e 1y i flussi
associato rispettivamente ai sistemi © = f(x) e © = D, f(0)x e ¢ : R" - R"”
una famiglia continua di diffeomorfismi tali che ¢ro0p =1ro¢s e o —1Id €
limitato per ogni t € R.

Allora, ¢ = ¢s per ogni t,s € R.

Dimostrazione.
Fissatot #0 e k € Z, si ha
DtOPKt = PrOPLOPh—1)t = Yt O PrOP(r—1)t = Y2t 0 PO P2yt =+ = Yrt 0 Py

e inoltre ¢t © Yrr = Pt © Pgt, dunque per il lemma 50 dev’essere ¢y = ¢4; ana-
logamente, per ogni s,t € Q si ha ¢5 = ¢4, e dunque per continuita lo stesso vale
per ogni s,t € R. O

Lezione 14 —2/12/2011

Teorema 52 (Grobman-Hartman).
Siano f € Vec(M) tale che f(0) =0 e D, f(0) é iperbolico.
Allora, il sistema & = f(x) & localmente topologicamente equivalente al sistema

&= D,f(0)x.

Dimostrazione.
Grazie all’'ultima osservazione e ai lemmi 49 e 51, ¢ sufficiente dimostrare che se
P :R"™ — R" ¢ lineare ed esistono due sottospazi E4 C R" tali che PEyL = E4 e

|1Pz_|| < a|lz_] e |Pz4] > ] per ogni x4 € E4 qualche a € (0,1), allora
a

esiste ¢ a supporto compatto e piccola nella topologia C e un’omeomorfismo
¢ R™ — R"™ tale che ¢ —1d ¢ limitata e po P = (P+g)oo.
E sufficiente trovare ¢ : R — R™ nello spazio C, (R",R™) delle funzioni conti-

nue e limitate che verifichi ¢ oP—-Po ng =go (Id —l—qb), perché cio implica che
¢=1d +¢ verifica

(boP:P—&—goP:P—ﬁ—Pog—&—go(Id-HZ) =

:Po(Id+$)+go(Id+$) =Pogp+gogp

Inoltre, se q~5 verifica queste proprieta, ¢ € automaticamente iniettiva e suriettiva:
& iniettiva perché se ¢(z) = ¢(y), allora

P(P(x)) = P(d(2)) + 9(¢(x)) = P(o(y) + 9(o(y)) = ¢(P(y))

dunque iterando per ogni k € Z si ottiene

Pz + ¢ (Pra) = ¢ (P*z) = ¢ (P*y) = P'y + ¢ (Py)
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e quindi Pk(x —y) = (Z (Pky) — a (Pky), pertanto dev’essere x = y, perché al-

trimenti il termine di sinistra tenderebbe a 400 per |k| — 400 mentre quello a

destra ¢ limitato; per mostrare la suriettivita, fissato y € R" ¢ sufficiente prende-

re R, abbastanza grande affinché z + t¢(z) # y per ogni x € Sy (0),t € [0,1] e

considerare F'(z,t) = z + thS( ): & un’omotopia tra e ¢|BR (0) € IdBRy (0 dunque

deg ¢|BR (0) = degId |BR (o) = 1 e pertanto esiste z € BR (0) tale che ¢(x) =

Mostriamo che I’ operatore L: (b — qﬁ oP—-Po (b ¢ invertibile: scrivendo C, (R" R") ELDEL
con &4 = Cp(R™, Ey) eP.(;5—>PO¢7 Py —P|gi € &L e P i¢p— poP,

si ha L|g, = P* — Py, dunque essendo Py invertibile bastera far vedere che

loe P*o P;l —Id; per quanto riguarda P* o P_ 1 ¢io discende dal fatto che

HP* oP_:1|| < [|1P*| HP_:lH < ||P_:1|| < a < 1, perché questo implica (P* oP_: - Id - 72

. S 1y -1 -
nell’altro caso invece la stessa relazione ¢ verificata da (P* o P 1) = P_o (PY) !

in quanto HP o (P*)” H <|IP_| ‘(P*) <|P|<a<1.
Essendo dunque L invertibile, per trovare una (E con le proprieta richieste ba-

stera far vedere che l'operatore T': ¢(x) — L™} (g (:E + (E(x))) ha un punto
fisso, ma questo € vero perché T' ¢ una contrazione in quanto

15 = |17 (e ) - (o0

llzll=1

< |27 sup Hg (m+$1($)) —g($+¢2 )H <

llzll=1

< ——IVglllé1 - ]l < 0161 —

con 0 < 1 se g ¢ tale che ||[Vg|| <1—a.

Lezione 19 — 12/1/2012

Definizione 38.
Sia M una varieta, o € M e f € Vec(M).
L’insieme w-limite di z( associato al sistema dinamico & = f(x) &

w(xg) := {y eEM: Eltk —  +oo tale che ¢, (x9) — y}
— 400 k——+oo
L’insieme a-limite &
a(zg) == {y eEM: Htk 2 +oo tale che ¢y, (20) W y}
— 00 ——+40o0
Osservazione 28.
w(wg) = m {p+(x) : t > j}; infatti, se y € w(xp) allora @4, () i —4)_ Y per una
—+oo

jeN
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successione tj . — 400, allora per ogni 7 € N si puod supporre, a meno di
—+o0

estratte, tx > j, e dunque y € {p(xp) : t > j}, quindi per Parbitrarieta di j
Y€ ﬂ {pt(xo) : t > j}; viceversa, se y € n {@t(xo) : t > j} allora per ogni
JEN jJEN
J € Nesistet,; > j tale che ¢y, . (o) . —  yedunque, passando ad un estratta
! ——o0

— Oetgr >k — oo,
—4o00 k—+o00

=

1
tale che d(¢y, ; (0),y) < —, siottiene d(py, , (70),y) <

7 k

quindi y € w(zp).

Proposizione 53.
Sia M una varieta compatta, xo € M e f € Vec(M) e w(xg) il suo w-limite.
Allora:

(o)
2. w(xo)
3. w(xzg) é connesso.
(zo) € unione di traiettorie.
Dimostrazione.

1. Segue dall’osservazione precedente, in quanto ogni chiuso contenuto in un
compatto e compatto e I'intersezione decrescente di compatti € non vuota.

2. Segue dell’osservazione precedente, in quanto l'intersezione di chiusi e
chiusa.

3. Se per assurdo w(x) fosse sconnesso, esistessero due aperti disgiunti Uy, Us
tali che Uy Nw(xo) # 0 # Uz Nw(xo), prendendo y; € w(zo) NU; ety i j +00
—+00

peri=1,2,conty < tga < tky1,1, allora per connessione {¢;(xo);t € [tr,1,tk,2]} ¢ U1 U Uy,

dunque prendendo ¢y, (xg) ¢ Us UUs con ty € [tg1,tk2], per la compat-

tezza di M\ (Uy U Uz) si avraty .3 Tooe ameno di estratte, ¢y, LY ¢ Uy UUs,
—+o0

—+o0

e quindi y € w(zg)\(U1 U Us), che ¢ assurdo.

4. Setp, — Hooep, (xg) — y,allorapy, _(vi(z0)) = 1. (x0) — ¥

k— 400 k—4o00 k— o0
perognit € R, quindi ¢;(z0) € w(xo) e percio, per 'arbitrarieta di ¢, w(xg)
¢ unione di orbite.

O
Esempio 6.
T =ax

y="by
altrimenti w(zg) = 0.

1. Per il sistema { suR? conb < 0 < a, w(zg) = {0} sexy € {x =0},
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2. Se la traiettoria con dato iniziale xy & periodica, w(zg) coincide con la
traiettoria.

3. Per il sistema { r=ar
y=by

periodica e w(zg) = T per qualsiasi dato iniziale.

sul toro T :=S' x S, la traiettoria ¢ quasi-

Lemma 54.

Sia M = S?, f € Vec(M), ¥ un segmento trasversale al flusso pi(x) e {tp}ren
lintersezione tra 3 e la traiettoria .

Allora z(t) é monotona su X.

Corollario 55.
L’intersezione tra X e w(vy) contiene un solo punto se ¥ N~y é infinita, oppure
e vuota se l'intersezione € finita.

Corollario 56.
Se f ha un numero finito di zeri e £ C w(7y) € una traiettoria non periodica,
allora w(§) e a(€) contengono esattamente un punto.

Teorema 57 (Poincaré-Bendixson).

Sia M =S?, f € Vec(M) con un numero finito di zeri e xo € M.

Allora, w(xg) puo essere un punto di equilibrio oppure un orbita chiusa oppure
una traiettoria tendente asintoticamente a due punti di equilibrio.

Inoltre, w(x) varia con continuita al variare di x € M.

Osservazione 29.
Il teorema 57 non vale per tutte le varieta, ad esempio non vale per il toro
T :=S!' x S!, come si deduce dall’ultimo esempio.

Lezione 20 — 13/1/2012

Definizione 39.

Sia M una varieta e f,g € Vec(M).

f e g sono topologicamente equivalenti se esiste un omeomorfismo F' : M — M
tale che v & una traiettoria per il sistema @ = f(z) se e solo se F'(vy) lo & per

y=29(y).

Osservazione 30.

Detti ¢ e 14 1 flussi associati rispettivamente ai sistemi & = f(z) e § = g(y), se
Fopy =10 F allora i due sistemi sono topologicamente equivalenti.
Definizione 40.

Sia M una varieta e f € Vec(M).

f si dice strutturalmente stabile se per ogni g € Vec(M) vicino a f (nella
topologia C!) il sistema 4 = f(x) & topologicamente equivalente a 5 = g(y).
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Definizione 41.

Sia M una n-varietd, xzg € M, f € Vec(M), v una traiettoria periodica per
& = f(z), ¥ n — l-dimensionale trasversale a xg ¢ R:Y — ¥ una mappa di
ritorno tale che R(zg) = R(xo) tale che xo ¢ un punto di equilibrio iperbolico
per R.

~ & detto ciclo iperbolico.

Teorema 58.
Sia M una varieta, f € Vec(M) e v C M wun ciclo iperbolico per il sistema

Allora, f é localmente strutturalmente stabile intorno a .

Teorema 59.
Sia M =S? e f € Vec(M).
f € strutturalmente stabile se e solo se:

1. Tutti i punti di equilibrio del sistema = = f(x) sono iperbolici.
2. Le uniche traiettorie periodiche sono iperboliche.

3. Non ci sono traiettorie non periodiche tendenti asintoticamente a due
selle.

Lezione 21 —20/1/2012

Teorema 60.
Sia M = S? e S C Vec(M) linsieme dei sistemi strutturalmente stabili.
Allora S ¢é denso in Vec(M).
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