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L’argomento di questo corso sara la analisi funzionale, cioe lo studio degli spazi di funzioni.

La maggior parte degli spazi che verranno studiati sono oggetti che gli studenti gia conoscono bene
dai corsi precedenti, come ad esempio gli spazi LP o delle funzioni continue, ma qui verranno stu-
diati sotto un punto di vista differente e pitt generale. In particolare, nello studio di questi spazi
verranno utilizzati molti concetti di algebra lineare e di topologia generale, pertanto la conoscenza
delle nozioni di base di queste aree sara essenziale per una buona comprensione del corso.

Un aspetto particolarmente interessante sara il confronto tra gli spazi finito-dimensionali, gia stu-
diati a fondo nei corsi di base, e gli spazi funzionali che introdurremo, che hanno dimensione infinita.
Durante tutto il corso saranno frequenti le osservazioni riguardo le proprieta che determinate classi
di spazi funzionali condividono con gli spazi di dimensione finita.

Una motivazione per lo studio di questi spazi funzionali ¢ data dalle equazioni differenziali, che con
i concetti introdotti in questo corso potranno essere affrontate in modo ben piu efficace rispetto a
quanto visto nei corsi di base.

Iniziamo a definire gli oggetti di base su cui lavoreremo per tutto il corso.

Definizione.
Sia X uno spazio vettoriale.
Una seminorma su X & una funzione non-negativa || - || : X — [0, +00) che verifichi:

Lz +yll <zl + lyll Vz,y € X (Disuguaglianza triangolare);
2. laz|| = |a||lz|| VzeX, aeR (Omogeneitd).

Se inoltre & verificata:
3. |lz|| >0 Vae X\ {0}, (Positivita);

allora || - || si dice norma e (X, || - ||) si dice spazio normato. Quando non c’é il rischio di
ambiguita scriveremo semplicemente che X € uno spazio normato.

Osservazione.

1. Dalla 2., prendendo o =0, si deduce che ||0|| = 0 per ogni seminorma || - ||.

2. Ogni spazio normato € uno spazio metrico rispetto alla distanza d(x,y) = ||z — y|| indotta da
-1
Definizione.
Sia X uno spazio vettoriale € || - |1, || - |2 due norme su X.
II-1l1 ell-ll2 si dicono equivalenti se esiste una costante C > 0 tale che Hac% <lzll2 < Cllz|1

per ogni x € X.

Osservazione.
Se dim X < 400, € ben noto che tutte le possibili norme su X sono equivalenti tra di loro.



Definizione.

Uno spazio normato (X, - ||) si dice spazio di Banach (o semplicemente Banach) se é uno
spazio metrico completo rispetto alla distanza indotta da || - ||, cioé se ogni successione di Cauchy é
convergente, cioe:
|l —2zm]] — O deeX:z, — =«
n,m—+00 n—-+oo
Osservazione.
1. Se |- |l el - |l2 sono due norme equivalenti su X allora le successioni di Cauchy per || -1 e
per || - ||l2 sono le stesse, e anche le successioni convergenti per || - ||1 e per || - ||2 sono le stesse.
Dunque, (X, || -]]1) é uno spazio di Banach se e solo se lo & (X, ] - ||2).

In particolare, tutti gli spazi normati finito-dimensionali sono spazi di Banach.

2. Un sottoinsieme EE C X di uno spazio di Banach é a sua volta un Banach con la norma
indotta || - || se e solo se & un suo sottospazio lineare chiuso. Indicheremo i sottospazi lineari
chiust con la notazione E <1 X. Per sottolineare che indichiamo un sottospazio proprio, cioé
E # X, scriveremo E j X.

In dimensione infinita non tutti i sottospazi lineari sono chiusi. Un sottospazio lineare non
chiuso di uno spazio di Banach é uno spazio normato ma non é un Banach, perché i sottospazi
di uno spazio metrico completo sono completi se e solo se sono chiusi.

Esempio.

1. Dato uno spazio misura (X, X, ), gli spazi LP(u) sono spazi di Banach per p € [1,+00], con

1l = ( / f|pdu)“ . pe L +oo): 1o = esssupxlf1.

Prendendo lo spazio finito X = {1,...,N}, ¥ = P(X) e u = # la misura che conta, otteniamo
RY con

1
N P
lall, = (; |x<k>|p> : lolloo =, max [k}l

Se invece consideriamo la misura che conta su tutti gli interi positivi X = N otteniamo gli
spazi di successioni

v
6, = Sz:N=R: ||z|,:= <Z|x p) < 400 p;

oo

{33 N>R 2] :=sup|z(k)| < —l—oo} .
keN

Affinché || - ||, sia una norma, é necessario considerare gli elementi LP non come funzioni ma
come classi di funzioni rispetto alla relazione di uguaglianza p-quasi ovunque, altrimenti || - |,
e solo una seminorma.

2. Lo spazio C¥ ([a,b]) delle funzioni con k derivate continue su un intervallo chiuso e limitato
e un Banach con la norma

| llex = Zsup 7.

k=1 @0

3. Se u(X) < 400, come ad esempio su un compatto di RN con la misura di Lebesque, ¢ possibile

considerare lo spazio normato (LP(u),| - |lq) con g < p, mentre negli spazi di successioni si
puo considerare (Ly, || - ||4) per ¢ > p. Tuttavia, la norma || - ||, non é equivalente a || - ||, in
nessuno dei due casi e gli spazi (LP(u), | - 1lq) € (p, |l - |lq) nOn sono completi.

Un discorso analogo ¢ valido per lo spazio (C’K([a7 b)), llcx) se L < K.



Dunque gli oggetti del nostro studio saranno gli spazi normati che, nelle maggior parte dei casi,
assumeremo completi e cioe degli spazi di Banach.

Introduciamo ora le applicazioni tra questi spazi che saranno oggetto del nostro studio. Siamo
interessati a mappe che conservino sia la struttura di spazio vettoriale che quella di norma, dunque
considereremo mappe lineari e continue.

Come vedremo, negli spazi infinito-dimensionali non & ridondante richiedere che una mappa lineare
sia continua, perché esistono molti esempi di mappe lineari non continue. Questa ¢ una delle
principali differenze tra spazi di dimensione finita e infinita ed emergera in molti degli argomenti
che verranno trattati.

Definizione.
Una mappa A : X — 'Y tra due spazi vettoriali X,Y si dice lineare se

Alaz + By) = aA(z) + BA(y) Vz,ye X, o,B€R.
Per mappe lineari utilizzeremo la notazione Ax per intendere A(x).

Osservazione.

1. Se dim X < 400 e ben noto che allora ogni mappa lineare e continua. Infatti, data una base
{e1,...,en} di X, abbiamo che

N
Az — Ay|| = Z ek—AZy
N_
- Z Aek
k=1
= su Ae z(k) —y(k
< s e ol -t
< Cllz—yl;

dunque, A & Lipschitz e in particolare continua.

2. In generale non tutte le mappe lineari tra spazi vettoriali normati sono continue. Prendiamo
infatti X = C*([0,1]), Y = C([0,1]), entrambi con la norma | f| :=sup|f|, e A: X =Y
0,1]

data da (Af)(z) — f'(x): ¢ chiaramente lineare ma non & continua perché la successione

{fn(w)=sm(m)}vmﬁca Ml <2 5 0 mafAful = sup [costna) =1 4 0.

n n n—+oo z€[0,1 n——+o0o

)

3. In generale, anche se una mappa lineare é continua, l’inversa potrebbe non esserlo. Infatti,
prendendo X,Y come prima, la mappa B :' Y — X data da (Bf)(x / f é continua,

perché

T 1

7= Blx < sw [1r—gl= [ 17-gl< I gl
z€[0,1] Jo 0

Inoltre B ¢ iniettiva, dunque ¢ invertibile sull’immagine X :={f e CY([0,1]) : f(0) = 0};

tuttavia, la sua inversa B~ ¢é (la restrizione a X) della mappa A definita in precedenza, che

come abbiamo visto non é continua.



Lezioni 3-4-5 (26/02/2021)

Il prossimo risultato caratterizza la continuita delle mappe lineari: la continuita in un punto equivale
alla continuita su tutto lo spazio e alla limitatezza del rapporto tra le norme dei vettori e delle loro
immagini.

Proposizione.
Siano (X, |- |lx) e (Y, - |ly) spazi normati e A: X — Y lineare.
Allora, le sequenti condizioni si equivalgono:

a. A ¢é continua;

b. 3xg € X tale che A & continua in xg;

[Az]ly

zeXx\{0} |l x

c. A ¢ limitata, cioé ||A| = < 400

Dimostrazione.
a = b Ovvio.

b = ¢ Siano ¢, 6 tali che ||z — zo||x < = ||Ax — Azolly <e. Per ogni z € X \ {0} scriviamo

e B (8 Y B (D) )
g 121l x 6 21l x

1)
—2Z+ 2o — X

1)
e inoltre = ¢, pertanto ||A (z + zo) — Axg|| < e. Dunque,
12l x X 12l x y
ll2llx 5 €
HAZHY = A z+x0 | — Az < *HZ”X,
0 21l x x 0

e ciot || 4|l < % < +o0.

¢ = a Se A & limitato, allora per x,y € X con x # y vale

| Az — Aylly

Az — Aylly = | lz = vllx Iz —yllx < [|Alllz - yllx,

dunque A & Lipschitz e in particolare continua.

O

Osservazione.
La costante || A|| e, intuitivamente, il pit grande fattore per cui A puo dilatare un vettore. Puo
essere equivalentemente caratterizzata dai sequenti valori:

[All = sup [[Az]ly = sup [Az]y = sup |[lAz]y.

x||x <1 z||x <1 ‘I‘le
Esempio.

1. Se (X,%,p) € uno spazio misura, consideriamo la mappa A : LP(u) — L(u) data dalla
moltiplicazione per una data g, ovvero: (Af)(x) = f(x)g(x). Affinché A sia ben definita

bisognerda assumere p > q e g € L™ (u) con — = — — —.
T

A & ovviamente lineare ed & continua perché, dalla disuguaglianza di Hélder si ottiene || Al <
lgll»; in realta, scegliendo come f = glg|»~ " si ottiene || A| = ||g||.
2. La mappa A : C([0,1]) — C([0,1]) data da (Af)(z) = / f®h()dt, per h € L'((0,1))
0
fissata, ¢ lineare e continua; infatti, si verifica immediatamente che || Al < ||h|l1 e, prendendo
f =segno(h), si ottiene ||Al| = ||h||1.



Anche sull’insieme delle mappe lineari continue tra due spazi fissati & possibile definire una struttura
di spazio normato.

Proposizione.
Siano (X, |lx), (Y, - |ly) spazi normati.
Allora lVinsieme delle mappe lineari continue tra X e Y, che indichiamo con

L(X,Y):={A: X =Y lineare e continua},
e uno spazio vettoriale con le operazioni di somma e prodotto date da

(A+B):xz — Ax+ Bx
(@A) :x — «-Ax

Ax
e la norma gia definita in precedenza ||A|zx,yy = sup I HY
zeXx\{0} ]l x
Inoltre, se Y & uno spazio di Banach, allora anche L(X,Y) é un Banach.
Quando il codominio Y = X coincide con il dominio di A, indichiamo lo spazio degli operatori

continui su X come L(X) := L(X, X).

Dimostrazione.

Si verifica immediatamente che le operazioni di somma e prodotto verificano gli assiomi di spazio

vettoriale e che || - [|£(x,y) ¢ una norma.

Mostriamo ora la completezza di L£(X,Y) sotto lipotesi che Y sia completo. Se {4,} & una

successione di Cauchy per || - [|z(x,y), allora lo ¢ anche {A,z}, per ogni z € X, perché |4,z —

Apzlly < A0 — Anllzixyyllzllx ~ —  0: dunque, per la completezza di Y, avro A,z —
n,m—-+4o0o n—-+o0o

A(x), per qualche A(z). La mappa x — A(x) é:
e lineare, perché

Alaz +fy) = lm Ay(az+fy) =« lim Ao+ 5 lim Ay =ad(z) + BA(y);

e continua, perché, fissando e > 0, N € N tale che ||A, — A ||z(x,y) < € per ogni n,m > N,

|Az[ly = lim [Anz|ly < limJSrup (14n — Anllzcxy) + 1ANl2cx)) [2llx < (e + [ ANl ex,vy) o]l x
n S n—+oo

e il limite della successione || A, || rispetto alla norma ||-[|z(x,y), il che conclude la dimostrazione
della completezza, perché, prendendo e, n, m come prima,

|An—=Allzx,y)y= sup [[Apz—Az|y = sup lim [[A,2—Apz|y < limsup [|[A,—Anllzx,y) < €.
2] x <1 [EESKinan m—+00
O
Osservazione.

1. Se siadim X chedimY sono finite, allora anche L(X,Y) ha dimensione finita pari a dim(L(X,Y)) =
dim X -dimY.

2. Dati X,Y,Z spazi normati e A € L(X,Y), B € L(Y,Z), allora Bo A € L(X, Z) verifica la
disuguaglianza

|BoAllzx.z) < Bllev, )l Allcx,yy-
In particolare, prendendo X =Y = Z e A = B, otteniamo ||A2|| < ||A||2 e, iterando,
HANH < ||A||N per ogni N € N.

Introduciamo un concetto fondamentale nell’analisi funzionale, quello di isometria tra due spazi
normati: le isometrie mantengono la struttura lineare e quella di norma, dunque due spazi isometrici
hanno le stesse proprieta e sono in qualche modo “interscambiabili” dal punto di vista dell’analisi
funzionale.



Definizione.

Una mappa lineare ® : X — Y tra due spazi normati (X, | - ||x), (Y, |- |ly) si dice isometria se
[®()lly = [lzllx per ogniz € X.

Se inoltre ® ¢ suriettiva, si dice che X e Y sono isometrici.

Osservazione.
Dalla definizione seque che ogni isometria ® & continua con ||®| z(x,y) = 1. Inoltre, le isometrie
sono iniettive perché se ®(x) = 0 allora ||z||x = ||®(z)|y = 0.

Dunque, un’isometria suriettiva é invertibile e la sua inversa & anch’essa un’isometria, e in parti-
colare € continua.

Esempio.

1. Per ogni intervallo [a,b] C R e p € [1,4+00] un’isometria suriettiva tra LP((0,1)) e LP((a,b))
e data da )
fl@)—= (b—a)»f((b—a)x + a).

2. Un’isometria non suriettiva da £, in s€, per ogni p € [1,+00], é data da

(z(1),z(2),2(3),...) — (0,2(1),z(2),...).

Ci soffermeremo ora su un caso particolare di spazi di mappe lineari continue, quello in cui il
codominio & Y = R. Questo spazio dei funzionali lineari continui, detto spazio duale di X, avra un
ruolo fondamentale per lo studio delle proprieta dello stesso X.

Molti spazi duali sono in realta isometrici ad altri spazi ben noti.

Definizione.
Lo spazio duale di uno spazio normato X ¢é lo spazio X* := L(X,R) dei funzionali lineari continui

su X.

Osservazione.
Poiché R ¢ completo, dalla proposizione precedente deduciamo che X* ¢é uno spazio di Banach
(anche se X non é completo).

Esempio.

1. In uno spazio misura o-finito il duale di LP(u), per p € [1,400), & isometrico a ¥’ (), con

1 1
—+ — = 1. Un’isometria suriettiva tra i due spazi € data da
p

LP(p) «— (LP(u)"

g Lg:f—>/ngdu

2. Se K € RN ¢ compatto, il duale dello spazio delle funzioni continue C(K) é dato dallo
spazio di misure con segno M(K), dotato della norma della variazione totale, e un’isometria
suriettiva ¢

M(K) «— (C(K))

[T L#:f—>/de,u

Concentriamoci adesso su una classe di spazi normati che ha una struttura piu ricca, data da
un prodotto scalare. Su questi spazi sara possibile estendere con poche difficolta molti concetti
elementari dello spazio euclideo.

Definizione.
Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale H é una mappa (-,-) : H x H — R che verifichi:



1. (z,y) = (y,x) per ogni x,y € H (Simmetria);
2. Per ogniy € H fissato, x — (x,y) ¢ lineare in x, cioé
(ax + Bz,y) = a(z,y) + B(z,v), Vax,y,2€ H, a, €R (Linearita);
3. (x,z) >0 per ogni x € H \ {0} (Positivita,).
Osservazione.

1. Dalla 1 e dalla 2 si deduce che (x,y) ¢ lineare anche in y, a x fissato;

2. Da ogni prodotto scalare si pud definire una norma su H data da ||z| := /(z,x);

3. Valgono le sequenti formule, ben note nel caso euclideo:

(x,y) < ||lz|lllyll (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz);

llz 4+ yl* + ||z — yl|* = 2||z||® + 2||y||* (Regola del parallelogramma,);
Se (z,y) = 0 allora ||z + y||* = ||z|> + ||y||* (Teorema di Pitagora);
_ et yl® = e -yl

o (z,y) = 1 (Identita di polarizzazione).

Definizione.
Uno spazio vettoriale con prodotto scalare H si dice spazio di Hilbert (o semplicemente Hilbert)
se & uno spazio di Banach rispetto alla norma ||z|| = v/ (z,x) indotta dal prodotto scalare.

Esempio.

1. Gli spazi L*(p) sono spazi di Hilbert con il prodotto scalare dato da (f,g) = / fgdu. In
b's

N
particolare, lo sono RY con il prodotto scalare (z,y) = Zm(k)y(k) e lo spazio Uy delle

k=1
—+o0

successioni a quadrato sommabile con (x,y) = Zm(k)y(k)
k=1

2. Gli spazi (LP(p), || - ||p) per p # 2 oppure C¥([a,b]) non sono spazi di Hilbert con nessuna
scelta di prodotto scalare, perché non vale la regola del parallelogramma per la norma || - ||,.

3. Gli spazi (LP (1), ||-||2), per p # 2 tale che LP () C L* (1), e (C*([0,1]), | - ||2) non sono spazi
di Hilbert perché la norma proviene dal prodotto scalare (f,g) = fgdu, ma lo spazio non
X
e completo rispetto a questa norma.

Definizione.
Sia X uno spazio vettoriale e E C X un suo sottoinsieme. L’insieme delle combinazioni lineari
finite di elementi di X si indica con

Span(E) :={ciz1 + -+ eney : ¢ €R, x; € E}.

Osservazione.
Dato E C X, Span(E) é il pit piccolo sottospazio lineare contenente E, mentre Span(E) ¢é il pit
piccolo sottospazio lineare chiuso contenente E.

Una prima proprieta fondamentale degli spazi con prodotto scalare & che & possibile definire la
nozione di ortogonalita.

Definizione.

Due elementi xz,y € H di uno spazio vettoriale con prodotto scalare si dicono ortogonali se (x,y) =
0 e per indicarlo si utilizza la notazione x L y.

L’ortogonale di un sottoinsieme non vuoto E C H é linsieme degli elementi di H che sono
ortogonali a tutti quelli di M, ovvero

Et:={zxcH: (r,y) =0 VycE}.



Esempio.

1. Se H =4y e E = {e1} contiene il primo vettore della base standard infinito-dimensionale
e1 = (1,0,0,...), allora l'ortogonale ¢ dato dalle successioni con la prima entrata nulla:

k=2

+00
Et={zcty: z(1)=0} = {(0796(2),35(3),...) : Zx(kz)Q < —i—oo}.

2. Se H=1L*((—1,1)) e

E={feL?(-1,1): f(z)= f(—=z) per q.o. z € (—1,1)}

e dato da tutte le funzioni pari quasi ovunque, allora 'ortogonale e dato dalle funzioni dispari
q.o.:
B ={f e L*((-1,1)) : f(z) = —f(~2) per q.o. z € (-1, 1)};

viceversa, 'ortogonale delle funzioni dispari é dato dallo spazio E++ = E delle funzioni pari.
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Lemma.
Sia H uno spazio con prodotto scalare e E C H non vuoto. Allora:

1. Bt aH;

9 BLAE~ {0} seOEE;
0 se0 ¢ E

3. Se F C E, allora E+ C F*;
SN
4. Et = (Span(E)) , e in particolare E+ = {0} se E ¢ denso in H;

5. Span(E) C E*++.

Dimostrazione.

1. E+ ¢ un sottospazio lineare di H perché, presi x,y € Et.a,8 € Re z € E, allora (ax +
By, z) = afx, 2) + By, z) = 0 e dunque ax + By € E+.
E* inoltre & chiuso perché pud essere scritto come

Et+ = ﬂ{xEH: (x,y) =0},
yeE
che & un’intersezione di chiusi in quanto z — (z,y) & continua per ogni y fissato.

2. Se x € EN E*, allora nella definizione di ortogonale si pud prendere y = z e dunque 0 =
(z,7) = ||z||?, cioe z = 0.

3. Se z € F*, allora L y per ogni y € E, e in particolare & vero prendendo y € F, dunque
e Ft.
. SN
4. Poiché E C Span(E), allora B+ > (Span(E))

Per mostrare l’altra inclusione, facciamo vedere innanzi tutto che E+ C (Span(E))*: se
z € Bt ey € Span(E), allora y = c191 4+ --- + exyny con ¢p,...,cx € R, y1,...,yn € E,
dunque

({L‘7y) = Cl(%yl) ++CN($7Z/N) =0,

1
ciot x € (Span(E))*. Per concludere, mostriamo (Span(E))* C (Span(E)) Dosex €
(Span(E))* e y € Span(E), allora esiste y,, € Span(E) con y, Lve dunque

(x,y) = (m, lim yn) = lim (x,y,) =0,

n—-+o0o n—-+o0o
S W
cloe z € (Span(E)) .

5. Per definizione di ortogonale, per ogni z € E, y € E* vale (z,y) = (y,z) = 0, ma allora

z € B+ Dunque E € E+t, ma essendo quest’ultimo un sottospazio chiuso, avremo anche
Span(E) C B+

O
Un’altra caratteristica fondamentale degli spazi di Hilbert & poter definire una proiezione che mappi

lintero spazio su un suo dato sottoinsieme chiuso e convesso (e dunque in particolare per i sottospazi
chiusi), con delle speciali proprieta.



Lemma.
Sia H uno spazio di Hilbert e K C H un suo sottoinsieme chiuso e convesso.
Allora per ogni x € H esiste un unico P(x) € K che minimizza la distanza, cioé

P(z) — z| = d(z, K) = min ||y — z|.
1P(x) — =] = d(@, K) = min [y —

Inoltre, P(x) verifica:

1. (P(z)—x,P(x)—y) <0 perogniy € K, ed é l'unico z € K a verificare (z—x,z—1y) < 0 per
ogni y € K;

2. ||P(x) — P(2)|| < ||z — z|| per ogni x,z € H, e in particolare P é continua.
P ¢ detta proiezione su K.

Dimostrazione.

Mostriamo che, fissato x € H, esiste un unico punto in K che minimizza la distanza da x. Sia

{yn} una successione minimizzante, cioe y, € K e ||y, — || o d :=d(z, K): fissato € > 0, per
n——+0oo

Yn + Ym

n,m > N(g) avrd ||y, — x|, [|[ym — x| < d+¢, inoltre essendo K convesso ho € K e dunque
Yn + Ym . . . .
s z|| > d. Dunque, applicando la regola del parallelogramma a y,, — x, y,, — x si ottiene:

lyn = ymll®> = 2llyn — 2l* + 2llym — 21* = llyn +ym — 22[
2
Yn +Ym

< 4(d+5)2—4‘

2
< 4(d+e)? —4d%

essendo ¢ arbitrario, {y,} & di Cauchy e dunque, per la completezza di H, converge.
Per mostrare 'unicitd, supponiamo per assurdo che esistano yi,y2 con y; # y2 e |ly1 — z|| =
|ly2 — z|| = d. Allora, applicando come prima 'identita del parallelogramma si ottiene:

2
lys +y2 = 22" = 2llys = @l* + 2lly2 — 2* = llyr — v2l* < 2l — @[> + 2l|y2 — 2]* = 4d?,

1+ y

cioe - xH < d, che & assurdo. Dunque c’¢ un unico P(z) di distanza minima.

Fissiamo poi y € K e utilizziamo il fatto che P(x) minimizza la distanza rispetto a (1—¢)P(z)+ty €
K, perte|0,1]:
0 > [[P(z)—al® = |1 - t)P(z) + ty — =|?
1P () = @l* = (Il = tP(x) + ty[|* + [ P(z) = 2l* + 2(~tP(x) + ty, P(z) - ))
= —t||P(x) — y|* + 2t(P(2) — y, P(2) — ).

Dividendo per 2t otteniamo
t 2
— —x)< = — .
(P(@) — y, P@) = ) < 5|[P(&) = y|* = 0

Inoltre, se z € K verifica (z — x,z —y) < 0 per ogni y € K, allora scrivendo
Iz =zl = lly —zlI* = Jz—2|*~(z —2) = (z = p)II

Iz = 2l = (Il = 2l = 2(z — 2,2 — y) + |l = y|I*)

= 2z-z2-y) —[lz—yl

< 0

otteniamo ||z — z|| < ||y — || per ogni y € K, e cio¢ z = P(x).
Infine, dati x, z € H sappiamo che

(P(z) —a, P(x) —y) <0, (P(2) = 2, P(2) —w) <0, VyweC;
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dunque, prendendo y = P(z), w = P(z) otteniamo

0 > (P(z)—= P(x) - P(2) + (P(2) — 2, P(2) — P(z))
(P(x) —x — P(2) + z,P(z) — P(2))

= —(z—2P(x) - P(2))+ | P(x) - P(2)|,

ciot |P(z)—P(2)|* < (z—2, P(x)—P(2)) < ||z—z||||P(x)—P(2)||, e dividendo poi per || P(z)—P(2)|
la dimostrazione e conclusa. O

Osservazione.

Se la norma di H non proviene da un prodotto scalare, il punto di minima distanza potrebbe non
essere unico, e la proiezione potrebbe non essere ben definita.

Prendiamo ad esempio H = R? con la norma ||z, := |z1| + |x2| e come K la palla unita chiusa

KZZ{JJERQZ |l‘1|—|—|$2|§1}
Il punto x = (1,1) verifica d(x,K) =1 = ||z — (t,1 — t)|| per ogni t € [0, 1].

Esempio.

Se K = Br(zo) ={z € H: ||z — x| < R} ¢ una palla chiusa, allora

x se ||z —xzo|| <R
P(z) = R .
( ) xo+m(§5—xo) se ||x—x0|| >R

11



Lezioni 9-10 (12/03/2021)

Teorema (Proiezione su un sottospazio chiuso).
Sia H uno spazio di Hilbert e E <1 H.
Allora esistono P € L(H,E), Q € L (H, EJ‘) tali che:

1. x = Px + Qx per ogni x € H;

2. Sex € F allora Pr=x e Qr = 0;

3. Sex e E* allora Qu =2 e Px = 0;

4. Se E # {0} allora |P||z(a,ey =1, se E# H allora ||Q||zz,pry) = 1.

Dimostrazione.

Definisco P : H — FE come la proiezione su data dal lemma precedente, dato che E ¢ un chiuso
convesso, € @ : x — x — Px.

Verifichiamo che P,Q hanno tutte le proprietd richieste. Innanzi tutto, Qz € E*: infatti, so
che (Px — x,Px —y) < 0 per ogni y € E, ma essendo E un sottospazio lineare posso scegliere
y=Pr+zconz € FE eavrdo (Px — x,z) < 0; scegliendo invece y = Pz — z avrd (Pz —xz,—z) <0
e cioé Qr =z — Pz € E*.

Mostriamo la linearita: per ogni z,y € H, a, 8 € R scriviamo

aP(z) + aQ(z) + BP(y) + BQ(y) = ax + By = P(ax + By) + Q(ax + By),

dunque
E 3 aP(x) + BP(y) — P(ax + By) = aQ(z) + BQ(y) — Q(az + By) € E*.

Essendo perd E N E+ = {0}, entrambe le espressioni devono essere nulle, dunque

aP(x) 4+ BP(y) — Plax + By) = 0 = Q(ax + By) — aQ(x) — BQ(y),

il che mostra la linearita di P, Q).

La continuita segue dal Teorema di Pitagora, perché essendo Pz 1 Qz deduciamo ||z|?* = || Pz||* +
1Qall?, quindi || Pa]| < Jje]l e |Qa]l < .

Restano da dimostrare le quattro proprieta delle proiezioni. La 1 segue dalla costruzione di P; la
2 segue nuovamente dalla definizione e dall’osservazione che una proiezione coincide con l'identita
sulla sua immagine. Per la 3 osserviamo che se z € E+ allora E+ 3 z — Qe = Px € E, dunque
Pz c ENE* ={0}.

Infine, nella dimostrazione della continuitd abbiamo gia visto che ||P]| < 1,||Q]| < 1; se E # {0},

allora ogni 2 € F verifica || Pz|| = ||z| e dunque ||P|| = 1, e analogamente se E # H per x € E*+
abbiamo ||Qz| = ||z| e dunque ||Q| = 1. O
Corollario.

Per ogni sottospazio lineare chiuso E <1 H possiamo scrivere l'intero spazio come somma diretta
H=E&E" di E e del suo ortogonale.

In particolare, se E <1 H allora vale E = , mentre in generale per ogni sottoinsieme E C H
scriveremo H = Span(E) ® E+ e Span(E) = E++.

EJ_J_

Dimostrazione.

Dal teorema precedente abbiamo che H = E + E*, ma poiché abbiamo gia visto che ENE+ = {0}
allora la somma ¢ diretta.

Scambiando poi i ruoli di E, E* otteniamo che H = E+ @& E+*; avendo gia visto che E ¢ E*++,
dall’uguaglianza E+ @& E = E+ @ E*+ segue che non pud essere un sottospazio proprio. Nel caso

generale  C H bastera ripetere il ragionamento considerando Span(F) al posto di E. O
Esempio.
1. Se E = Span{xzg} ¢ 1-dimensionale allora Px = (|T37.%|'|02) xo e Qr=1x— (Hx,x|02) Zo;
Xo Zo
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2. Se E C L*((—1,1)) ¢ dato dalle funzioni pari q.o. allora

f@) + f(=2)

(Ph)(w) = HEELEE, (@f)() =

Possiamo ora dimostrare un risultato fondamentale sugli spazi di Hilbert, e cioe 'isomorfismo
isometrico tra un Hilbert e il suo duale.

Teorema (di Riesz-Fréchet).
Sia H uno spazio di Hilbert.
Allora H ¢ isometrico al suo duale H* attraverso un’isometria suriettiva ® : H — H* data da
H +— H”
h < Lp:z— (x,h)
Dimostrazione.
Costruiamo l'isometria inversa ¥ : H* — H. Affinché valga 1'ultima proprieta che caratterizza

Iisometria tra H e H*, H dovra soddisfare Lx = (x, \II(L)) perognix € H, L € H*.
Se L=0¢€ H*, pongo ¥(L) = 0. Altrimenti, dato L € H* \ {0}, avremo ker L ;1 H e dunque esiste

Ly
y € (ker L)* \ {0}; pongo W(L) = TolEY
Poiché, per ogni x € H, vale
L((Ly)z — (La)y) = (Ly)Lx — (Lz)Ly = 0,
allora y € (ker L)* verifica

Ly(,y) = Lalyl?* _ (Ly)e — (La)y.y) _
lyl1? lyl1?
Verifichiamo I'unicita: se Lz = (z, ¥1(L)) = (x, ¥2(L)) per ogniz € H, allora (z, ¥, (L)—¥3(L)) =

0, in particolare per = W, (L) — Wy(L) otteniamo || ¥ (L) — Wo(L)||* = 0 e quindi ¥y (L) = Wy(L).
Per la linearita, basta scrivere

(x,¥(L)) — Lz =

(z,¥(aL+BM)) = (aL+BM)x = aLz+BMz = oz, ¥(L))+5(z, ¥ (M)) = (z,a¥(L)+Y(M)).

La suriettivita segue dal fatto che, per ogni h € H, il funzionale Ly, : x — (x, h) verifica U(L) = h.
Infine, ¥ € un’isometria perché per costruzione abbiamo

L U (L
I s Ll = sup L& YD)]

U (L)l < ’
llyll z lollm<t  lzlla

< W (L)|a-

O

Osservazione.
1l Teorema di Riesz-Frechét é coerente con quanto gia visto per gli spazi LQ(M), inclusi £ e lo spazio
euclideo finito-dimensionale.

Studieremo ora un’altra proprieta che rende gli spazi di Hilbert particolarmente interessanti: la
possibilita di scrivere un elemento qualsiasi dello spazio come combinazione (eventualmente infinita)
di elementi di una base. In particolare, faremo in modo che queste combinazioni si accordino bene
con la struttura di prodotto scalare, cioeé che siano ortonormali.

Sistemi di questo tipo sono gia stati studiati nei corsi di base di algebra lineare nel caso finito-
dimensionale, ma anche nel caso delle serie di Fourier costruite a partire dai polinomi trigonometrici.
Vedremo ora che un procedimento simile funziona anche in casi molto piu generali.

Definizione.

Un sottoinsieme {eq }aca di uno spazio di Hilbert H si dice sistema ortonormale se (eq,eg) =
1 sea=p

Jap = .
0 sea#f
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Esempio.

1. Un sistema ortonormale su RN, con il prodotto scalare standard, ¢ data dagli elementi del-
la base standard. Analogamente, un sistema ortonormale su €s e dato dalla base standard

1 sen=k

0 sen#k

Pid in generale, prendendo un generico spazio misura (X, P(X),#)), con # misura che conta,

un sistema ortonormale per

infinito-dimensionale {e,} definita da e, (k) = 0nr =

L*(#) = {f : X = R: f(x) #0 per al piv numerabili x e Z flx)? < +oo}

zeX

¢ dato da {X{z}}xex‘

1
2. Un sistema ortonormale su L*((—m, 7)) ¢ dato da {,

o sin(nzx)

, % cos(m:)}

-

neN

Osservazione.

1. Data una famiglia {ea} dz' vettori ortogonali tra loro, un sistema ortonormale sara dato da

{el,} definito da €., ” ”

2. Pit in generale, data una famiglia numerabile di vettori {e,}nen linearmente indipendenti,
posso costruire un sistema ortonormale attraverso il procedimento di Gram-Schmidt: innanzi
tutto costruisco induttivamente una famiglia di vettori ortogonali {e) }nen data da el :=

n—1 ’ ’
en — Z (en/, e;) , poi trovo il sistema ortonormale ponendo e —
= el ~ lenll’
3. Ogni sistema ortonormale verifica |leql| = 1 € |lea — egl| = V2 per ogni a # B; in partico-

lare, ogni sotto-sistema numerabile {es, }nen sara una successione limitata che, non avendo
sotto-successioni di Cauchy, non ha estratte convergenti. Poiché si puo sempre costruire un si-
stema ortonormale di cardinalita infinita con il procedimento di Gram-Schmidt, in ogni Hilbert
infinito-dimensionale esistono successioni limitate senza estratte convergenti.

Definizione.
Sia {€eq}aca un sistema ortonormale su uno spazio di Hilbert H.
Per ogni x € H i valori {(x,eq)}aca si dicono coefficienti di Fourier di x rispetto al sistema
{eataca-
La serie Z(m, €n)eq st dice serie di Fourier di x relativa a {e,}aca-
acA

Proposizione (Disuguaglianza di Bessel).
Sia H un Hilbert e {€q}aca un sistema ortonormale su H.

Allora, per ogni x € H e aq,...,an € A vale
N
D (@ ea,)® < .
i=1
Dimostrazione.
Dall’ortonormalita degli eq,, ..., eq, segue direttamente che
N 2
0 < Jz— Z(:L’, €, )Ci
i=1
N N 2
= |zl -2 (x,z T, €q, eai) + Z(x,eai)em
i=1 i=1
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N N
= ||I||272Z(I,€ai)2+ Z(Z,@ai) (x760£j) (eameaj)
i=1 ij=1
N N
= ||x||2 - 22('73) eai)2 + Z(x’ eai)Q
=1 =1
N
- ”:L'”z*Z(maeai)z'
=1

Osservazione.
1. Dalla disuguaglianza di Bessel seque che i coefficienti di Fourier sono diversi da zero per al
pit un infinita numerabile di elementi; infatti, per ogni N € N, ¢i possono essere al pit N ||z |
elementi di A per cui (x,ey) > N Dunque la serie di Fourier é una somma al pit numerabile

e quindi puo essere sempre definita come limite delle somme parziali.
2. La serie di Fourier inoltre é sempre convergente perché, chiamando {e,, }nen gli elementi del
n

sistema ortonormale per cui (z,eq,) # 0, la successione x,, := g (x, eq,)eq,; delle somme par-

i=1
m

ziali & di Cauchy; infatti, ||z, —xm|* = Z (r,e4,)> — 0, perché dalla disuguaglianza

m,n—+4o0o
i=n-+1
oo
di Bessel la serie E (z,eq4,)% converge.
i=1

Definizione.
Un sistema ortonormale {e,} su un Hilbert si dice completo se H = Span({e,}).

Esempio.

1. Tutti gli esempi di sistemi ortonormali visti in precedenza sono completi.
Questo & ovvio nel caso finito-dimensionale e ben noto nel caso delle funzioni trigonometriche.

Per ¢y & sufficiente osservare che ogni x = (x(1),x(2),...) & limite di x, = (x(1),2(2),...,2(n),0,...

+oo
perché ||z, — z||* = Z lz(k)|? o 0. Analogamente si dimostra la completezza nel caso
k=n-+1

generico L*(#).

2. Se invece, in uno dei casi precedenti, un sottoinsieme proprio del sistema ortonormale com-
pleto, ne otterremo uno non completo, perché ad esempio e; & Span({ey, }rn>2)
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Lezioni 11-12 (09/03/2021)

Per dimostrare l'esistenza di un sistema ortonormale completo occorre enunciare un risultato fon-
damentale in logica e teoria degli insiemi, noto come Lemma di Zorn.

Questo risultato ¢ essenziale per dimostrare moltissimi risultati in cui la cardinalita € pit che nu-
merabile (e dunque il principio di induzione non & piu sufficiente). Utilizzeremo il Lemma di Zorn
anche piu avanti per dimostrare un altro teorema fondamentale di analisi funzionale.

Lemma (di Zorn).

Sia (P, =) un insieme non vuoto parzialmente ordinato. Se ogni sottoinsieme @ C P totalmente
ordinato ha un maggiorante (cioé un m € P tale che ¢ < m per ogni q € Q), allora P ammette un
elemento massimale (cioé un M € P tale che non esistono p € P\ {M} tali che M < p).

Proposizione.
Ogni spazio di Hilbert H ha un sistema ortonormale completo.

Dimostrazione.
Consideriamo 'insieme

P:={E C H: FE & un sistema ortonormale di H} :

& parzialmente ordinato rispetto all’inclusione, e non & vuoto perché contiene tutti gli insiemi con-
tenenti un solo vettore {e} con |le|| = 1.

Prendiamo ora @ C P totalmente ordinato e verifichiamo che Ey := U FE & un maggiorante: € esso

jote)

stesso un sistema ortonormale, perché se e € Ey allora e € E per qualche E € @Q e dunque |e|| = 1;
inoltre, se e, f € Ey, allora e € E e f € F per qualche E, F € @, ma siccome ) ¢ totalmente
ordinato avremo (a meno di scambiare) £ C F e quindi e, f € F, pertanto essendo F' un sistema
ortonormale avremo e L f. Dunque Fy € P, e poiché per costruzione E C Fy per ogni E € Q, Ey
& un maggiorante.

Possiamo dunque applicare il Lemma di Zorn a (P, C) e trovare un elemento massimale E € P.
Rimane da dimostrare la completezza di E: se cosi non fosse, allora E* # {0}, ma quindi sceghendo

e € E* con |le]| = 1 avremmo E U {e} come sistema ortonormale contenente strettamente E, e
dunque ne contraddirebbe la massimalita. O
Definizione.

Sia X uno spazio topologico. X si dice separabile se ha un sottoinsieme denso e numerabile.

Corollario.
Uno spazio di Hilbert H ha un sistema ortonormale completo al pitv, numerabile {e,}nen se e solo
se H é separabile.

Dimostrazione.
Se H ha un sistema ortonormale completo numerabile {e,, }en, allora 'insieme delle combinazioni
lineari razionali di elementi della base

Spang({en fnen) = {c1e1 + -+ +cnen : ¢; € Q}

¢ numerabile e denso in H. Viceversa, H ha un sistema ortonormale {e,}oc4 pitl che numerabile,
allora come abbiamo visto |le, — €] = V2 per a # 8, dunque B%(ea) N B%(elg) = (): essendoci
2 2

quindi un infinita pit che numerabile di aperti disgiunti, ogni insieme denso dovra intersecarli tutti
e quindi non potra essere numerabile. O

Esempio.
Lo spazio L2(#) con la misura del conteggio ¢ separabile se e solo se lo spazio X ¢é numerabile (visto
che X ha la stessa cardinalita di un sistema completo), come ad esempio nel caso di {s.

Teorema (Caratterizzazione dei sistemi completi).
Sia H uno spazio di Hilbert e {es}aca un suo sistema ortonormale.
Allora si equivalgono:
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a. {eq} & completo;
b. {ea} = {0};

c. Per ogni x € X vale x = Z(x, €a)Co;
a€cA

d. Per ogni x € X vale x = Z Ca€o per qualche c, € R;
acA

e. Vale l'uguaglianza di Bessel ||z|* = Z(:v, ea)? per ogni x € H;
acA

f. Vale Uidentita di Parseval (z,y) = Z(m,ea)(y, €q) per ogni x,y € H.
acA

Dimostrazione.

a <= b Segue dal Teorema di proiezione su un sottospazio chiuso: poiché H = Span{e,} ® {ea}™,
allora Span{e,} = H se e solo se {e,}* = {0}.

b= ¢ Se {e,}+ = {0}, allora y := Z(a:,eg)eﬂ verifica, per ogni o € A,
BeA

(yveoé) = Z(I,@g)eg,ea = Z(x,ea)(eg,ea) = (1'7601)3

BEA BEA

dunque y — x € {e}* = {0} e cioe . =y = Z(az7 €a)€a-
acA

c=>b Sex= Z(x, €a)eq per ogni z, per z € {e,} T si ottiene
a€cA

T = Z(xaea)ea: 20: )

acA acA
dunque {e,}* = {0}.
¢ = d Ovvio.

d=c Sex= Z cgeg, allora per ogni a € A abbiamo
BEA

(z,eq) = Z cpleg, €q) = Cq-

BEA

¢ < e Se {a;}ien sono gli indici per cui (x,q;) # 0 (che gia sappiamo essere al pilt numerabili),
allora avremo

N 2

T — Z(ax,em)ei

i=1

N

= ||"‘E||2 - Z('r7 eai)Zy

i=1

come é stato visto nella dimostrazione della disuguaglianza di Bessel; passando al limite per
N — +00, il termine a sinistra va a zero se e solo se vale ¢, mentre il termine a destra va a
zero se e solo se vale e, pertanto le due affermazioni sono equivalenti.

f = e Basta scegliere x = y.
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e = f Applicando 'uguaglianza di Bessel per x e y separatamente e poi a x + y si ottiene

lz+yl? = lzl?+yl* +2(@y) = ) (z.ea)* + > (y,€a) +2(x,y),
a€A acA
lz+yl> = Y @+ye)? =D (@e)+ Y (1ea) +2 ) (2,€0)(y:€a)
a€cA a€A acA a€cA
da cui f.
O
Osservazione.

1. In generale, se {ey} non é completo, per ogni x avré Pr = Z (z,eq)eq, dove P ¢ la proiezione
a€cA
su E = Span({en}). Infatti, se {fz}scp €& un sistema ortonormale completo per E*, allora,

{ea}U{[fs} & completo su H, dunque x = Z(m, €a)ea+ Z(m, f5)fs € E® E*, ma essendo
acA BeB

la somma diretta dovrd essere Px = g (z,eq)eq.

acA
Analogamente, l'uguaglianza di Bessel e l'identita di Parseval avranno la forma

1Pl = 3 (a,e0)’: (Pz,Py) = 3 (2,e0) (9, €0).

acA acA

2. La convergenza delle serie di Fourier é solamente rispetto alla norma di H.
In particolare, nel caso ben noto delle serie di Fourier trigonometriche, la convergenza é in L*.
Tuttavia, poiché la convergenza in L? non implica quella puntuale (se non su una estratta), la
convergenza puntuale delle serie di Fourier non seque dal teorema precedente ed é in generale
molto delicata da ottenere.

Concludiamo il discorso sugli spazi di Hilbert con un risultato forse sorprendente: ogni spazio di
Hilbert ¢ una copia isometrica di un qualche L?.

Corollario.
Sia H uno spazio di Hilbert e {es}aca un suo sistema ortonormale completo.
Allora, H ¢& isometrico allo spazio

L2(#) = {f A= R: f(a) #0 per al pit numerabili o e Z fla)? < +oo},

acA

definito sullo spazio misura (A, P(A),#).
In particolare, se H & separabile, & isometrico a {s.

Dimostrazione.
Definiamo l'isometria tra i due spazi come

H 2 LX(#)
z = D) :a— (r,eq)
La linearita di ® ¢ immediata, inoltre ® ¢ un’isometria per I'uguaglianza di Bessel, perché
|2(x)|3 = /A |B(@)|*d# = > (2, e4)” = |2l
a€cA

in particolare, ® & anche continua e iniettiva. Per la suriettivita, data f € LQ(#) considero = :=

Z f(a)eq. La somma & ben definita perché sono diversi da zero solo numerabili coefficienti, e
acA
inoltre dalla definizione di x si ottiene (z,e,) = f(a) per ogni «, e dunque ®(z) = f. O
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Lezioni 13-14-15 (12/03/2021)

Torniamo a parlare pilt in generale di spazi di Banach.

In particolare, ci occuperemo dell’estensione di funzionali lineari e continui definiti su un sottospa-
zio lineare di un dato spazio. Questo procedimento si puo compiere facilmente su spazi di Hilbert
grazie alla proiezione ortogonale, ma in generale non & cosl: c’e bisogno di un risultato tra i piu
importanti dell’analisi funzionale: il Teorema di Hahn-Banach.

Per dimostrare il Teorema di Hahn-Banach introduciamo un’importante classe di funzionali, che
condividono alcune proprieta delle norme: i funzionali omogenei e subadditivi.

Definizione.

Sia X uno spazio normato e p: X — R.

p si dice omogeneo se p(Ax) = Ap(z) per ogni x € X e A > 0.

p si dice subadditivo se p(x +y) < p(x) + p(y) per ogni x,y €Y.

Esempio.
Ogni seminorma, e in particolare ogni norma, é omogenea e subadditiva.

Teorema (di Hahn-Banach).

Sia X wuno spazio normato, p : X — R omogeneo e subadditivo, E C X wun sottospazio lineare e
L: E — R lineare e tale che Lx < p(z) per ogni x € E.

Allora esiste L: X — R tale che Lz = Lx per ognix € E e L < p(x) per ogni x € X.

Dimostrazione.
Applichiamo il Lemma di Zorn all’insieme P delle estensioni di L:

Mz =1L A E
P .= {(F7 M) : F C X sottospazio lineare tale che E C F, M : F — R lineare tale che { o “ ve } ,

Mz <p(zx) VeeF
su cui e definita la relazione

(F,M)<(F'\M') :<—= FCF,Mx=Mxz VzePF.
Chiaramente < & una relazione d’ordine e P ¢ non vuoto perché contiene (E, L).

Inoltre, se Q = {(Fa, My)}aca C P & totalmente ordinato allora un maggiorante (Fy, Myp) dato da

o = U F, e Mox = M,x per x € F,; M ¢ ben definita perché () ¢ totalmente ordinato e inoltre

a€cA
My < p perché M, < p per ogni a. Dunque possiamo applicare il Lemma di Zorn.

Esiste quindi un elemento massimale (E,E) € P: per concludere bastera mostrare E = X.
Supponiamo per assurdo che non sia cosi, cio¢ che esista zg € X \ E: allora potrei estendere

L a Span {E‘, xo} come E(a: + twog) = L + ct; se riesco a scegliere ¢ in modo tale che valga

L(z + tag) < p(z + tag) avrd contraddetto il fatto che (E, E) sia un maggiorante.
Dalla definizione di L e dall’omogeneita di p, L, la precedente disuguaglianza equivale a:
Z(%)—i—cﬁp(%—i—xo) Va:eE,t>0

T x ~ ;
L(;) +c> —p(—?—xo) VeeE t<0
essendo F un sottospazio lineare, ¢ dovra equivalentemente soddisfare

—Ez—p(fz—zo) <c<ply+xo) —Ey Vy,z€ E,

e un ¢ con queste proprieta puod essere trovato se e solo se per ogni y, z vale —Lz— p(—z —xp) <
p(y + o) — Ly. Infine, quest’ultima disuguaglianza & vera, e dunque la dimostrazione & conclusa,
perché, essendo L < p e p subadditivo,

—Lz—p(—2z — zo) — (p(y +20) — zy) = L(y—2)— (p(y + o) +p(—2 — x0))
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< py—2) = (p(y + zo) + (=2 — 20))
< 0.
O
Corollario.
Sia X uno spazio normato, E C X un sottospazio lineare e L € E*.
Allora esiste L € X* tale che Lz = Lz per ogniz € E e EH = || L g~
X*

Dimostrazione.
Basta applicare il Teorema di Hahn-Banach con p(z) = ||L|

g+||z]]: per la simmetria della norma
otterremo che ’Ew‘ = max{Zx,z(—x)} < || L[|z, e cioe HEH < ||L|l, ma poiché coincidono su E

deve valere I'uguaglianza. O
Osservazione.

1. Se X ¢ uno spazio di Hilbert, ogni L € E* puo essere esteso prima su E per densita e poi su
tutto X come Lz := L(Pz), dove P : X — E ¢ la proiezione ortogonale. Come si verifica

facilmente, questa é 'unica estensione che verifica HEHX* = ||L|g~.

2. L’estensione data dal Teorema di Hahn-Banach potrebbe non essere unica.
Prendiamo infatti X = R? con la norma ||z||y = |1|+|22|, E = {z = (z1,22) € R? : 25 =0} ¢
L: F — R data da Lz = x1. Allora, ogni estensione L : X — R del tipo L(x1, x2) = x1 + cxa,
per ¢ € [—1,1], verifica HEHX = |||

o= 1.

Il Teorema di Hahn-Banach ha anche molte altre applicazioni in analisi funzionale. Alcune di queste
forniscono informazioni importanti sulla struttura degli spazi duali.

Lemma.

Sia X uno spazio normato e xg € X \ {0}.

Allora esiste Ly, € X* tale che || Lyy|lx+ = 1 e Lyyxzo = ||zo||, dungue in particolare ||zo|x =
max |Lxg|.

| L]+ =1

Pit in generale, dati un sottospazio lineare E C X e xg € X \ E, esiste Lgy, € X* tale che
ILE ollx =1, Lygz =0 per ogni © € E e Lg 5,20 = d(x0, E).

Dimostrazione.
Basta applicare il Teorema di Hahn-Banach con E = Span{zo}, L : tzg — t||zo| e p(z) = ||z]|.
Nel caso generale, applico il Teorema di Hahn-Banach su Span{F, z¢} con L(x + tzg) = td(zo, E);
il funzionale avra norma 1 perché

|t|d((£07E)| d(anE) d(%o,E)

IL|g» = sup ——— = sup ———F =sup———— = 1.
veBter ||T + tzol| zEB,teR ||1U0 + %H vek [lzo — yl|

Esempio.

1. Se X = LP(u) con 1 < p < +o00, sappiamo che X* ¢ una copia isometrica di ¥ (1) con

1 1 /
—+ — =1 e ogni elemento di X™ ¢ del tipo L : f / fgdp per qualche g € LP (u). Per
D X 2
p—
ogni f # 0 fissata, il funzionale dato dal lemma precedente si ottiene prendendo gy = |||f}”p{
P

2. Se X ¢ uno spazio di Hilbert, abbiamo visto che X™* ¢é isometrico a X e ogni funzionale in
X* ¢ dato da L : x — (x,h) per qualche h € H. Il funzionale dato dal lemma precedente si
x

(BN

ottiene con hy; =
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Corollario.
Uno spazio normato X # {0} non banale ha un duale X™* # {0} non banale.
Se inoltre dim X = 400 allora dim(X™) = +o0.

Dimostrazione.

Se esiste zp € X \ {0} allora con il lemma precedente troviamo un funzionale L,, € X per cui
Ly, xo = ||xo]] # 0, dunque L,, # 0.

Se inoltre dim X = 400, allora esiste una successione crescente di sottospazi lineari F, C X tali
che E,, € E, 1. Dunque, prendendo z,, € E, 11 \ E,, dal lemma precedente si puo costruire una
successione {L,, = L, g, } C X tali che L,|g, =0 ma Ly,|g,., # 0; questi funzionali dovranno
essere linearmente indipendenti, perché L,, ¢ identicamente nullo su FE,, mentre non lo ¢ nessun
L € Span{F,...,E,_1}, e quindi X* ha dimensione infinita. O

Osservazione.

11 corollario precedente non € piu vero sugli spazi metrici.

Ad esempio, lo spazio X = LP((0,1)), per p € (0,1) é uno spazio metrico completo con la distanza
1

d(f,g9) = |f — g|”, ha ovviamente dimensione infinita ed é anche completo, come si pud dimo-
0
strare analogamente al caso p > 1; tuttavia il suo duale contiene solo il funzionale nullo.

Supponiamo infatti che esista L € X*\ {0}, dunque esisterd f € X tale che Lf > 1. Consideriamo

t
la mappa t — d (fX[O,t] , O) = / |fIP: per il teorema di convergenza dominata sard continua, dunque
0

d(f,0
esistera to € (0,1) tale che g := fx(0,t0] € := fX(to,1) = f—g verificano d(g,0) = d(h,0) = L,

2
L(2 L(2
cioé d(2g,0) = d(2h,0) = dQ({ig) ; inoltre, essendo 1 < Lf = % + %, avro L(2g) > 1 op-

pure L(2h) > 1. A questo punto definisco fi come quella tra 2g e 2h che verifica la disuguaglianza
e poi itero il procedimento, scrivendo fi = g1 + hy e definendo fo = 2g1 oppure fo = 2hi: avro

= d(/,0) 0 eLf, > 1, contraddicendo
2”(1_1’) n—-+o00

ottenuto una successione {fn} che verifica d(f,,0)
la continuita di L.
Proposizione (Immersione isometrica nel bi-duale).

Ogni spazio normato X puod essere mappato isometricamente nel suo bi-duale X™** attraverso la
mappa J data da:

x L ox
r — A:L—Lx

Dimostrazione.
Si verifica immediatamente che .J & lineare. Per mostrare che ¢ un’isometria, notiamo innanzi tutto

che

[J(@)|x= = sup |La|< sup ||L|x-[lzllx = [lz[l;
ILllx=<1 ILllx~<1
inoltre, fissato xg € X, posso prendere L,, come nel lemma precedente e ottenere ||J(xo)| >
J
L., xo| = ||xol|, pertanto ||J|| z(x x*+) = sup 17()] > 1 e quindi J & un’isometria. O
i R ]
z T
Definizione.

Uno spazio di Banach X si dice riflessivo se l'immersione isometrica nel bi-duale é suriettiva,
cioé se ogni elemento del bi-duale A € X** ¢ del tipo A : L — Lx per qualche x € X.

Osservazione.

Per definizione di norma operatoriale, sappiamo che |L||x~ = sup |Lz|, ma non & detto che
llll x <1

l’estremo superiore sia raggiunto da qualche x € X, mentre dal lemma precedente otteniamo

IL||x+ = | IﬁlaX |IAL|. Questo puo essere un criterio per la riflessivitd di uno spazio, perché
Allx-<1
se J ¢ suriettiva, allora il sup in || L||x- & sempre raggiunto.

Esempio.
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1. Gli spazi LP(u) per p € (1,400) sono riflessivi e anche tutti gli spazi di Hilbert sono riflessivi.

2. X = L*((0,1)) non ¢ riflessivo, perché X* ¢ isometrico a L>((0,1)) ma (L>((0,1)))* non ¢
isometrico a L*((0,1)).
Prendiamo infatti il sottospazio E = C([0,1]) C L*°((0,1)) e L € E* dato da Lf = f(0) e
estendiamolo a L*((0,1)) con il Teorema di Hahn-Banach: se (L°((0,1)))* fosse una copia
isometrica di L*((0,1)), allora esisterebbe g € L*((0,1)) tale che per ogni f € C([0,1]) valga

1
/ fg=1Lf=Lf=f(0), che ¢ assurdo.
0

3. Anche ¢4 non é riflessivo, perché (£s)* non é isometrico a {1.
Applichiamo infatti il Teorema di Hahn-Banach su

czz{x:N—HR: 3 lim x(k)ER}CEOO

k——+o00
con L € ¢* dato da Lz = i hT 2(k). Supponiamo per assurdo che la sua estensione L € ({o5)*
—+00
“+oo
sia tale che Lx = Zx(kz)y(k) per qualche y € £1; allora prendendo un elemento della base
k=1

standard x = e,, € ¢ avremmo
0= Le, = Le,, = y(n) VneN,
=0 e cio¢ L = 0, ma questo ¢ assurdo perché ad esempio la successione costante
x=(1,1,...) verifica Lv = Lz = 1.
1 1
4. Neanche C([0,1]) é riflessivo. Prendiamo infatti Lo € X* definito da Lo f = / f—/ f:dal
0 3
lemma precedente sappiamo che esiste A, € X tale che |Ar,|| =1 e Ar,Lo = ||Lol| = 1;

: 1
se fosse Ap, = J(f) allora esisterebbe f € C([0,1]) consup|f|=1¢e /2 f—/ f=1,cheé
1 0 3

)

assurdo.
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Lezioni 16-17 (16/03/2021)

Il Teorema di Hahn-Banach ha altre applicazioni molto importanti in analisi funzionale, legati alle
proprieta degli iperpiani e degli insiemi convessi.

Per vederle introduciamo prima una classe di funzionali omogenei e subadditivi che dunque possono
essere utilizzati come la funzione p nel Teorema di Hahn-Banach, ruolo che finora ¢ stato giocato
dalla norma.

Definizione.
Sia X uno spazio normato e K C X un sottoinsieme convesso contenente Bs(0) per qualche § > 0.
1l funzionale di Minkowski di Keé:

pK(I)::inf{r>O: %GK}.

Esempio.
1. Se K = Br(0) ¢ una palla chiusa, allora px(x) = @
Lo Lr>0
2. Se K={xe€ X: Lz < a} per qualche L € X*, o > 0, allora px(z) = « se L

0 se Lz <0

Lemma.
Sia X uno spazio normato e K C X convesso contenente un intorno di 0. Allora:

1. px € omogeneo e subadditivo;

Esiste C > 0 tale che px(x) < C||z|| per ogni x € X, e in particolare é continua;

Se K' ¢ convesso e K C K' allora prr < pr;

Pj = Pk = D, inoltre pg(z) <1 se e solo se x € K e px(z) <1 se e solo se x € K;

Se K ¢ bilanciato, cioé v € K < —x € K, allora pg € una seminorma;

S2 AT SIS

Se K ¢ bilanciato e limitato allora px & una norma, ed é equivalente a || - ||.

Dimostrazione.

1. Innanzi tutto, px(x) # 400 per ogni x: infatti, px (0) = 0 per definizione; inoltre, se Bs(0) C
0 2
K, allora ——a € K e dunque pg(z) < @

. L’omogeneita segue da:
2|

pK(/\x):inf{r>O: AfeK}:inf{r>0: EK}:inf{)\s>O: EEK}Z/\pK(x).

IR

x
Mostriamo poi che & subadditivo: dati x,y € K,e > 0, trovo r,s tali che f,y € Ke
r’s

pir(x) >r—¢e,pr(y) > s —e. Essendo K convesso, allora

x
ty__r « s QEK,
r+s r+sr r+ss

dunque dalla definizione di p avremo

pr(z+y) <r+s<pr(x)+px(y)+ 2,

ma essendo € arbitrario abbiamo px (z +y) < px(z) + pr (v).
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2

. Abbiamo visto che pg(z) < @ per qualche § > 0; dunque dalla subadditivitad segue che,

per ogni z,y € X,

2lr —y
rr(r) —pr(y) < pr(z—y) < M,
mentre invertendo z e ¥y si ; _ M o -
y si ottiene px (y) — pr(x) < 5 e quindi |px (7) — pr(y)| <
2 _
M’ dunque p ¢ Lipschitz e in particolare continua.

x x
. Poiché K C K, allora per ogni z € X varra l'inclusione {r >0: — € K} C {r >0: — € K’},
r
dunque 'estremo inferiore del secondo insieme sara minore o uguale a quello del primo, cioe
pr(z) < pr(z).

— )
. Osserviamo innanzi tutto che, essendo K convesso, — € K se e solo se — € K per ogni s > r,
r S

dunque

— T e

pf(x):inf{T>O: fEK}:inf{s>0: fEK}:pf((a:);

r S
essendo poi K C K C K, allora dal punto precedente pi () < pr(x) < pr(x), quindi deve
valere 'uguaglianza. Inoltre, abbiamo x € K se e solo se (14 ¢)x € K per qualche € > 0, cioe
se e solo se pi(z) < 1. Analogamente, x € K se e solo se (1 — )z € K per qualche € > 0,
cioe se e solo se px () < 1.

. Se K e bilanciato, allora
. X . x
pK(z):mf{r>0: = EK} :1nf{r>0: - EK} = pi(—x);

dunque, per qualsiasi A € R vale px(Ax) = pr(|]A|z) = |Apk(z); inoltre, per costruzione
pi (x) > 0 per ogni x, dunque pk verifica tutte le proprieta che caratterizzano le seminorme.

x x
. Se K ¢ anche limitato, allora — ¢ K per r < & e dunque per x # 0, pr(x) >
r diam(K)
x
_Hin > 0; avendo gia visto che verifica tutte le altre proprieta, px € una norma, e poiché
diam(K)

gia sappiamo pg (x) < C||z|| allora sard equivalente a || - ||.

O

Definizione.
Un sottospazio H C X di uno spazio normato si dice iperpiano chiuso se esistono L € X* \ {0}
e a € R tali che

H={L=ao}={rxeX: Lz =a}.

Diremo che due sottoinsiemi A, B C X sono separati dall’iperpiano chiuso {L = a} se sup L <
A

iréf L, cioe se

Lr<a VazeA Lr>a VzeB.

Diremo che A, B C X sono separati strettamente se sup L < i%f L, cioé che esiste € > 0 tale che

A

Lr<a—¢e VzeA Lxr>a+e VzeB.

Proposizione.

Se X ¢é uno spazio normato e L : X — R ¢ lineare, allora L € X* se e solo seker L := {z € X :
Lz =0} & chiuso in X.

Inoltre, se L non é continua, allora ker L ¢é denso in X.
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Dimostrazione.
Se L & continua allora ker L = L™*({0}) ¢ la preimmagine rispetto a una mappa continua del chiuso
{0} C R, pertanto & chiuso in X.

Se invece L non e continua, allora esiste una successione {x,} in X tale che ||, || = 1 e |La,,]| o
n—-+0oo
+00. Dunque, per ogni y € X la successione y,, 1=y — 7 Y T, verifica
Ty
Ly Ly | Lyl
Ly, = Ly — Lz, =0; -yl =1- Tn|| = ;
Yn Y Lz, ™" 19 =yl H Lz, " |Lxy,| n—+oo

quindi ker L & denso in X, e poiché L # 0 avremo ker L # X, dunque non potra essere chiuso. [

25



Lezioni 18-19-20 (19/03/2021)

Lemma.
Sia X uno spazio normato, K C X un aperto convesso e xgp € X \ K.
Allora, K e {xo} sono separati.

Dimostrazione.

A meno di traslazioni, possiamo supporre 0 € K; essendo K aperto, conterra un intorno di 0,
cosicché il funzionale di Minkowski p = px soddisfa le ipotesi del Teorema di Hahn-Banach, che
applicheremo con E = Span{xg} e L : txg — t.

Verifichiamo innanzi tutto che L < p su E: poiché g € K, allora p(zg) > 1 e dunque se ¢ > 0
avremo

L(tzo) =t < tp(xo) = p(tzo),

mentre per ¢t < 0 abbiamo L(tzg) < 0 < p(txg). Dunque, dal Teorema di Hahn-Banach otteniamo
L : X — R lineare, e continuo perché dalle proprieta di p otteniamo Lz < p(z) < C|z|; inoltre, se

z € K allora Lz < p(x) < 1, mentre Lo = Lo = 1, dunque {L = 1} separa K e {zg}. O

Osservazione.
I due insiemi potrebbero non essere separati in senso stretto, ad esempio se K = {z € X : ||z|| < 1}
e |lzo| = 1.

Teorema (I forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach).
Sia X uno spazio normato, A, B C X convessi disgiunti tali che A é aperto.
Allora A e B sono separati.

Dimostrazione.
Applichiamo il lemma precedente all’insieme

K=A-B:={a—-b: a€ A, be B}:

¢ aperto, perché K = U (A — z) & unione di aperti; & anche convesso perché se k1 = a; — by, ko =
zeB
as — by € K, con ay,as € A, by,be € B, et € [0,1], allora

(1—t)]€1 —|—t/<:2=(1—t)a1 +ta2—((1—t)b1 —|—tb2) cA-B=K.

Inoltre poiché AN B = (), allora 0 € K e dunque le ipotesi del lemma sono soddisfatte: troviamo
quindi L € X™* tali che Lz < L(0) = 0 per ogni « € K, ovvero L(a —b) < 0 per ogni a € A,b € B,
cioe La < Lb e pertanto A, B sono separati. O

Teorema (II forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach).
Sia X uno spazio normato, A, B C X chiusi convessi disgiunti tali che B é compatto.
Allora A e B sono separati strettamente.

Dimostrazione.
Come nella I forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach, K := A — B € un convesso che non
contiene 'origine, e in questo caso & anche chiuso: infatti, prendendo a, € A e b, € B tali che

n—b, — 1z € X, perlacompattezza di B avremo b, — b€ B a meno di estratte, dunque
n—-4o0o n—-4o0o

a, — x+be€ X, maessendo A chiuso, alloraz+b€ Aedunquex=2+b—-bc A—-—B=K.

n—-+oo

Essendo dunque K chiuso, Bs(0) € K per qualche § > 0.
Dunque, per la I forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach, K e B;s(0) sono separati e cioe
esiste L € X ™ tale che L(a—b) < L(dx) per ogni a € A,b € B,z € B;(0); facendo I'estremo inferiore

) d
in x otteniamo che L(a —b) < —0||L||, cioé La+ §||L|| < Lb— §||L|| per ogni a € A,b € B, e quindi

sono separati strettamente. O
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Esempio.
Prendendo X = R?, gli insiemi

1
A:={(x1,22) € X : 29 <0}, B = {(ml,xg) eX: x>0, 0 > x}’
1

sono chiusi convessi disgiunti, separati dall’iperpiano H = {xo = 0}, ma non sono separati in senso
stretto. Tuttavia, nessuno dei due € compatto, e infatti non sono separati in senso stretto.

Corollario.

Sia X uno spazio normato e E C X un sottospazio lineare.

Allora, E ¢é denso se e solo se l'unico funzionale L € X* che verifica Lr = 0 per ogni x € E ¢
quello nullo.

Dimostrazione.

Supponiamo che E sia denso. Allora per ogni @ € X esiste una successione {z,} in E tale che

xn, — x,dunque se L|g =0 allora Lz = lim La, =0, quindi L & identicamente nullo.
n—-+o0o n—-+o0o

Viceversa supponiamo che E non sia denso, cioe che esista xo € X \ E. Allora, possiamo applicare
la IT forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach con A = E e B = {z¢} e trovare L € X*
e a € R tali che Lx < o < Lxg per ogni x € A. Essendo pero A un sottospazio lineare, questo
& possibile solo se Lz = 0 per ogni x € A, e in particolare per x € E; dunque Lxy > 0 e quindi
Llg=0ma L #£0. O

Come ultima applicazione del Teorema di Hahn-Banach, possiamo definire gli spazi ortogonali su
qualsiasi spazio di Banach usando la dualita. Sugli spazi di Hilbert questa ortogonalita coincide con
quella gia vista attraverso il prodotto scalare, grazie al Teorema di Riesz-Fréchet, ma solo alcune
proprieta continuano a valere nel caso generale.

Definizione.
Sta X uno spazio normato, X* il suo duale e E C X, F C X*.
Definiamo gli ortogonali di E, ' come, rispettivamente,

Et={LeX*: Lx=0 VYacFE} Ft={reX:Lr=0 VLcF}

Osservazione.
Se X & uno spazio di Hilbert, allora questa definizione coincide con quella data in precedenza, dopo
aver identificato X* con X con lisometria data dal Teorema di Riesz-Fréchet.

Proposizione.
Sta X uno spazio normato, X* il suo duale e E C X, F C X*. Allora:

1. Bt aX*, FtaX;
2. Se EC E',F C F' allora E'* ¢ B+, F'* c F+;

3. Et = (SpaT(E))l VP = (Span(F))L;

4. Span(E) = E++.
5. Span(F) C F*++.

Dimostrazione.

Si dimostra tutto allo stesso modo che negli Hilbert, tranne il fatto che nella 4 I'inclusione non &
stretta.

Supponiamo per assurdo che esiste zo € E+ \ Span(E). Per la II forma geometrica del Teorema
di Hahn-Banach esiste L € X* e a € R tale che Lz < o < Lz per ogni z € Span(FE); come
nella dimostrazione del corollario precedente, per linearita avremo Lx = 0 per ogni « € Span(FE) e
Lzy > 0, e in particolare L|g = 0 cioe L € E*, ma essendo zy € E++ dovra valere Lzg = 0, in
contraddizione con quanto appena visto. O
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Osservazione.
1. Se X é riflessivo, con il ragionamento precedente si dimostra che Span(F) = Ftt.

2. In generale, se X non é riflessivo, l'inclusione Span(F') C FLL puo essere stretta.
Prendiamo infatti X =01 e F = cq C loo = X™. Allora,

“+o0
Ft = {xeél: Zx(k)y(k) =0 VyEco} =0,

k=1

perché scegliendo y = e,, otteniamo che ogni x € F* verifica z(n) = 0 per ognin € N; dunque,
FH =0t = x~.

I prossimi argomenti del corso sono basati su un importante teorema di topologia generale, che ha
grandi applicazioni nell’analisi funzionali perché permette di dimostrare alcuni teoremi fondamen-
tali. Introduciamo gli insiemi di prima categoria, un concetto di “magrezza” in topologia analogo
a quello di misura nulla.

Definizione.
Un sottospazio A C X di uno spazio metrico si dice di prima categoria in X se & unione

numerabile A = U A, di insiemi la cui chiusura ha interno A, = 0 vuoto.

neN
Se A non é di prima categoria in X, A si dice di seconda categoria in X.

Uno spazio metrico di prima (o seconda) categoria in sé si dice semplicemente di prima (o seconda)
categoria.

Osservazione.

La definizione di prima e seconda categoria puo essere data, pit in generale, per spazi topologici,
dal momento che utilizza concetti esclusivamente topologici. Tuttavia, poiché considereremo solo
spazi metrici, diamo la definizione solo per spazi metrici.

Esempio.

1. Q ¢ di prima categoria in sé e dunque € anche di prima categoria in R, perché i punti sono
chiusi con interno vuoto.

2. 7 ¢é di seconda categoria in s€, cosi come tutti gli spazi discreti, ma € di prima categoria in Q
e dunque anche in R.

3. L?((0,1)) ¢ di prima categoria in L*((0,1)). Infatti, L*((0,1)) = U Ay, con
neN

A, = {feLl((o,l»: /01f2 Sn},

¢ unione numerabile di chiusi (gli A, lo sono per Fatou); inoltre, Tn = An = () perché se

feA, egeL'((0,1)\ L?((0,1)) allora fn, := f + 9 _;)_ fin LY(0,1)) ma fn & Ay.
m m %)

Per lo stesso motivo, L1((0,1)) é di prima categoria in LP((0,1)) per ogni p,q € [1,+0o0] con

p<gq.

Il seguente teorema dimostra che gli spazi completi non sono “magri” in topologia.

Teorema (di Baire).
Sia X uno spazio metrico completo. o
Allora, per ogni successione {Ap}nen di aperti densi, cioé tali che A, = X, anche lintersezione é

densa, cioé ﬂ A, = X. Equivalentemente, per ogni successione di chiusi {Cy,}nen di chiusi con
neN

interno C,, = 0 vuoto, anche l'unione ha interno U C,, = 0 vuoto.

neN
In particolare, ogni spazio metrico completo é di seconda categoria in Sé.
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Dimostrazione.

Siano {A,} aperti densi e B C X un aperto qualsiasi. Per la densita di A;, BN Ay # 0 e inoltre,
essendo aperto, Bs, (1) C B N A; per qualche z; € B, d; < 1; analogamente, per la densita di
As, Bs,(x1) N As # 0 e, poiché & aperto, Bs,(z2) C Bs,(z1) N Ay per qualche 2o € Bs,(z1) e

1 1 _—
0o < 5 Iterando, trovo 4,, € <O, ] e x, € Bs, ,(xp—1) tali che Bs, () C Bs,_,(xn—1) N A,.
n
Per costruzione, avremo d(x,,Tm,) < dp —_~>_ 0 per m > n, dunque {x,} & di Cauchy e, per
n—-+0oo

completezza, r,, — « € X; infine,
n——+oo

x € ﬂBgn(xn)CBﬁﬂAn

neN neN

e dunque BN ﬂ A, # 0, quindi per arbitrarietd di B otteniamo che ﬂ A,, interseca qualsiasi

neN neN
aperto e cioe ¢ denso. O

Osservazione.
1l Teorema di Baire é falso se si toglie l’ipotesi di completezza, come visto nell’esempio precedente

con X = Q.
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Lezioni 21-22 (23/03/2021)

Il Teorema di Baire ci permette di dimostrare uno dei teoremi pitu importanti di questo corso. Si
tratta di un criterio di uniforme limitatezza per operatori lineari, che permettera di dedurre la
limitatezza (in norma) di una famiglia di operatori a partire dall’ipotesi, apparentemente molto pitt
debole, di limitatezza puntuale.

Teorema (di Banach-Steinhaus).
Siano X wuno spazio di Banach, Y wuno spazio normato e {As}tacr C L(X,Y) una famiglia di
operatori linear: tali che sup |Aaz|ly < 400 per ogni z € X.

Allora, sup lAallzcx,v) < +oo
La stessa concluszone seque assumendo semplicemente che esista B C X di seconda categoria tale

che sup ||Aqz|ly < 400 perz € B.
[0}

Dimostrazione.
Per ogni n € N definiamo

wi={r e X: ||Apz|]| <nVael}= ﬂ{xGX: |Agz| < n}:
a€cl

¢ chiuso, perché intersezione di chiusi, e inoltre per ipotesi

X = U {xeX sup||A z|| <n} = U Ch.

neN neN

Dunque, dal Teorema di Baire, non tutti i C,, possono avere aperto vuoto, cioé Bs(zg) C Cy, per
qualche zg € X, § > 0, ng € N. Dalla definizione di C,, questo equivale a dire che ||Ay|| < ng
per y € Bs(xg), ovvero ||An(zo + 0x)|| < ng per z € B1(0); di conseguenza, avremo ||Ayz| <
no + [[Aazo|

5 cioe
ng + sup,, |[Aaxo
sup [|[Aallzx,y) < gH oo < 400
«
Il secondo enunciato segue semplicemente considerando Y al posto di X. O
Osservazione.
Nel Teorema di Banach-Steinhaus la completezza di X ¢ essenziale. Prendiamo infatti X = cog lo
spazio delle successioni definitivamente nulle con la norma || - || €, pern € N, L, : X — R data
da L,(cie1 + -+ cyen) = ne,: € chiaramente lineare e continuo e inoltre sup |Lyx| < 400 per

neN
0gni T € cop, MA sup | Ly || x+ = supn = +oo.
neN
Corollario.
1. Se X ¢ uno spazio di Banach e {Ly}acr C X™ sono tali che sup |Lox| < 400 per ogni x € X,
(0%

allora sup || Ly || x+ < +00.
[0

2. Se X é uno spazio normato e {xq}acr C X sono tali che sup|Lz,| < 400 per ogni L €
X, allora sup ||x||x < +00; in questo caso non é necessarioa che X sia un Banach perché
consideriam; Uimmersione isometrica di X in X**, che ¢ un Banach.

Esempio.
1. Se{xq}acr C H éuna famiglia di elementi di uno spazio di Hilbert tale che sup |(zq,y)| < +00

o
per ogni y € H, allora sup ||z,]| < +00: basta applicare il Teorema di Banach-Steinhaus alla

«
famiglia {Lo} C H* data da Ly, : y — (Ta,y), che verifica ||Lo| g+ = ||zall-
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+o0

S a(k)y(k)

k=1

2. Se una successione x : N — R wverifica < +oo per ogni y € Ly, per p € [1,400],

allora x € £y con — + — = 1. Consideriamo infatti, per n € N, il funzionale L, € 0," dato

n —+oo
da L, :y— Zx(k)y(k) poiché Zx(k)y(k) < 400 per ogni y € £y, allora sup |L,y| =
k=1 k=1 neN
n
sup Zx(k)y(k) < 4o00. Dunque, dal Teorema di Banach-Steinhaus,
neN 1
1
n »’
[| ]| = sup <Z |ﬂf(k)|”> = sup [ Ln ¢~ < +oo.
neN 1 neN
Osservazione.
1l Teorema di Banach-Steinhaus fornisce un’altra dimostrazione del fatto che Y := U L?((0,1))
p>1
¢ di prima categoria in X = L'((0,1)). Infatti, la successione {Ly}nen in X* data da L,f =
n 1
(log n)/ f werifica, grazie alla disuguaglianza di Hélder, |L, f| < %Hfﬂp o 0 per ogni
0 P
f €Y, e dunque é limitata puntualmente su'Y. Tuttavia, {L,} non é limitata in norma perché
|Ln]lx+ = logn —  +4o0; dunque, Y C X non puo essere di II categoria perché altrimenti

n—-+oo
contraddirebbe il Teorema di Banach-Steinhaus.

Proposizione.
Sia {Ap}tnen una successione in L(X,Y) di operatori lineari tra uno spazio di Banach X e uno
spazio normato Y tale che A,x N A(x) per ogni x € X.

n——+0oo

Allora, sup ||Anllzx,y) < +oo e inoltre la mappa limite A € L(X,Y) ¢ lineare e continua con
n
1Al exyy < liminf [[An]ccx,y)-

Dimostrazione.

Poiché {A,z} converge, & puntualmente limitata per ogni € X, dunque dal Teorema di Banach-
Steinhaus otteniamo che |[A,||z(x,y) ¢ limitato in norma. Quanto alla mappa limite, ¢ lineare
perché per ogni x,y € X,«, B € R,

Ao +By) & Anfox+fy) = adna + By = aA() +FA()

Infine, la continuita e I'ultima disuguaglianza seguono da:

Al = sup ||Az|| = sup lim ||A,z| < sup liminf||A,] . x| = liminf || A,||.
Loy = sup flAe] = sup T [l < sup lminf el = Hminf )

O

Osservazione.
Nella proposizione precedente puo wvalere la disuguaglianza stretta ||A] < liminf||An‘|- Infatti,
n—-—+0o0

Ly, : £y — R definita da L,z = x(n) verifica || Lnlle; =1 ma Lz —4>_ 0 per ogni x € £y e dunque
n—-+oo
L] = [lo]} = 0.

Il Teorema di Banach-Steinhaus permette anche di dedurre un interessante risultato sulla conver-
genza delle serie di Fourier.

Proposizione.
Siano C (Sl) lo spazio delle funzioni continue e periodiche su (—m,m):

C(8') ={f e C((=m,m): f(m) = f(-m)}
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e, per feC (Sl), Snf la somma parziale della serie di Fourier di f:

a al (S : f(¢) cos(nt)dt,
Snf(x):= 20 + E an cos(nx) + by, sin(nz), 71T —x
n=1 b, = — f(t) Sln(nt)dt
T

—T

Allora esiste f € C (Sl) per cui Sy f(0) 4 f(0), cioé la serie di Fourier di f non converge.
N—+o00

Dimostrazione.
Innanzi tutto, utilizzando le proprieta dell’esponenziale complesso, possiamo scrivere

N N
_ i " —wnt wmnxr __ " i n(z—t)
Snf(z) = Z (27r B f(t)e dt) et = » f(@) 5 Z e dt.
n=—N n=—N
::DN(ZE—I‘/)
In particolare, per x = 0, avremo Sy f(0) = f(&)Dn(-t), dunque Ly : f — Sxf(0) ¢ un

funzionale lineare continuo su C' (Sl).
Supponiamo per assurdo che Sy f(0) converga per ogni f € C (Sl); in particolare, sup{Sx f(0)} =
N

sup{Ly [} < oo per ogni f, e dunque per il Teorema di Banach-Steinhaus si avra sup || Ly [|¢(st)* =
N N

sup |[Dy|lz1sty < +o00. Questo tuttavia ¢ assurdo: utilizzando infatti le proprieta della serie
N

. ) . ) ) sin (N +3)t)
geometrica e dell’esponenziale complesso, possiamo scrivere Dy (t) = Dy(—t) = —————=—~=

sin & ’
da cui:
g T : 1 sin £ Sm T : 1 (N*‘rl)ﬂ' .
/ |DN(—t)|dt:i ‘Sm((jytz)t)‘dt(‘ 22| 2)1/ ‘51n((N+2)t)|dt_1/ 2 |Sm5|ds L o4
. 2 ). |sin & T _x [t] T J(N+1)n [s] N—+o0
O
Osservazione.

Parlando dei sistemi ortonormali sugli spazi di Hilbert, abbiamo visto che Sy f N/ fin L*((—m, ).
—+o0

Questo risultato non € in contraddizione con quanto abbiamo appena visto, perché la convergenza
in L* non implica quella puntuale, se non a meno di estratte e di insiemi di misura nulla.

Definizione.
Sia f € C(X) una funzione continua su uno spazio normato a valori reali. f si dice Holderiana
di esponente o € (0,1] se esiste C > 0 tale che

[f(@) = f)] < Cllz -y, Va,y € X.

Lo spazio delle funzioni Hélderiane su X si indica con C%*(X)

Corollario.
Lo spazio delle funzioni Holderiane

U ¢ (sY):= |J {fec®(-mn)): f(x)=f(-m)}

0<a<l 0<a<l

e di prima categoria in quello delle funzioni continue C (Sl).

Dimostrazione.
Innanzi tutto, se f € C** (S') per qualche a > 0, allora Sy f(0) Mind £(0), per il Test del Dini,
—+00
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<
|t] I L
Dunque, se lo spazio delle funzioni Hoélderiane fosse di seconda categoria, avremmo trovato un
insieme C' C C (Sl) di seconda categoria per cui Ly : f +— Sy f(0) verifica sup |Ly f| < 4+o00 per
N

perché

ogni f € B, e dunque per il Teorema di Baire dovrei avere sup ||Ly|| < 400 che, come abbiamo
N

visto in precedenza, ¢ falso. O
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Lezioni 23-24-25 (26,/03/2021)

Utilizzando il Teorema di Baire si puo dimostrare anche un altro teorema, che da agli operatori
lineari una proprieta importante e con molte applicazioni.

Teorema (della mappa aperta).
Siano X,Y spazi di Banach e A € L(X,Y) suriettivo.
Allora, A ¢ aperto, cioé A(Z) CY ¢ aperto per ogni Z C X aperto.

Dimostrazione.

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Per qualche § > 0 vale Bys(0) C A(B1(0)). Infatti, per la suriettivitd di A, possiamo scrivere

Y = U A(B,(0)), che & un’unione numerabile di chiusi; dunque, dal Teorema di Baire,
neN
almeno uno avra interno non vuoto, cioé¢ Byp,s(nyo) C A(Bp,(0)) per qualche § > 0, yp € Y,

ovvero Bas(yo) C A(B1(0)). Per simmetria avremo anche Bas(—yo) C A(B1(0)), ma essendo
A(B1(0)) convesso, conterra I'inviluppo convesso di Bas(yo)UBas(—yo), € in particolare Bas(0).

Vale anche B;s(0) C A(B1(0)). Fissatoy € Y con ||y|| < J, cercoxz € X con ||z]| <1le Az =y:
dal passo precedente, Bs(0) C A (B% (0)), dunque per ogni € > 0 esiste z. € X tale che

1 )
|zl < 2 € ly — Az.|| < e, e in particolare, trovo 1 con |z1| < 2 € lly — Azq]| < 3 Inoltre,

1
poiché y — Az, € B% (0)c A (Bi(O)), allora come prima posso trovare xo con |xa| < 1€

5
ly — Axy — Axzo|| < T iterando, per ogni n € N trovo z,, con

1 )
ol < 5 ly = A+ )] < o

La successione z, = 1 + - - - + x,, € di Cauchy, in quanto

m

>

k=n-+1

m

k=n-+1 k=n+1

||5n - %MH =

e dunque, essendo X completo, convergera a x € X, mentre per continuita di A abbiamo

o
ly — Az|| = lim [y — Az,|| < lim — =0.
n—

400 n—+oo 2N

Conclusione: per ogni aperto Z C X, prendo yop = Axg € A(Z) er > 0 tale che o+ B,.(0) C Z;
per linearita avremo yo + A(B,(0)) = A(B,(z0)) C A(Z), ma dal passo precedente sappiamo
che, per omogeneita, By (0) C A(B,(0)), e dunque

B(;T(y()) =Yo + BgT(O) C Yo + A(BT(O)) C A(Z)

Pertanto, yo € interno a A(Z) e quindi A(Z) & aperto.

Osservazione.

1.

2.

3_x ¢ con-

Il Teorema della mappa aperta ¢ falso per mappe non lineari: ad esempio f(x) = x
2
tinua e suriettiva da R in R ma non & aperta perché ad esempio f((0,400)) = [\/37 +oo)

non & aperto in R.

1l Teorema della mappa aperta € falso per qualsiasi mappa lineare non suriettiva, perché
A(X) = ran A non ¢ aperto, ma anzi ha interno vuoto: se per assurdo Bs(yg) C A(X)
per qualche 6 > 0,y9 € Y, allora per linearita avrei Br(yo) C A(X) per ogni R > 0, cioé
AX)=Y.
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Corollario.

1. Se A€ L(X,Y) ¢ una mappa invertibile tra due spazi di Banach X,Y , allora A~ € L(Y, X)
e continua.

2. Siano || - |1, - |l2 due norme su uno spazio vettoriale X tali che X ¢é completo rispetto a
entrambe le norme. Se esiste C > 0 tale che ||z|2 < Cllz|1 per ogni x € X, allora esiste
C > 0 tale che ||z|j1 < Cllz||2 per ogni x € X, ovvero le due norme si equivalgono.

Dimostrazione.

1. La linearitd di A~! & ovvia, dunque basta dimostrare la continuitd. Dal Teorema della mappa
aperta sappiamo che Bs(0) C A(B1(0)) per qualche 6 > 0, ma essendo A invertibile questo

vuol dire A7'(B;(0)) C Bi(0); in altri termini, sup ||[A™'y|| < 1, ovvero HA_1HE(YX) <
llyll<s '
! <+
- 0.
5
2. Considero la mappa identita su X con le due norme distinte
A
(X)) — (X[ l2)
xr — .
Per ipotesi abbiamo ||Az|2 = ||z]|2 < C||z|]1, dunque A & continua; quindi, per il corollario
precedente, sara continua anche la sua inversa
A1
(X, [+ 1l2) (X [+ 11)
r — m
ciot esistera C' > 0 tale che ||z||; = ||A_1a:H1 < Cl|z|2.
O

Osservazione.

Nella prima parte del corso abbiamo gia visto delle mappe lineari continue con inversa discontinua
e anche delle norme per cui valeva una sola delle due disuguaglianze che danno ['equivalenza.
Tuttavia, in tutti questi casi, gli spazi non sono completi.

Dal Teorema della mappa aperta si deduce un importante criterio di continuita per mappe lineari.

Teorema (del grafico chiuso).
Sia A: X — Y una mappa lineare tra due spazi di Banach X,Y tale che il suo grafico

Ga={(z,y) e X xY: y= Az}

e chiuso in X X Y.
Allora, A é continua.

Dimostrazione.
Per ipotesi, G4 << X X Y e dunque & uno spazio di Banach con la norma indotta ||(z, Az)||xxy =
llz]lx + || Az||y. La proiezione

o. L ox

(x,Az) — .

¢ una mappa lineare, continua e invertibile; quindi, dal corollario precedente, anche II™* & continua,
cioe esiste C' > 0 tale che, per ogni z € X,

lzllx + [ Azlly = [|(z, Az)|xxy =[0I 2, < COll]x.

Pertanto, ||Az|| < (C —1)||z|| e cioe A & continua. O
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Osservazione.

1. L’enunciato del Teorema del grafico chiuso equivale a dire che, se per ogni x,, — = che
n

—+o0
verifica Az, — ywaley = Az, allora A é continua. In generale, per verificare la continuita
n—-+o0o
di una mappa, bisogna verificare che per ogni successione x, — x valga Ax, — Az,
n—-+oo n—-+oo

non solo per le successioni per cui Az, converge.

2. L’implicazione inversa del Teorema del grafico chiuso é sempre vera, perché se F : X —Y ¢
continua, allora
Grp:={(z,y) e X xY: y—F(x) =0}

é chiuso in quanto (x,y) — y — F(x) é continua.
3. 1l Teorema del grafico chiuso € falso per mappe non lineari: la funzione f : R — R data da

o) = sex #0

T e discontinua ma Gy € chiuso.
0 sex=0

4. Una mappa lineare continua con grafico chiuso puo mon essere una mappa chiusa, cioe che
manda insiemi chiusi in insiemi chiusi, come vedremo spesso in sequito: ad esempio, la mappa

A:C([0,1]) = €([0,1]) data da Af(x) = / f non ¢& chiusa, perché ran A = {f € C*([0,1]) :
0
f(0) =0} non é chiuso.
Corollario.

Se A: X — X* é una mappa lineare tra uno spazio di Banach X e il suo duale X* verifica una
delle sequenti:

(Az)y = (Ay)z Vz,ye X (Simmetria)
(Az)x >0 VaxeX  (Non negativitd);

allora A ¢ continua.

Dimostrazione.

Supponiamo che A sia simmetrico, e mostriamo la continuita utilizzando il Teorema del grafico

chiuso: prendiamo z,, € X tale che z,, — 1x9 € X e Ax, —_~>_ Ly € X*. Allora, per ogni
—+00

n—-+o0o n
reX,
Lox <« (Azp)z = (Ax)z, — (Az)xo= (Azo)z;

n—-+oo n—-+4oo

dunque Ly = Axzg € G4 e quindi A ¢ continua.

Supponiamo invece che A sia non-negativo e facciamo vedere che & continuo applicando nuovamente

il Teorema del grafico chiuso: se z,, — x9e Ax, — Lo, allora per ogni z € X, A € R,
n——+oo n—-+4oo

0 < (A(zp — 20— A2)) (T —20 —A2) — (Lo — Azo — NAz)(—x) = —\(Lo — Azp)x + N (A2)25

n——+0o

ovvero A\(Lg — Azg)x < A*(Ax)z. Dividendo per X otteniamo

(Lo — Azg)x < MAz)x — 0 seA>0

A—0t
(Lo — Azg)x > MAz)x — 0 se A <0,
A—0—
quindi Lox = (Azg)z per ogni z € X e cioe Lo = Axy. O

Osservazione.
Alla luce del Teorema di Riesz-Fréchet, il precedente corollario permette di dimostrare la continuita
per una mappa lineare A : H — H da uno spazio di Hilbert H in sé che verifichi

(Az,y) = (Ay,z) Vz,ye X oppure (Az,z) >0 VzelX.
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Applichiamo ora questi risultati per parlare di complementare di un sottospazio lineare chiuso,
operazione che abbiamo gia visto su spazi di Hilbert e che proveremo a estendere piu in generale.

Definizione.
Sia X uno spazio di Banach e E <1 X un suo sottospazio lineare chiuso.
Un sottospazio lineare chiuso F' <1 X si dice complementare di E in X se:

E+F=X EnF ={0}.
Se F' é un complementare di E, scriveremo E® F = X.
Osservazione.

1. La relazione di complementarieta é simmetrica: E é un complementare di F' se e solo se F' ¢
un complementare di F.

2. 1l fatto che E e F siano complementari equivale a richiedere che ogni elemento v € X si
scriva in modo unico come somma x =Yy + z di un elementoy € E e di un z € F.

Esempio.
1. Se H ¢ uno spazio di Hilbert e E < H, allora E* ¢ un complementare di E.

2. Nello spazio prodotto X XY di due spazi di Banach X,Y , un complementare di X x{0}<1X XY
é dato da {0} x Y.

3. Se c é lo spazio delle successioni x : N — R che hanno limite klim x(k) finito, munito della
—+0o0

norma || - ||e.,, € co < c € lo spazio delle successioni infinitesime, allora un complementare di
co in ¢ é dato dalle successioni costanti

F:={c:N—>R: z(k) =z, VkeN}

Proposizione.
Un sottospazio lineare chiuso E <1 X di uno spazio di Banach X ha un complementare se e solo se
esiste una proiezione suriettiva P € L(X, E) tale che Px = x per ogni x € E.

Dimostrazione.
Supponiamo che E abbia un complementare F. Allora, potremo scrivere ogni € X in modo unico
come r =xg +xF con g € E, xrp € F'; dunque possiamo definire Px = xg. P ¢ lineare perché

(ax + By)r + (ax + By)r = ax + By = a(zp + or) + B(Yr + yr) = (axp + BYE) + (axr + Byr),
per ogni z,y € X, a, 8 € R, dunque poiché EN F = {0} avremo

(ax + By)r = azp + BYE (ax + BYy)r = axF + BYF.
Per dimostrare la continuitd usiamo il Teorema del grafico chiuso: se (%, Pzy) e (z,y) €
X x E, allora F 3 z,, — Px, . :L Ty, ma essendo F' chiuso avremo x —y € F'; dunque potremo
scrivere x = y + (x —y) = Px + (x — Px) € E® F, ma poiché la scrittura ¢ unica dovremo avere
y = Px, dunque Gp & chiuso e P & continua. Infine, dalla costruzione di P segue che Px = x per

x € E e in particolare P e suriettiva.
Viceversa, supponiamo che esista una proiezione P € L(X, E) tale che P? = P. Allora, pongo

F:=ran(I-P)={x—Pzx: ze X}

Innanzi tutto, F' & un sottospazio lineare perché P & lineare; inoltre, E + F' = X perché posso
scrivere ogni € X come x = Px + 1 — Pr € E+ F. Mostriamo ora che ENF = {0}: se
z=Pr=y—Pye ENF,allora Plx+y) =y €ran P = E, dunque Py = y e cio¢ z = y— Py = 0.
Infine, facciamo vedere che F' ¢ chiuso: se y, = x, — Pz, . jroo yo € F, allora

v < xz,— Px,=22,— Px,+ Pz, — P2xn =y, — Py, — yo— Pyo,
n—-+oo

n—-+oo

dunque yp € ran (I — P) = F' e quindi F' & chiuso. O
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Osservazione.
Se E <1 X ha F per complementare e P € L(X,E) ¢ la proiezione su E, la proiezione su F (che
esiste perché E & un complementare per F) ¢ data da © — x — Px.

Esempio.

1. Se X ¢ uno spazio di Hilbert, abbiamo gid visto che tutti i suoi sottospazi E <1 X hanno come
complementare [’ortogonale ed esiste anche una proiezione.

2. Sullo spazio prodotto X xY le proiezione su X x {0} e {0} XY sono date rispettivamente da
P(z,y) = (2,0) e P(z,y) = (0,y).

3. Prendendo c,cy come prima, la proiezione P : ¢ — ¢y é data da Px(k) = x(k) — 'mll z(7),
j—+oo

mentre la proiezione P : ¢ — F sullo spazio delle successioni costanti ¢ dato da Px(k) =
lim  z(j) per ogni k € N.
Jj—+oo
Proposizione.
Sia X uno spazio di Banach e E <1 X un suo sottospazio finito dimensionale. Allora, E ha un
complementare in X.

Dimostrazione.
Sia {e1,...,en} una base di £ e {L1,...,Ly} C E” la sua base duale, cioe tale che L;e; = ¢,
e siano L1,...,Ly € X* le rispettive estensioni ottenute con il Teorema di Hahn-Banach; allora,

Px = (le e1+---+ (LN:E> en € una proiezione su E: ¢ lineare e continua perché lo sono le L;,
e inoltre se x = x1e1 + - - + ey allora

Pr=x1Pe;+---+xnyPeny =x11+ -+ xNyeny = .

Dunque, applicando la proposizione precedente, concludiamo che F ha un complementare.
O

Osservazione.
Come abbiamo visto negli spazi di Hilbert, questa condizione non € necessaria per l’esistenza di un
complementare.

Esempio.
Nell’esempio precedente con F <1 c é verificata la seconda condizione, perché dim F' = 1.
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Lezioni 26-27 (30/03/2021)

Teorema (Continuita degli inversi destro e sinistro).
Siano X,Y spazi di Banach.

1.

Una mappa lineare continua suriettiva A € L(X,Y) ha un inverso destro continuo se e solo
se ker A ha un complementare in X.

2. Una mappa lineare continua iniettiva A € L(X,Y) ha un inverso sinistro continuo se e solo
seran A é chiuso e ha un complementare in'Y .
Dimostrazione.
1. Supponiamo che esista un inverso destro B € £(Y, X) di A tale che Ao B =Iy. Allora, ran B

¢ un complementare di ker A: ovviamente € un sottospazio lineare, inoltre & chiuso perché se
By, — ze€X, allora

n—-+oo

x < By,=B(ABy,) — B(Ax),

n—-+oo n—-+4oo

dunque z = B(Az) € ran B. Per mostrare ker A + ran B = X, per ogni z € X scriviamo
x = (x — B(Ax)) + B(Ax) € ker A + ran B, in quanto

A(x — B(Az)) = Az — (AB)(Ax) = Az — Az = 0.
Infine, ker A Nran B = {0} perché se x € ker ANran B, allora Az =0, x = By, e dunque
x = By = B(ABy) = B(Ax) = B0 = 0.

Viceversa, supponiamo X = ker A @ F' per qualche F' < X. Dalla proposizione precedente
so che esiste una proiezione P € L(X, F), e definisco By := P (A~ '{y}), dove A™*{y} ¢ un
qualsiasi € X tale che Az = y: B non dipende dalla scelta di = perché se Ax = Az’ =y
allora x — 2’ € ker A e cioé Pz — Pz’ = P(z—2') = 0. Mostro ora che B & un inverso destro di
A: dato y € Y, per la suriettivita di A esistera z € X tale che Az = y; scrivendo & = x1 + x4
con x1 € ker A, x5 € F', avremo Px = x5 e cioe

ABy = A(Pz) = Axg = Az = y.

Infine, B ¢ continua per il Teorema del grafico chiuso: se (yn,Byn) — (y,2) €Y X F,

n—-+oo

alloray = lim y, = lim ABy, = Ax e dunque
n——+oo n—-+oo

By = B(Az) = P (A"'(Az)) = Pz = z.

. Supponiamo che esista B € L(Y, X) tale che Bo A = Ix. Innanzi tutto, ran A & chiuso,

perché se Ax,, — y allora
n—-+oo

y <+ Ax, = A(BAz,) it ABy € ran A.
n o

n—+00

Mostriamo che ker B ¢ un complementare di ran A: ovviamente ker B <1 Y; inoltre, Y =
ran A + ker B perché possiamo scrivere y = (AB)y + (y — (AB)y) € ran A + ker B, essendo

B(y — (AB)y) = By — (BA)By = By — By = 0.
Infine, se y € ran A Nker B, allora y = Az, By = 0 e dunque
y = Ax = A(BAz) = A(By) = A0 =0.

Viceversa, supponiamo Y = ran A @ F. Detta P : Y — ran A la proiezione, pongo By :=
A7 (Py): ¢ ben definito per Iiniettivita di A; inoltre, B o A = Ix perché dalle proprieta di
P abbiamo P(Azx) = Ax e dunque

BAz = A™Y(PAz) = A7 (Az) = .

Infine, B ¢ continua perché P & continua e lo & anche A™!, in quanto inversa di una mappa
invertibile tra gli spazi di Banach X e ran A.
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O

Osservazione.

Mettendo insieme i due risultati del teorema, otteniamo che una mappa lineare continua invertibile
ha inverso destro continuo se e solo se ker A = {0} eran A =Y hanno complementare. Questo
¢ banalmente vero perché X é un complementare di {0} e {0} é un complementare di Y; dunque
otteniamo che ogni mappa lineare continua invertibile ha inversa continua, cosa che gid sapevamo
dal Teorema della mappa aperta.

Esempio.
k
La mappa A € L({3) definita da (Ax)(k) = x(k )

infatti, se esistesse B :ran A — {5 tale che Bo A =1,,, dovrebbe essere tale che (By)(k) = ky(k)
per ogni y € ran A, dunque prendendo y = e,, = A(ne,) € ran A otteniamo

¢ iniettiva, ma non ha un inverso sinistro continuo:

IBllegeny > I1Benl =n = +oc.

Infatti, ran A non ¢ chiuso in €2, ma anzi ne é un sottospazio denso proprio. ran A C ¢y perché

1 1

= (1,=,...,~

Y 27k

Del resto, ran A é denso perché contiene lo spazio delle successioni definitivamente nulle cog: se
Y € coo, allora y = Ax per x € cop C Lo dato da x(k) = ky(k).

,) € Uy \ ran A perché se Az =y allora x(k) = 1 per ogni k e quindi x & {5.

Per concludere il capitolo sui complementari, mostriamo un esempio di sottospazio che non ammette
complementare. Per illustrare ’esempio avremo bisogno del seguente lemma.

Lemma.
Sia {Tnnen una successione in £y tale che Lxy, —+> 0 per ogni L € (£1)* o, equivalentemente,
n——+0o0

n—-+o0o

—+oo
an(k)y(k) — 0 per ogni y € lx.
k=1

Allora, x, — 0 in f;.

n—-+oo
Dimostrazione.
400
Supponiamo per assurdo che ||z,|| > § > 0 per ogni n € N. Allora, poiché Z |z1 (k)| < 400, esiste
k=1
+o00 5
K € N tale che Z |z1(k)| < —; inoltre, scegliendo y = e, € ¢ otteniamo che z,(k) — 0
5 n—+oo
k=K;+1
K1
per ogni k e quindi Z |z, (k)] — 0, e per n = ng sufficientemente grande sara pitt piccolo
=1 n——+oo
+oo
.0 . . o . . . .
di 3 Fissato ng, trovo Ky per cui Z [T, (B)| < e itero il procedimento: esisteranno
k=Ka+1

n=1<ny<...n;<...e K1 <Ky<---<K;<... taliche

K
Z |2, (k)| <
k=1

—+oo

Do fa (k)] <

]C:KJ'+1

(ST
ol >,

A questo punto considero y € £, data da y(k) = segno (zn]. (k)) se Kj_1+ 1<k < Kj e otterrd:

+oo
0 v
R >, (k)y(k)
k=1
K; Kj—1 +00

IV
8
S
—
=y
~—
<
—
=y
~
\
8
3
S
—
5
~—
<
—
>
~—
[
8
3
—
B
~—
<
—
B
~

k):Kj71+1 k=1 ]C:K]‘Jrl



K; K1 +00
> S e, B = Y e, B = D, ()]
k=K;_1+1 k=1 k=K;+1
+o00 Kj_1 +00
= Dlan,®)] =23 Jan, ()] =2 D |ra, (k)]
k=1 k=1 k=K;+1
)
> =
- 5
che ¢ assurdo. O

Esempio.

Si possono costruire delle mappe suriettive che non hanno inverso destro continuo, e dunque il cui
nucleo non avra complementare: consideriamo, dato un sottoinsieme denso e numerabile {ay, }nen
nella palla unita di o, la mappa

AT N

“+o0 “+o0 +oo
x = Z anx(n) = <Z an(Dx(n), ..., Z an(k)x(n), .. > .
n=1 n=1 n=1

A ¢ ben definita e continua perché

+oo
Z anx(n)

n=1

[Azl2 =

+o0
< llanll2 Y le(n)] < Jloll;
2 n=1

inoltre, la linearita si verifica immediatamente.
La suriettivita puo essere dimostrata considerando equivalentemente, per omogeneita, solo la palla

unita di ly: dato y € Uy con ||y|| < 1, per densita esiste ap, tale che ||y — an, || < 5 analogamente,

1
essendo {%} densa in B1(0), esisterd an, tale che Hy — Qp, — a;2 < 7€ iterando trovero an,
a 1 =a
), — e — nj ma ) = " )
per cui Hy Gy 5 < 571" Dunque, passando al limite, avro y z; 97 7 ma poiché
]:
+oo
€n; .. . . N .
an, = Ae,, alloray = A Z 2; , e quindi essendo y arbitrario A sara suriettiva.
j=1
Supponiamo ora che esista B € L(l9,01) tale che Ao B = 1;,. Preso comunque y € loo, T
“+ o0 “+o00 400
Z(Bx)(k‘)y(k:) ¢ un funzionale lineare continuo su fy, dunque Z(Bx)(k;)y(k:) = Zx(k)z(k) per
k=1 k=1 k=1
ogni x € Lo, per qualche z € £y C cy; scegliendo x = e, avremo
+oo +oo
S (Bea)kyy(k) = Y ealk)=(k) = 2(n) 0.
k=1 k=1
Dal lemma precedente, cio equivale a dire che Be, _-i>- 0 in f1, ma questo porta alla contraddi-
n—-+0oo
zione:
leall = 14Bewl < [Allege, e | Beall, 3 0.
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Lezioni 28-29-30 (09/04/2021)

Introduciamo ora un nuovo concetto di convergenza per successioni, piu debole e flessibile rispetto
alla convergenza in norma, chiamato appunto convergenza debole.

L’importanza di questo concetto, che € essenziale per lo studio degli spazi funzionali e delle equazioni
differenziali, & dovuto al fatto che in dimensione infinita le palle chiuse non sono compatte.

Lemma.
Sia X uno spazio normato e E C X un suo sottospazio lineare non denso.
Allora, per ogni e > 0 esiste xy € X tale che ||zo|| =1 e d(zg, E) > 1 —¢.

Dimostrazione.
Se x € X \ E, allora d(z, E) > 0, dunque per definizione di distanza esiste z € E tale che 0 <
d(z, E . - . .
[l — 2| < # Quindi zg := ”1‘72' ha norma pari a ||zo|| = 1; inoltre, essendo E un
- T —2z

sottospazio lineare, per ogni y € E abbiamo z + y||x — z|| € E, pertanto

r—z—yllr—z d(z, F
. e sl ),
[ = z]| [l = =]
Passando all’estremo inferiore otteniamo d(zg, E) > 1 —e. O

Osservazione.
1. In generale, se ||xo|| = 1, varra sempre d(xg, E) <1 perché d(zo, E) < d(zo,0) = ||zo]|-

2. Se X e uno spazio di Hilbert, é possibile prendere € = 0 nel lemma precedente, cioé trovare
zo con ||zo| = 1 = d(zo, E): basta prendere xo € E* per avere

d E 2: inf _ 2 — 2 2 — 2.
(o, B)” = inf flzo —y (lzoll® + 1lylI*) = llol

inf
yeE
Corollario.

Sia X uno spazio normato con dim X = +o0.

Allora, la palla unita chiusa B1(0) := {z € X : ||z|| < 1} non é compatta.

Dimostrazione.
Se dim X = 400, allora esiste una successione crescente di sottospazi lineari chiusi {E,},en con
E, C En+1. Applicando il lemma precedente a ciascuno di questi sottospazi troviamo z,, € E,, tale

1 —_— 1
che ||| =1 e d(xy, En_1) > =. La successione {x,} in B1(0) quindi verifica ||, — | > 5 per
ogni n # m, dunque non e di Cauchy e non puo convergere. O
Definizione.

Sia X uno spazio normato, {xy tnen una successione in X ex € X.
Se Lx, — Lx per ogni L € X* si dice che x, converge debolmente a x e si indica con la
n—-+o0o

notazione x,, — .
n—-+oo

Proposizione.
Sia {xn }nen una successione in uno spazio normato X e x € X. Allora:

1. Sex,, — x allorax, — .
n—r—+oo n—-+oo

2. Se x, e © allora {x,} & limitata.

3. Sedim X < +o0 allora z,, — x <— =z, — .

n—-+oo n—-+o0o

4. Se X =¥y dllora z,, — = < z, — .

n—-+oo n—-+oo

Dimostrazione.
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1. Se xz,, — =z, allora per ogni L € X* abbiamo

n—-+oo

|Lan — La| < ||L]x-

wn—zlx 2 0

cio¢e Lx,, — Lux.
n—-4oo

2. Poiché Lz, —J>r Lz per ogni L € X*, allora {Lx, }nen € limitata e dunque, per un corollario
n——+00

del Teorema di Banach-Steinhaus, sup ||z, | < +o0.
neN

3. Considero una base {e1,...,en} C X di X e i funzionali della base duale {L;,...,Ly} C X*
tali che L;e; = d;; per ogni i, j; allora, avremo

Tn = C1,n€1 +--- +CN,n6N = (len)el +---F (LNzn)eN nﬁjoo (Ll'r)el +- (LN'I)SN =

4. Abbiamo gia visto in un lemma precedente che se converge debolmente allora converge anche
fortemente; il lemma e stato enunciato solo nel caso di convergenza a 0, ma vale piu in generale

applicandolo a x, — lim z,.
n—-+o0o

O

Esempio.

1. Un sistema ortonormale numerabile {e, } nen n uno spazio di Hilbert H di dimensione infinita

converge a 0 debolmente: come abbiamo gid visto, ||e, —em| = V2 e dunque la successione non
—+oo

converge in norma; tuttavia, dalla Disuguaglianza di Bessel sappiamo che Z(x, en)2 < 40
n=1

per ogni x € H, dunque in particolare (x, e,) _4>- 0 e ctoe, visto il Teorema di Riesz-Fréchet
n—-+0oo

sul duale degli spazi di Hilbert, e,, — 0.
n—+4o0o

2. La successione data dagli elementi della base standard infinito-dimensionale {e, }nen converge

debolmente in £, a 0 per ogni p € (1,400). Infatti, per ogni y € £y, con —+ — =1, abbiamo
p D

+oo
S yK)en(k) =yn) = 0,
k=1

perché tutte le successioni in £y sono infinitesime; dunque, data Uisometria tra €, e (£p)*,

abbiamo che Le,, —_~>_ 0 per ogni L € (€,)*. Nel caso p = 2 otteniamo quanto gia avevamo
n——+0oo

osservato, essendo {en} un sistema ortonormale.

La stessa successione {en}nen invece non converge debolmente in £y: infatti, scegliendo dei

funzionali L € (1)* come nel caso precedente £, con p > 1, come ad esempio Lz = x(k),

otteniamo Le, = e,(k) — 0, dunque se e, — x allora x(k) = 0 per ogni k e quindi
n—-+oo n—-+oo

x = 0; tuttavia, e, non puo convergere debolmente a 0 perché ||z, =1 +# 0.
n—-+oo

La convergenza debole equivale alla convergenza rispetto a una certa topologia, chiamata appunto
topologia debole. Gli intorni di questa topologia sono essenzialmente delle regioni limitate solo in
un numero finito di direzioni.

Definizione.
Sia X uno spazio normato.
La topologia debole su X ¢ quella che ha per intorni gli insiemi del tipo

ULy, .Lyelxo) ={r e X : |Li(x —x0)| <e,...,|Ln(x — )| < €},

per xg € X e un numero finito di Ly,...,Ly € X" ee > 0.

La topologia debole su X si indica con il simbolo o(X, X™).

Gli insieme aperti (rispettivamente, gli insiemi chiusi) rispetto a o(X, X™) si dicono debolmente
aperti (rispettivamente, debolmente chiusi).
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Osservazione.

1.
2.

Se dim X < 400 la topologia debole coincide con quella indotta dalla norma.

In generale, una successione in X converge debolmente se e solo se converge rispetto alla
topologia debole o(X, X™).

Teorema (Proprieta della topologia debole).
Sia X uno spazio normato e o(X,X™) la topologia debole su X. Allora:

1.

2.
3.

4.

Ogni funzionale lineare continuo L € X* su X & continuo anche rispetto a o(X, X™), inoltre,
tra tutte le topologie per cui tutti gli L € X* sono continue, o(X, X™) é la meno fine;

La topologia (X, X™*) é di Hausdorff;
Se dim X = 400, 0(X, X™) non é metrizzabile su X ;

Se X* é separabile, 0(X, X™) & localmente metrizzabile.

Dimostrazione.

1.

Per dimostrare la continuitd di un generico L € X* faccio vedere che L™'{(a,b)} & aper-
to rispetto a o(X,X*) per ogni a,b € R con a < b: se L = 0, allora L™ '((a,b)) =

X sea<0<b . ..
¢ sempre aperto; altrimenti esiste g € X tale che Lxy =

. . , € avremo
@  altrimenti

b—a

L H(a,b)} ={zecX: a<Lx<b}:{x€X: aT_b<L(x—x0)< }:Z/IL;bza(xO).

Se poi 7 e un’altra topologia per cui tutti i funzionali sono continui, allora dovra contenere
tutti gli aperti del tipo L™'{(Lxo — &, Lzo +¢)} = Ur.(w0) e le loro intersezioni finite

Upye(zo) N NULy e(T0) = UL, ... Ly (T0);

dunque, 7 conterra tutti gli aperti di o(X, X™) e cioé sara piu fine.

. Dalla II forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach, per ogni 7 # z2 € X esiste un

iperpiano che separa strettamente {x;} e {22}, cioé Lz; < a < Lzg per qualche L € X* e
a € R. Dunque, Uy :=={x € X : Lr < a}eUy:={r € X: Lr > a} sono due intorni
disgiunti rispettivamente di z1 e z2; quindi o(X, X™*) ¢ di Hausdorff.

~ - - 1
Se (X, X™) fosse indotta da una metrica d, allora la palla B1 (0) := {x € X: d(z,0) < -

sarebbe aperta per ogni n € N, e dunque conterrebbe un intorno del tipo U, := U, .. 1y:c(0).
Se dim X = 400, esiste x,, € ker Ly N ---Nker Ly \ {0}, perché altrimenti la mappa z —
(Liz, ..., Lyx) sarebbe una mappa lineare iniettiva tra X e RY e cioe X avrebbe dimensione
finita; inoltre, poiché l'intersezione dei nuclei ¢ un sottospazio lineare, possiamo supporre
||zn|| > n. Dunque x,, & una successione illimitata che pero verifica

xnEkerLlﬂ~-~ﬁkerLNCUnCE;(O),

Ly 1 . . .. . .
cioe d(z,,0) < — e quindi z, j 0, in contraddizione con la limitatezza delle successioni
n n——+oo

debolmente convergenti che abbiamo dimostrato in precedenza.

Se {Lp }nen € un sottoinsieme denso e numerabile della palla unita chiusa {L € X™* : || L||x~ <
oo

1} di X*, definiamo a(x,y) = +Z |Ln(;7n_y)|: ¢ chiaramente ben definita e soddisfa le

proprieta delle distanza. Bisogrile:rg far vedere che, restringendosi sui limitati, ogni palla

rispetto a d contiene intorni deboli e viceversa; per omogeneita, sara sufficiente considerare
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solo elementi # € X che verificano ||z|| < 1. Dato un intorno debole U = Upy, ... My e (To) di
g, cerco r > 0 tale che U D By (xq) := {m € By(0) : d(z,z0) < r}: innanzi tutto, possiamo
supporre | M;||x- < 1 per ogni i = ,N (a meno di ri-scalare ¢), dunque esisteranno

1,.
Ly, ..., Ly, tali che ||M; — Ly, || x+ <

e
4 1 per i = 1,..., N; quindi, scegliendo r < CRE] per
i=1,...,N, ogni x € B,.(x¢) verifica
[Mi(z —xo)] < [Mi(x —20) — Ly, (x — 20)| + |Ln, (x — 20)]
< |IM; = Ly, [[llz = o]l + 2™ d(x, 7o)
€ "
< Uizl + llzoll) +2r
< ¢
2 2
= 5‘7

ciot € U. Viceversa, data B,(z0), cerco un intorno debole U = Unr, ... My ie(T0) tale che

U C By(wo): scel N> 9B odo che 2 < T e poi M; = L r i
-(20): scelgo in modo che ——— < = e poi M; = L; e ¢ = - per ogni
0 & log 2 oN-1 =35 ¢P g PEr o8
i=1,...,N; dunque, se z € U N B1(0), allora
a( ) _ Z‘L + io ‘Ln(x_$0)|
T, To - on
n=N+1
N “+o00
r 1 ([ Ln |
< 2 =+ (el + o) > S
2 2 2
n=1 n=N+1
, 400
< 3t Z
n=N+
< TLT
2 2
== T’

quindi z € ET (x0)-
O

Osservazione.

Nel caso X = {1, abbiamo visto che la convergenza debole equivale a quella in norma. Tuttavia, la
topologia debole e quella della norma rimangono distinte, perché la prima non é metrizzabile mentre
la seconda st.
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Lezioni 31-32 (13/04/2021)

Teorema (Caratterizzazione dei convessi chiusi).
Sia X uno spazio normato e K C X un insieme convesso.
Allora, K ¢é chiuso se e solo se é debolmente chiuso.

Dimostrazione.

Se K & debolmente chiuso, allora e chiuso perché la topologia della norma & piu fine di quella
debole. Viceversa, mostriamo che se K & convesso e chiuso allora X \ K & debolmente aperto: preso
zg € X \ K, dalla II forma geometrica del Teorema di Hahn-Banach esiste un iperpiano chiuso
che separa {z¢} e K, cioé Lzy < @ < Lz per ogni x € K e L € X*, a € R opportuni. Dunque,
U:={z e X: Lr < a}eéun intorno debole di z¢ contenuto in X \ K, e quindi X \ K & debolmente
aperto. O]

Corollario.
Se f: X — R ¢é convessa, allora ¢ inferiormente semi-continua rispetto alla norma se e solo se lo
e rispetto alla topologia debole.
In particolare, la norma é inferiormente semi-continua rispetto alla topologia debole e quindi se
Tn — x allora ||z|| < liminf ||2,]|.

n—-+oo n—-+oo

Dimostrazione.

Se f & convessa, ogni suo sotto-livello f _1((—007 c]) & convesso per ogni ¢ € R; dunque, dal teorema
precedente, questi sotto-livelli saranno chiusi se e solo se sono debolmente chiusi. Poiché la chiusura
dei sotto-livelli equivale alla semi-continuita inferiore, concludiamo che f e inferiormente semi-
continua se e solo se lo e rispetto alla topologia debole.

Il secondo enunciato segue dalla convessita della norma (che puo essere facilmente dedotta dalle
proprieta che definiscono le norme). O

Osservazione.

1. Applicando il corollario precedente alle funzioni concave, otteniamo che per queste ultime la
semi-continuita superiore equivale a quella rispetto alla topologia debole. Mettendo insieme
questi due risultati otteniamo nuovamente che le mappe lineari, che sono convesse e concave,
sono continue rispetto alla topologia debole: in qualche senso, il corollario precedente equivale
a “meta” della continuita delle mappe lineari.

2. Negli esempi precedenti di successioni convergenti debolmente ma non in norma avevamo
lzn|l = 1 mentre il limite debole verificava ||z|| = 0, dunque la disuguaglianza di questo corol-
lario é stretta e in generale la norma non é continua rispetto alla topologia debole. Deduciamo
inoltre che le sfere non sono debolmente chiuse.

Sugli spazi duali e possibile definire un’altra topologia, con proprieta simili a quelle della topologia
debole ma ancor piu “debole”.

Definizione.
Sia X uno spazio normato, X* il suo duale, {L,}nen una successione in X* e L € X*.

Se Lpx —J>r Lx per ogni x € X si dice che L, converge debolmente™ a L e si indica con la
n—-+oo

. *
notazione L, — L.
n—-+oo

Osservazione.

1. Se L, — LalloraL, = L;
n

—+00 n——+oo

2. Se L, = L allora {Ln}nen & limitata;
n—-4oo

3. Se X e riflessivo, allora Ly, X Lseesolosel, — L.
n—-+oo n—-+oo
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Esempio.

1. La successione {L,}nen in co® data da L, : © — x(n) converge debolmente® a 0 ma non
debolmente. Infatti, poiché co™ € una copia di ¢y, allora possiamo considerare [’elemento

—+oo
A € g™ dato da A: L — Z Le,: avremo AL, =1 4 0.
ne1 n—-+o0o

La stessa successione, vista in €,", converge debolmente™ a 0 per p < +oc.

1
2. Sia f € Cy([0,1]) fissata con/ fo=1¢e fulx) = folx —n). {fa} & limitata in L*(R) ma
0
1
non converge debolmente perché, prendendo g = 1 € L*(R) otteniamo / fng = / fo=1,
R 0

mentre se g ha supporto compatto allora per n tale che g(x) =0 per x > n abbiamo fng =

n+1
/ fng = 0; dunque, se esistesse f tale che f, —> 0 in L'(R), avremmo / f=1ma

/fg = 0 per ogni g a supporto compatto, che ¢ assurdo. Del resto, f, converge debolmente

1 1 n+1
a zero in LP(R) perché se g € LP (R), con = + — =1, allora / rid o 0 e dunque
p p n—r+00

n

n+1 n+1 pfll
[ o= | fo(x—n)g(x)dxélfolloo</ |g<x>|pdx) = o

analogamente, f, — 0 in L>(R).
n—-+oo

Come per la convergenza debole, anche la convergenza debole® proviene da una topologia, che ha
proprieta analoghe:

Definizione.
Sia X wuno spazio normato e X* il suo duale.
La topologia debole™ su X™* ¢é quella che ha per intorni gli insiemi del tipo

lely___@N;E(Lo) = {L S X* |L$1 — L0$1| <E ..., |LI’N — L()IL'N‘ < 6},

per Lo € X* e un numero finito di x1,...,xy € X ee > 0.

La topologia debole su X™ si indica con il simbolo o(X*, X).

Gli insieme aperti (rispettivamente, gli insiemi chiusi) rispetto a o(X*, X) si dicono debolmente*
aperti (rispettivamente, debolmente* chiusi).

Osservazione.
1. Se X e riflessivo, la topologia debole* coincide con quella debole o(X*, X™**).

2. In generale, una successione in X* converge debolmente* se e solo se converge rispetto alla
topologia debole o(X™, X).

Proposizione.
Sia X uno spazio normato, X* il suo duale e o(X*, X) la topologia debole* su X*. Allora:

1. Ogni funzionale lineare continuo A € X*™* su X* dato da AL = Lx é continuo anche rispetto
ao(X™*, X), inoltre, tra tutte le topologie per cui tutti i A € X** di questo tipo sono continui,
o(X*, X) ¢ la meno fine;

2. La topologia o(X*,X) e di Hausdorff, non é metrizzabile se dim X = +oo ed ¢é localmente
metrizzabile se X é separabile;

3. La morma ¢ debolmente™ sequenzialmente inferiormente semi-continua, cioé se L, — L

n——+o0o
allora ||L||x+ < liminf || L.
n—-+o0o
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Dimostrazione.
Le prime due affermazioni si dimostrano come per i risultati corrispondenti per le topologie deboli.
Per la terza, se L, i_‘_ L allora per ogni z € X con ||z|| <1 abbiamo

n——+0oo

Lr <« Lpx <|[Lollllz]| < [|Ln],
n—+oo

dunque Lz < lim +inf | Ly| e, passando all’estremo inferiore su x, otteniamo la tesi. O
n oo

Proposizione.
Sia X uno spazio normato, X il suo duale e A € X™.
Allora, A é continuo in o(X*, X) se e solo se A é della forma AL = Lz per qualche x € X.

Dimostrazione.
Se A : L — Lz per qualche z € X, allora & ovviamente continuo o(X*, X).
Viceversa, se A & continuo in o(X™, X) allora l'insieme A = {L € X* : |AL| < 1} conterra un
intorno di 0, che sara della forma U = Uy, 4..(0) per qualche z1,...,2xy € X, € > 0. Per
omogeneita, tA = {L € X* : |AL| < t} conterra tU = Uy, ... xn:te(0) € dunque, passando al limite
per t che va a zero,

Lxy=---=Lzxny=0 = AL =0.

Dunque la mappa A : X* — R¥*! data da A : L — (AL, Lz, ..., Lry) non & suriettiva, perché
(1,0,...,0) € ran A, e quindi ran A C {y e RN*Y: coyo + cryr + - - - +chN} per qualche ¢y #
0,c1,...,cny € R, e ciog, per ogni L € X*,

1
AL: ——(Cle1+"'+CNan) :L(_Clxl__czvxlv> .
€o

O

Corollario.

Un iperpiano su X* della forma H := {A = a} per qualche A € X, a € R ¢ chiuso in o(X*, X)
se e solo se A ¢ della forma AL = Lx per qualche x € X.

In particolare, se uno spazio X non é riflessivo, non tutti i chiusi convessi in X™* sono debolmente”
chiusi e la topologia o(X, X™) é strettamente meno fine di o(X™*, X).

Dimostrazione.

Se A : L — Lz, allora H ¢ chiaramente chiuso in o(X™*, X).

Viceversa, se H & chiuso in o(X™*, X), allora per ogni Ly € H avremo che X \ H conterra un intorno
del tipo U = Uy, ... xn:e(Lo). Essendo U connesso, a meno di cambiare Ly con —Lg, avremo AL < «
per ogni L € U; scrivendo poi L' = L — Ly deduciamo che se |L'z;| < € per i = 1,..., N allora
AL' < o — ALg. Cambiando segno a L’ otteniamo anche |[AL'| < o — ALg e quindi, ragionando per
omogeneita, A & debolmente™ continua in 0 e, grazie all’invarianza per traslazioni, lo & in qualsiasi
punto. Dunque la conclusione segue dal lemma precedente. O
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Lezioni 33-34-35 (23/04/2021)

L’importanza delle topologia debole™ ¢ legata al fondamentale teorema di compattezza di Banach-
Alaoglu. Per dimostrare questo teorema utilizzeremo un importante risultato di topologia generale.

Teorema (di Tychonoff).
Sia X uno insieme qualsiasi e

[[ R =R¥ :={f: X >R},

con la topologia prodotto avente per intorni gli insiems del tipo
Up,anie(fo) = {f €RY ¢ |f(a1) = folz1)| <e,....[flan) = folen)| < e}

Se F C R¥ ¢ tale che sup |f(x)| < +oo per ogni x € X, allora F ¢ relativamente compatto.
fer

Teorema (di Banach-Alaoglu).
Sia X uno spazio normato, X* il suo duale e B1(0) := {L € X* : ||L|| < 1} la palla unita chiusa
in X*. Allora, B1(0) é compatta in o(X™, X).

Dimostrazione.

Notiamo innanzi tutto che la topologia debole* su X* c R¥ coincide con quella indotta dalla topo-
logia prodotto. Dunque, B := B;(0) & relativamente compatta in X* per il Teorema di Tychonoff,
perché |Lx| < ||z||x < 400 per ogni z € X. Per mostrare che B & chiusa, e dunque compatta,
scriviamo:

{F€RY: flaw+By) = af(2) + BF(y), Vo, BER, Va,y e X} N {f €RY : —[a] < f(a) < [le], V& € X)
N {F RS flaw+8y) - af@) - Bw) =0} () {F €RY : —[la]l < f(x) < lle]]}.

a,BER, x,yeX zeX

B

B é quindi chiusa in quanto intersezione di chiusi: lo sono gli insiemi della prima intersezione perché
ogni mappa del tipo f — f(x) & continua in R* e dunque lo & anche f — f(az+By)—af(z)—Bf(y);
lo sono anche gli altri insiemi perché preimmagini di un chiuso rispetto a una mappa continua. [

Corollario.
Se X é riflessivo, allora B1(0) C X* é compatta in o(X™*, X**).

Il seguente Lemma sugli spazi riflessivi ha delle interessanti conseguenze, soprattutto alla luce del
Teorema di Banach-Alaoglu.

Lemma.
Sia X uno spazio di Banach.
Allora, X ¢ riflessivo se e solo se X* ¢& riflessivo.

Dimostrazione.
Supponiamo che X sia riflessivo, cio¢ che ogni A € X** sia del tipo A = J(z). Allora, per ogni
a € X** il funzionale L, := a0 J & un elemento di X* e dunque

al =aJ(x) = Loz = AL,,

dunque X* & riflessivo.

Viceversa, supponiamo per assurdo che X* sia riflessivo ma esista Ag € X**\ J(X), dove J : X —
X** & lisometria canonica che manda x nel funzionale J(z) : L — Lzx. Allora, per un corollario del
Teorema di Hahn-Banach, esistera o € X tale che a|;x) = 0 ma aAg # 0; tuttavia, essendo X*
riflessivo, a sara del tipo o : A — AL per qualche L € X*, dunque per ogni € X avremo

quindi L = 0, che ¢ assurdo perché AgL = aAy # 0. O
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Corollario.

1. Gli spazi L*=((0,1)) e Lo non sono riflessivi.

2. Se X ¢ riflessivo, allora B1(0) C X é compatta in o(X, X™).

Vale in realta un risultato piu forte del precedente, che caratterizza gli spazi riflessivi e attraverso
la debole compattezza della palla unita chiusa. Per dimostrarlo utilizzeremo il seguente lemma.

Lemma (di Goldstine).
Sia X uno spazio normato, J : X — X** lisometria canonica e B1(0) C X la palla unita chiusa.

Allora, J (Bl (O)) ¢ denso rispetto alla topologia debole* o(X™*, X™) nella palla unita chiusa

Bi(0) :={A € X** ¢ ||Ax~ <1}.

Corollario.
L’immagine J(X) di J é debolmente™ densa in X**.

Osservazione.

1l Lemma di Goldstine é falso se si considera la densita in norma su X**. Infatti, essendo J
un’isometria, se X ¢ un Banach lo sara anche J(X) sara un Banach e dunque sard chiuso in X**;
pertanto, sara denso se e solo se J é suriettiva, cioé se e solo se X é riflessivo. Per omogeneita,
lo stesso wvale se si considera solo la palla unita.

Dimostrazione.
Fissato Ag € X™ con ||Ag|| < 1 e un suo intorno debole™ U cerchiamo = € X tale che J(x) € U;
scegliendo U della forma

U= uLl,....,LN;s(AO) = {A e X* ‘ALl — AOL1| <é&, ..., |AL1 — A()LN‘ < E},
x dovra verificare |L;x — AgL;| <eperi=1,... N.
Se non esistesse nessun z siffatto, allora la mappa A : X — R" data da A : z — (Lyz,..., Lyz)

verificherebbe yo := (AoL1,...,AoLny) & A (31(0)). Potremmo allora separare strettamente

A (B1(0)> e {yo}, cioe trovare (cy,...,cn) € RV o € R tale che

ci(Az); + -+ en(Ar)y < a < cryor + -+ enyon

N N
per ogni z € B1(0), cioe ZCiLZ'.Z‘ <a< ZCiAOLi; passando all’estremo superiore, otterremo la
i=1 i=1
seguente contraddizione:

N
E ciL;
i=1

N

Z CiLi

=1

N

Z CZ‘Li

=1

N
<a< ZCiAOLi < Ao x =
X * =1

<

X X

O

Teorema (Teorema di Kakutani).

Sia X uno spazio di Banach. X é riflessivo se e solo se la palla unita B1(0) C X & compatta in
o(X,X™).

Dimostrazione.

Se X e riflessivo, e stato gia visto che la palla unita ¢ debolmente compatta.

Supponiamo ora che Bj(0) sia compatta in o(X, X™); innanzitutto, osserviamo che J : X — X** &
continua rispetto alle topologie o(X, X™) in partenza e o(X**, X*) in arrivo, perché la preimmagine
di un aperto fondamentale in o(X™**, X*)

J Uy, (T (20))) = UL, ... Ly (T0)
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& un aperto fondamentale in o(X, X*). Dunque, anche I'immagine attraverso J di B;(0) & compatta

in o(X**, X*) e in particolare chiusa. Dal Lemma di Goldstine otteniamo che J (31 (O)) ¢ anche

densa in B;(0), e dunque non potra che essere J (31 (O)) = B;(0); ragionando per omogeneita

concludiamo che J(X) = X™*, cioe X & riflessivo. O

Mostriamo ora alcuni risultati che mettono in relazione riflessivita e separabilita.

Proposizione.
Sia X uno spazio di Banach tale che X™* & separabile.
Allora, X ¢& separabile.

Dimostrazione.
Sia {L, }nen una successione densa in X™; allora, per ogni n € N esiste x,, € X con ||z,|| =1 e

Ly
Lyx, > % Mostriamo che un sottospazio numerabile e denso ¢ dato dalle combinazioni lineari

razionali
D := Spang{z,} = {171 + - +evay; ¢ € Q)

D ¢ chiaramente numerabile ed ¢ denso in Y = Span{z,}, dunque basterd far vedere che Y &
denso in X; a questo scopo, grazie a un corollario delle forme geometriche del Teorema di Hahn-
Banach, sara sufficiente mostrare che I'unico funzionale in X che si annulla sull’intero Y & quello
identicamente nullo. Se L|y = 0, per ogni € > 0 trovo Ly tale che |L — Ly|| < € e dunque

||L|| S ||L — LN” + ||LN|| S £+ 2LN£EN = €+2(LN1'N — LLCN) § €+ 2||LN — LH S 36,
quindi L = 0. O

Corollario.
Se X* ¢& separabile, la topologia debole® su X™ & localmente metrizzabile.

Osservazione.
Se X ¢ uno spazio separabile, il suo duale X* potrebbe non esserlo. Infatti, L'((0,1)) e ¢; sono
entrambi separabili ma i rispettivi duali non lo sono, essendo copie isomorfe rispettivamente di
L>((0,1)) € loo-

Corollario.
Sia X uno spazio di Banach.
Allora, X ¢ riflessivo e separabile se e solo se X* ¢& riflessivo e separabile.

Dimostrazione.

Se X* & riflessivo e separabile, allora dal lemma precedente otteniamo che X ¢ riflessivo mentre

dalla proposizione deduciamo che X ¢ separabile.

Viceversa, se X ¢ riflessivo e separabile, allora anche X**, essendo una copia isomorfa di X, ¢

riflessivo e separabile e quindi, come abbiamo appena dimostrato, anche X* ¢ riflessivo e separabile.
O

Esempio.

Gli spazi LP((0,1)) sono riflessivi e separabili per ognip € (1,4+00). Lo spazio L*((0,1)) ¢ separabile
ma non riflessivo, e il suo duale é isomorfo a L°°((0,1)) e dunque non é né separabile né riflessivo.
Infine, L>((0,1)) non & né separabile né riflessivo e anche il suo duale non € riflessivo (altrimenti
anche L>°((0,1)) sarebbe riflessivo) né separabile (altrimenti lo sarebbe anche L*((0,1))).

Un discorso analogo vale per gli spazi .

Concludiamo il capitolo sulle topologie deboli introducendo una classe di spazi di Banach: quelli
uniformemente convessi. Questi spazi sono definiti attraverso una condizione puramente geometrica
di uniforme stretta convessita delle palle; tuttavia, da questa definizione discendono sorprendente-
mente delle importanti proprieta topologiche.
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Definizione.
Uno spazio di Banach X si dice uniformemente convesso se per ogni e > 0 esiste & > 0 tale che

r+y
[zl = llyll =1, |z —yll > € =

Hgl—é.

Osservazione.

1. La definizione puo essere data equivalentemente assumendo ||| < 1, |ly|| < 1: se ad esempio

T+y ‘ < Il ;r Iyl <1- g, e analogamente se

lz|| < 1 —+ allora abbiamo sempre

lyll <1 —+; se invece 1 —~ < ||z||, lyll <1 allora avremo

x oy x y ,
T T g e et B P | R RCR VORI
lzll Iyl H ] ly

_x + Y
dunque =] 5 ol ]l <1 — &', per qualche 6’ > 0, e quindi
et |-l -
x;yHS \||2uyu n IEl 2 Tul 1§15

2. In uno spazio uniformemente convesso le palle sono sempre strettamente convesse; la condi-
zione di convessita uniforme é tuttavia pit forte perché richiede una uniformita rispetto alla
scelta dei punti sulla sfera, che potrebbe non essere verificata perché le sfere in generale non
sono compatte.

3. Negli spazi uniformemente convessi € possibile definire la proiezione su un chiuso convesso
come l'unico punto di distanza minima, analogamente agli spazi di Hilbert, perché la proprieta
di uniforme convessita permette di dimostrare l’esistenza e ['unicita del punto di minima
distanza.

Esempio.

1. Gli spazi di Hilbert sono uniformemente convessi, perché dalla regola del parallelogramma
abbiamo, se |l = lyll = 1 ¢ |z — yl| > =,

Tty \/Ilw|2+||y||2 lz — yl? \/ e?
—— = - <4 f1—==1-4.
2 H 2 4 = 4

2. Lo spazio L* (1) non ¢ uniformemente convesso: prendiamo infatti A, B misurabili disgiunti

di misura positiva (se non esistono, L*(u) & uni-dimensionale), e definiamo f = T:Z),g =
1]
XB ; otterremo
u(B)’
f+yg
171 = llgll = 117 ~ gll =2 1554 =1

3. Neanche L™ (u) é uniformemente convesso, perché prendendo f = xa + XB,9 = XA — XB St
ottiene, come prima,

f+yg
171 =llgll = 1,115 ~ gl =2, 15

|-+

analogamente, non sono uniformemente convessi neanche i sottospazi chiusi co<\lo, ¢ C(K)<
L®(K) per K € RV,
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Lezioni 36-37 (26/04/2021)

Il seguente risultato ci mostra che gli spazi uniformemente convessi verificano una proprieta appa-
rentemente di natura assai diversa: sono spazi riflessivi.

Teorema (di Milman-Pettis).
Gli spazi uniformemente convessi sono riflessivi.

Dimostrazione.

Per omogeneita sara sufficiente mostrare che se X ¢ uniformemente convesso e Ag € X** con
[[Ao|] = 1 allora Ag € J(X); inoltre, poiché J(X) ¢ chiuso in X** (rispetto alla topologia della
norma), bastera far vedere che per ogni € > 0 esiste x € X tale che ||J(z) — Ag| < e.

Prendiamo L € X™ tale che |[L]| =1e AgL > 1 — 50 con 0 come nella definizione di convessita

uniforme, e consideriamo l'intorno debole® di Ay dato da
*% 6
UzuL;%(Ao):: Ae X* |AL—A0L|<§ .

Poiché, per il Lemma di Goldstine, J(X) € denso in o(X™**, X™*), avremo J(z) € U per qualche x € X
con ||z|| < 1; per concludere ci basterd mostrare che proprio questo z verifica ||J(x) — Ag|| < e. Se
cosi non fosse, allora Ag € X**\ B-(J(z)), ed essendo B.(J(z)) chiuso anche in o(X**, X™*) e J(X)
denso in o(X™*, X™) avremo J(y) € U\ B:(J(x)) per qualche y € B;(0) C X. y dunque verifichera

1)
Ly~ AoL| < 5, e~ yll > <.

)
Essendo perd anche x € U, avremo |Lz — AgL| < > da cui

|z +y|| > Lx + Ly > 2AgL — § > 2 — 20,

cioe 362-1-1/H > 1— 4, in contraddizione con ||z — y| > e. O
Osservazione.
Gli spazi finito-dimensionali (RY, || [|1), (RN, | ls) non sono uniformemente convessi, essendo

un caso particolare di spazi L' e L™ rispettivamente, ma poiché hanno dimensione finita sono
riflessivi.

Un’altra utile proprieta degli spazi riflessivi e la relazione tra convergenza debole e convergenza in
norma.

Proposizione.
Sia X wuno spazio uniformemente convesso e {x,}nen una successione in X e x € X. Allora,

T, — I see solo se
n—-+oo

T =, lenll = ]l
n—+oo n—+0o00
Dimostrazione.
Se x,, — x allora abbiamo gia visto che z, — =z e inoltre ||z,| — =z perché la norma &
n—+o00 n—+00 n——+00

una funzione continua.
Dimostriamo ora che negli spazi uniformemente convessi la convergenza debole e la convergenza
della norma implicano la convergenza in norma. Questo ¢ ovvio nel caso in cui il limite sia x =

0. Altrimenti, y, = —— y = T Serificano lynll = llyll = 1 ey, — y; per linearita
[0 ] n—+oo

avremo anche Un 1Y j y, dunque dall’inferiore semicontinuita debole della norma si ottiene
n—-+oo
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limj_nf y";yH > |lyll = 1. Se avessimo ||y, —y|| > € > 0 allora, per uniforme convessita, avremmo
n—-—+0oo
Yn + ¥ . .. .
anche 5 < 1-4, in contraddizione con quanto appena visto, pertanto y, j y. Dunque
n—-+oo
possiamo concludere che
o =l < [l = b |+ | 2 — ]| =l = e+ i o1 .
lzall ™ [ n—+oo
O

Osservazione.
Nel caso degli spazi di Hilbert il risultato seque facilmente dalle proprieta del prodotto scalare: se
x, — Oe ||xn|\ ||| allora

n—+oo oo

lzn = 2* = llnll® + 2l = 2(@n, @) = 2f2ll* = 2]l =

Esempio.

1. Il risultato puo non essere vero negli spazi non uniformemente convessi, come ad esempio

co: la successione definita da x, = e; + e, = (1,0,...,0,1,0,...) converge debolmente a

x = ey, perché come abbiamo gia visto , — T = e, = 0 e inoltre ||z, = ||| =1, ma
n—-+0oo

lzn — x| = 1.

2. 1l precedente risultato é vero anche in {1, nonostante questo spazio non sia uniformemente
convesso, perché come abbiamo gia visto la convergenza debole in {1 equivale alla convergenza
n norma.

Per concludere, mostriamo che tutti gli spazi di LP sono uniformemente convessi. Questo seguira
abbastanza facilmente dalla seguente disuguaglianza:

Proposizione (Disuguaglianza di Hanner).
Sia (X, X, 1) uno spazio misura e f,g € LP(u) per qualche p € [1,4+00). Se p < 2, allora

1+ 91030y + 1 = 9y = (1 oy + N8lzou) + 111 2oy = N9l P-

Se invece p > 2, allora

1+ 9150 + I = 9150y < UFlzego + Ngllzew)” + 1 oG = lgllze ol

Dimostrazione.
Partiamo dal caso p < 2. La disuguaglianza & simmetrica in f,g ed & banale nel caso in cui una
delle due sia nulla, dunque possiamo supporre ||f|| > ||g]] > 0 e la disuguaglianza equivarra a

I1f+gll? +11f = gl”
> (I =+ Nglh” + (LA = Mlglh?
(LAl + ||g||)p_1 + (A= NP~ I+ (AL NglhP = = = Hgll)p_l) gl

((” 0 h%)) -+ (( (- H)) ol

~(}th)

con
A+rpt—(1—rpt

a(r)= 1+t + (1 -7 b(r) =

questa disuguaglianza chiaramente seguira dalla stima puntuale

(@) + 9@ +17(@) - g(@) > a (H?H) F@P +b (”J%”') l9(@)]?
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per p-q.o. x, cioe
A+ BIP + A= BJ > a(r)| A + b(r)| B, Vi€ (0,1, 4, B € R.

Notiamo ora che & sufficiente dimostrare la disuguaglianza nel caso |A| > |B|: infatti, la mappa
F :r— a(r) —b(r) & decrescente in quanto

(@) =00 = -0 (") (g~ o) <O

dunque essendo F(1) = 0 avremo F' > 0; percio, quando |A| < |B| otterremo

0 < F(r)(|BP = |A[") = a(r)|BJ” + b(r)|A[" — (a(r)|A]” + b(r)| B[")

e cioe a(r)|AlP + b(r)|BIP < a(r)|B|P + b(r)|A|P. Consideriamo ora, per |A| > |B| la funzione
G :r— a(r)|AlP + b(r)|B|P; la sua derivata &

0= 0= (frge ~ ) (147 - )

18]
|A]

dunque G(r) ha un ha un massimo assoluto in r = , quindi

1B]

6(r) <6 ([31) = A1+ BIP + (A1~ B = |4+ BP + 14 - Bl
e la disuguaglianza & provata.

Nel caso p > 2 si ragiona in modo analogo ma con le disuguaglianze opposte: ci si restringe al caso

|A| > |B], in cui si vede che G ha un minimo assoluto in 1A e dunque

|A+ BP 4+ |A— BP <a(r)|A” + b(r)|B|?, vr € (0,1],A,B € R,
da cui seguira la disuguaglianza originariamente cercata con le stesse manipolazioni del caso p <
2. O
Osservazione.

1. Se p =2 walgono entrambe le disuguaglianze, che dunque dovranno essere uguaglianze, cioé

1F +gl* + 1f = gll* = (LA + gD + LI = Nlglli®s

sviluppando © quadrati a destra si ottiene la ben nota identita del parallelogramma.

2. Sep=1 sila disuguaglianza di Hanner da come risultato

If 4+ gl +1If — gl = max{2[| £}, 2[|g[|};

a meno di scambiare [ e g, possiamo supporre di avere ||f|| > |lg|l, dunque scrivendo 2f =
(f+9)+ (f —g) la disuguaglianza equivale alla ben nota disuguaglianza triangolare.

Corollario.
Gli spazi LP(u) sono uniformemente convessi per p € (1,4+00).

Dimostrazione.
Prendiamo f,g € LP(u) con ||f|| = lgllzr(wy = LIIf — 9llerqny > €. Nel caso p > 2 dalla
disuguaglianza di Hanner si ottiene

If+gl” +1If —glP <27,

HMHS (1_|fg”p)p S(l_gp>p_:1—§.
2 op 2P
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f+g f—g

Se invece p < 2, applichiamo la disuguaglianza di Hanner a e otteniamo:

2 7 2
f+g F=al\" IS +9l |9
p P> _ .
i+ = (| 552+ | 5520) + |15 =il
dunque, se LP(u) non fosse uniformemente convesso, esisterebbero f,,, g, tali che ||f,|| = llgn| =
Lifa—gnll — €>0, Jn t 9n — 1, e dunque la disuguaglianza precedente darebbe la
n—-+o0o 2 n—+oo
seguente contraddizione:
2 = |fallP+ llgnll?
> fn+gn + fn_gn p+ fn+gn o fn_gn b
- 2 2 2 2

E\P EN\P
o (5 05)
n—-+o0 (+2 + 2

> 2.
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Lezioni 38-39-40 (30/04/2021)

Introduciamo ora una nuova classe di spazi funzionali in cui si riesca a definire a generalizzare il
concetto di derivata, chiamato ora derivata debole. L’idea di base ¢ di estendere la nozione di
derivata a tutte le funzioni per cui vale la formula di integrazione per parti.

L’utilita di questi spazi, noti come spazi di Sobolev, segue dal fatto che sono particolarmente
convenienti per lo studio delle equazioni differenziali.

Definizione.
Siano a,b € RU {400} con a < b e sia u € L, ((a,b)).
Si dice che u ha una derivata debole su (a,b) se esiste g € Li..((a,b)) tale che

b b
/ uw’=—/ g9 V€ Ch(ab).

g si dice la derivata debole di u e si indica con il simbolo usuale di derivazione u' = g.
Esempio.

1. Ogni funzione u derivabile su (a,b) ha una derivata debole su (a,b) e la sua derivata debole
coincide con quella ben nota; questo seque dalla formula di integrazione per parti.

2. La funzione u(x) = |z|, pur non essendo derivabile in senso classico suR, lo é in senso debole
perché per ¢ € C3(R) abbiamo

+o0 0 +oo
/ up' = —/ xgp’(m)dm—l—/ x¢' (z)dx
0

— 00 — 0o

0 “+o0

plo)de + op@f* ~ [ pla)da

0

@+ [

—o0
—+o0
= _/ ¥9g,
—o0

1 >0
con g(x) = segno(x) = e . Analogamente, hanno derivate deboli le funzioni non
-1 sex <0
derivabili:
" = max{z,0} = rr iz +2|I|, r” =max{—-z,0} =2 -2t = L|2_ as;
e vale ) )
(%) = X(a>0) (#7) = X{a<0}-

3. La funzione u(z) = segno(z) non ha una deriwata debole su nessun (a,b) con a < 0 < b.
Infatti, se lo fosse avremmo, per ogni ¢ € C3((a,b)),

_/abu/@:/:wf:—/aom/obgo’:—w<o>+¢<a>+w<b>—w<0>=—2so<0>7

che e impossibile.

Osservazione.

b b
1. La derivata debole é unica, a meno di insiemi di misura nulla, perché se / up' = —/ g1 =
a a

b b
—/ gap per ogni ¢ € C&([a,b]), allora / ©(g1 — g2) =0 e dunque, per densita, scegliendo

una successione {p,} che approssima segno(gy — ga) si ottiene g1 = go.

2. Seu = v qo. su (a,b), allora u ha una derivata debole se solo se ce l’ha v, e in caso
affermativo u' = v'.
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3. Valgono le ben note regole di derivazione: se f,g hanno derivate deboli, allora lo sono anche
la loro somma e il prodotto con (u+v) =’ +v' e, se una delle due ¢ di classe C*, (uv)' =
u'v +wv'; inoltre, se H € C*(R), allora H(f) ha una derivata debole con H(u) = H'(u)u';
se poi u ha una derivata debole su (a,b), allora lo é anche su (c,d) se (¢,d) C (a,b).

4. La definizione di derivata debole puo essere data equivalentemente considerando, per densita,
solo ¢ € C§°((a,b)).

Vediamo ora una caratterizzazione equivalente delle funzioni che hanno derivata debole. Sono
essenzialmente le stesse funzioni per cui vale il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Definizione.
Siano a,b € RU {+o0} con a < b e sia u € L, ((a,b)).
u si dice assolutamente continua su [a,b] se ¢ derivabile g.o. in [a,b] e la sua derivata u' €

Li. . ((a, b)) verifica u(y) = u(x) +/ u’ per ogni x,y € [a,b]; siindica con il simbolo uw € AC([a,b]).

x

Esempio.
La funzione di Cantor u su [0,1] é continua e derivabile q.0., con v’ =0, ma non ¢ assolutamente

1
continua perché u(l) —u(0) =1#£0= / u'.
0

Lemma. X

Sia h € Li,.((a,b)) tale che / he' = 0 per ogni ¢ € Cj((a,b)).
Allora h = ¢ q.0. in (a,b), pe? qualche ¢ € R.

Dimostrazione.

b T b T
Fisso no € C;((a, b)) tale che/ no = 1 e pongo, per 1 € C3((a,b)), p(z) = / P— </ z/;) / .
Poiché ¢ € Cj((a,b)), allora

o= [ne= [ (W_hm/aw) :/aw(h_/jhm)

b
Essendo v arbitraria, per densita dovra essere h = / hno q.o. in (a,b). O

a

Proposizione.

Siano a,b € RU {400} con a < b e sia u € Li,.((a,b)).

Allora, u ha una derivata debole in (a,b) se e solo se esiste v € AC([a,b]) tale che w = v g.0. su
(a,b) e, in caso affermativo, la derivata debole di u coincide con quella di v.

Dimostrazione.
Supponiamo che u € AC([a,b]), a meno di insiemi di misura nulla. Allora, se ¢ € Ca((a,b)) e

@l(a,zo] = 0, allora

/ab up = /ab (u(aco) + /;: u’(t)dt> ¢ (2)da
[ ([ woat) e
/b (/t b “”'(“””)dx> o ()t

b
—/ e(t)u (t)dt

0
b
— /A
- —/UQO,
a
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dunque, v ha una derivata debole e la sua derivata debole coincide con quella q.o.. Se poi v = u
q.0., sappiamo che anche v ha una derivata debole che coincide con quella di .
Supponiamo viceversa che u abbia derivata debole e, fissato zg € (a,b), poniamo v(z) = u(zg) +
xr
/ u': & assolutamente continua per costruzione e verifica v = «'. Inoltre, abbiamo appena
o b b
visto che / vy = f/ u'¢ per ogni p € C§((a,b)); del resto, dalla definizione di derivata debole
¢ b b b
sappiamo anche che up = — / u'p, quindi [ (u—v)¢’ e ciog, dal Lemma precedente, u—v = ¢
a

a a
q.o. in (a,b). Infine, poiché per costruzione v(xg) = u(xg), allora ¢ = 0 e quindi u = v q.o0.. O

Consideriamo ora gli spazi di funzioni le cui derivate deboli appartengono a qualche spazio LP.
Questi spazi si riveleranno essere quelli giusti per lo studio delle equazioni differenziali.

Definizione.

Siano a,b € RU{xoo} con a <bep e [l,+0o0].

Lo spazio di Sobolev WP ((a,b)) ¢ il sottospazio di LP((a,b)) dato dalle funzioni che hanno
derivate deboli appartenenti anch’esse a LP((a,b)), ovvero:

WP((a,b)) : {u € LP((a,b)) : u ha una derivata debole v’ € L¥((a,b))}.

Per u in W"P((a,b)) definiamo la norma |[ullw .o ((ap)) = [[ullo((ap)) + 10| Lo (b)) -
Analogamente definiamo WibP((a,b)) == {u € LY, ((a,b)) : u € W'P((c,d)) V (c,d) € (a,b)}.
Esempio.

segno(z)

u(z) = |z|* ha una derivata debole, se 0 < a < 1, data da v'(z) = ; sea < 0<b, allora

[T
1
u € LP((a,b)) se e solo sep < 1o dunque u € VVﬁ)Cp(R) solo per questi valori. La dimostrazione

. \ . . . L. 1,
di questo ¢ analoga al caso gia visto o = 1, per cui otteniamo v € L™ (R) e quindi u € W) (R)
per ogni p € [1,+00].

Osservazione.

1. Sep < 400, una norma equivalente a||-||w1.r((ap)) € data da ||ul| := <||u||]zp((a7b)) + Hu’H’zp((a’b)))

2. Nel caso p = 2, la norma ||ul| = \/”uH%Z((a,b)) + Hu’||%2((a7b)) e data dal prodotto scalare

b
(u, V) w12 ((a,)) = (U, V) 2((ayp)) T (W, V") L2((ab)) = / (uv + u'v').

a

Proposizione.
Siano a,b € RU{xoo} cona <bep e [l,+o0].
Allora lo spazio di Sobolev W' ((a,b)) ¢ completo rispetto alla norma || - |[w.s((a,p))-

In particolare, per p =2, W?((a,b)) ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare (u, V)W12((ayb)) -

Dimostrazione.
Sia {uy, }nen una successione di Cauchy rispetto a || - [[w1.0((a,p))- Allora, u, e u;, sono entrambe di
Cauchy in LP((a,b)) e dunque, per la completezza degli spazi LP, avremo u,, — uewu, —

n——+o0o n——+00

in L”((a,b)) per qualche u,g € LP((a,b)). Dunque, data ¢ € Cj((a,b)) avremo

b b b b

!/ / /

- gy —/ Un@:/ Unyp — / uy,
A n—+oo a a n—+oo a

cioe v’ =g e |[un — ullwir(ap) = lltn — ullLr(ap)) + 1tn = gllLe @) 0 O

Anche per gli spazi di Sobolev ¢’¢ una caratterizzazione equivalente data dal seguente risultato.
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Teorema (Caratterizzazione degli spazi di Sobolev).
Siano a,b € RU{xoo} con a <b, p € (1,+00] e u € LP((a,b)).
Allora, le sequenti condizioni si equivalgono:

a. u € WH((a,b)).
b
I

c. Esiste C > 0 tale che ||u(-+h) —u| pr(c,ay) < Clh| per ogni c,d, h tale che [c,d] C (a+|h[,b—
|h)-

b. FEsiste C' > 0 tale che

S Cllell 1o ((a,p)) per ogni g € Ca((a,b)), conp’ € [1,400) tale

1 1
cheer—/:l.
p P

Se p =1, allora a implica b e ¢, che sono tra loro equivalenti.
In tutti i casi, se u € WP ((a,b)), allora in b e ¢ si puo scegliere C = 1w || Lo ((a,0)) -

Dimostrazione.

a=1b Seuc W"P((a,b)) allora per ogni ¢ € C;((a,b)) vale
b b
/ up'| = —/ u'p

b
b = a Per ipotesi, il funzionale lineare L : ¢ — —/ up’ & continuo su Cg((a,b)) rispetto a || -
a

< |z (@) 197 2o (a0

| 2o ((a,))» dunque puo essere esteso per densita a un funzionale Le (Lp/ ((a, b))) , che quindi

b
sard del tipo Lf = / fg per qualche g € LP((a,b)). Avremo dunque, per ¢ € Ca((a,b)),

b _ b
—/ uw’:szsz/ g,

b= ¢ Prendendo ¢ € Cj((a,b)) e h tale che ¢ = 0 all'infuori di (a + |h|,b — |h|): avremo

bux —u\r bua: x b’LL
[ ) g, [t ete), [

P uly)e(y — h) P up
- /a h dy_/a W

ciod u € WP ((a,b)).

h

Poiché, nell’ultima formula, < Cewu€ L' ((a,b)), allora possiamo applicare

o(y) — oy —h) ‘
h

b
il teorema di convergenza dominata e il limite per A — 0 sara — / uy’, e dunque per ipotesi
a

avremo

/b u(x + h) — u(z)

- e(z)dz| < Cllell e (a,y)

con C indipendente da h. Consideriamo ora la disuguaglianza precedente con {¢,}nen in
C3((a,b)) tale che @, o lu(- + ) — u[P~2(u(- + k) — u) in L ((a,b)): otterremo
n—-+o0

b
lu(- 4+ h) — ulP -1

cioe ||u(- + h) — ul| e ((ap)) < C|A).
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¢ = b Per ipotesi, se ¢ € Cj((a,b)) e » =0 all'infuori di (a + |h|,b — |h|), allora
/b u(-+h)—u
. b7

b b
: . u(-+h)—u
Inoltre, ragionando come nel punto precedente, otteniamo / ¥gp h—>0 — / up e
- a

h
b
J. v

u(-+h)—u
h

<

||<P||Lp'((a,b)) = C||<P\|Lp’((a,b))~
Lr((a,b))

a

dunque

< Clloll v (ap))-

O

Corollario.
Se u € WYP((a,b)) per qualche p > 1 e H € Lip(R) verifica una tra: H(0) = 0; p = oo; a,b € R;
allora H(u) € WHP((a,b)) e H(u) = H'(u)u’.

Dimostrazione. .

b
Innanzi tutto, H(u) € LP((a,b)): infatti, se H(0) =0 allora/ |H(u)|P < ||H||I£ip(R)/ [ulP < 400,
e analogamente negli altri casi; dunque possiamo applicare il rfleoremau di caratterizzazigne degli spazi
di Sobolev. Se u € W'P((a,b)), allora ||u(- + h) — ullr((e,ay) < C|h| per ¢, d, h come nel teorema
precedente. Dunque, ||H(u(- + h)) — H(u)||pr((c,a)y < [|H|lLipm)llu(- + 1) — ulle(c,a)y < Clh] e
quindi anche H(u) verifica la stessa condizione, per cui il teorema e ottenere H(u) € WP ((a,b)).
Per quanto visto in precedenza, H(u) sara derivabile quasi ovunque e la derivata debole coincide

con quella usuale, ciot H' (u)u'. 0O
Osservazione.
1. Se p = 1 allora b e ¢ non implicano a: ad esempio, u(x) = segno(x) wverifica, per ogni

v € Co((a,b)),

b
I

nonostante u non abbia derivata debole e quindi u & W' ((a,b)) se a < 0 < b. In qualche
senso, si potrebbe dire che u ha come derivata debole non una funzione in Li,, ma piuttosto
una misura, data da 20.

b
< 2|9(0)] < 2[[¢ll Lo ((ap)) / lu(- + h) —u| < 2|h,

2. Se p = +00, la condizione ¢ equivale a essere una funzione Lipschitz, dunque dal teorema
deduciamo W*((a,b)) = Lip((a,b)); questo & coerente con quanto visto per u(x) = |z|.
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Lezioni 41-42 (04/05/2021)

Per studiare le prossime proprieta degli spazi di Sobolev & necessario introdurre alcune nozioni, che
sono fondamentali in analisi funzionale e lo saranno anche nell’'ultima parte del corso.

Definizione.

Siano X,Y spazi normati e A € L(X,Y).

A si dice operatore compatto se per ogni successione limitata {x,}nen in X la sua immagine
{Az, }nen ha estratte convergenti in'Y ; in altre parole, A é compatto se A(K) CY ¢é relativamente
compatto in'Y per ogni insieme limitato K C X.

L’insieme degli operatori compatti si indica con K(X,Y) e, se X =Y, con K(X).

Proposizione.

Sia X uno spazio normati e Y uno spazio di un Banach e K(X,Y) Uinsieme degli operatori compatti
da X aY.

Allora K(X,Y) < L(X,Y):

Dimostrazione.

Si verifica facilmente che gli operatori compatti formano un sottospazio lineare. Inoltre, se { A, }nen

¢ una successione in (X, Y) tale che 4,, — A, allora per ogni successione limitata {, }men in
n—-+oo

X {An2Tm tmen avra, per ogni n € N, un’estratta convergente che ¢ in particolare di Cauchy; dunque,
se ||z, || < C allora per N, N’ sufficientemente grandi avremo |[A—Ay|| < e e ||[Ayz, —Anzn| <€
per ogni n,m > N’, da cui

Az, — Azy| < ||Az, — Anza|| + | AT — AT + | ANTm — Azl
< A= Ax|[(lzall + lzml) + €
< (2C+1)e,
dunque {Az, }nen € di Cauchy e quindi converge, e quindi A ¢ compatto. O
Osservazione.

1. In generale, ogni A € L(X,Y) manda limitati in limitati e relativamente compatti in relati-
vamente compatti, ma non limitati in relativamente compatti.

2. Seuno tra A e L(X,Y) e Be L(Y,Z) é compatto, allora Bo A € L(X,Z) é compatto.
Esempio.

1. SedimY < 400, allora ogni operatore lineare é compatto perché tutti gli insiemi limitati in'Y
sono relativamente compatti, e allo stesso modo se ran (A) ha dimensione finita; grazie alla
proposizione precedente, sono operatori compatti anche i limiti, in norma operatoriale, degli
operatori di rango finito.

k
2. La mappa A : by — {o data da Azx(k) = x(k ) é compatta, perché é il limite della successione
z(k) | <
di operatori di rango finito A, dati da A,x(k) = k ser=m. infatti,
0 sek>n
I

< —
flol<1 7 4 1 n—=oo

(k)
k

Un risultato analogo si ottiene prendendo, al posto di , x(k)ag per una qualsiasi succes-

stone infinitesima ay.

3. SeY =X edim X = +oo allora l'identita Ix : X — X non & un operatore compatto perché
la palla unita é limitata ma la sua immagine, che ¢ la stessa palla unita, non é relativamente
compatta.
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Definizione.

Siano (X, - ||x), (Y ] - |ly) spazi normati tali che X C Y.

Si dice che X st immerge in modo continuo in'Y se linclusione i : X =Y data da i(x) = x ¢
continua, cioé ||z|ly < C||z||x per ogni x € X e qualche C > 0. L’immersione continua si denota
con il simbolo X — Y.

St dice che X st immerge in modo compatto in'Y se linclusione i : X — Y é compatta, cioé se
per ogni successione {Xy }nen limitata in X allora, a meno di estratte, x,, Wt Y rispetto a || - ||y

per qualche y € X.
Esempio.

1. Ogni sottospazio lineare E C X di uno spazio normato X si immerge in modo continuo in X ;
limmersione é compatta se e solo se dim E < 4o00.

3. Negli spazi di successioni 'immersione continua £, — £, vale per 1 < p < g < +o0.

Mostreremo ora che gli spazi di Sobolev si immergono nei ben noti spazi di funzioni Holderiane
oppure LP. Per dimostrare questo risultato utilizzeremo un fondamentale teorema di compattezza.

Teorema (di Ascoli-Arzela).
Siano a,b € R con a < b e {uptnen una successione limitata in C([a,b]) ed equicontinua, cioé tale
che

Ve>03d>0taleche |[z—y|<d = |uu(x)—un(y)| <e.

Allora, u,, ha estratte convergenti in C([a,b]).

Corollario.
C%([a, b)) si immerge in modo compatto in C%P([a,b]) se 0 < B < a < 1.

Dimostrazione.

Prendiamo una successione {u, }nen limitata in C%([a, b]): se |z —y| < 6, allora |u, () — un (y)] <
Clz — y|* < C0* e dunque {uy}nen € equicontinua e quindi, se a,b € R, dal Teorema di Ascoli-
Arzela {u,} avra un estratta convergente a u in C([a,b]); pertanto, a meno di estratte, per § < «
avremo

|un(2) = u(x) = (un(y) — u(z))|

|z —yl|?
N “"(é)_—yl";;(y) U(Ixm)__yuéy) B (Jun(2) = u(@) +u(y) —un(y))' "7
< (MR M) () - ) vt
< C@llun = ull oo (any)' 7,
e quindi u, e 0 anche in C%*([a, b]). O

Teorema (di immersione di Sobolev).

Siano a,b € RU {400} con a < b, p € [1,+00] e u € W P((a,b)). Allora, u € 00,17%([(193)]) e in
particolare u & continua e limitata su (a,b).

Inoltre, W P((a, b)) si immerge in modo continuo in Co’l_%([a, b]).

Infine, se a,b € R ep > 1, allora W P((a,b)) si immerge in modo compatto in C**([a,b]) per ogni

a<l—-—.
p
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Esempio.
u(z) = |z|%, se 0 < a < 1, appartiene a C**([—1,1]) e, come abbiamo visto, anche a WP ((—1,1))

1
perp < ——, cioe a < 1 — —.
11—« P

Osservazione.

1. Se a,b € R, allora C**([a,b]) — L%((a,b)) per ogni q¢ € [1,+oc] e a € [0,1]; dunque, dal
Teorema di immersione di Sobolev deduciamo che WP ((a,b)) si immerge in modo compatto
in ogni L((a,b)).

2. Se a = —oo oppure b = 400, nessuna delle precedenti immersioni é compatta: fissata
ug € C5((a,b)) \ {0}, la successione {un}nen data da u,(x) = uo(x £ n) & limitata in ogni
WYP((a,b)), perché lunllwie(ap)y) = lwollwre(ap); tuttavia, u, non converge in nessun
C%([a,b]) né in LY((a,b)), perché il limite puntuale ¢ uw = 0, ma wu, non pud convergere a
zero perché |[un|co.o (o b)) = [1uollco.«(a.p)) € llunllLa((a,p)) = ol Le(ap))-

3. Le immersioni WP ((a,b)) < 00’17%([@ b)) e Wh((a,b)) = C([a,b]) non sono mai com-
patte: infatti, supponendo a meno di traslazioni 0 € (a,b), fissiamo ug € Cg((a,b)) \ {0} e

definiamo {un}nen come uy(x) := u(ﬁmj ; poiché
n_r

||U0||LP((a,b))

- lunll e ((ap)) = U0l Le((a,b))s

Hun”LP((a,b)) =

la successione ¢ limitata in Wl’p((a,b)), converge puntualmente a zero, ma la convergenza
non in norma perché

_ ! _ !
sup |un(z) :L:z iy)\ sup lu(z’) ﬁ(_yl)l 5 0.
zy€(ab)azy |x—y| TP  aye(ab)aty |zl —y| TP n—doo

Analogamente, definendo u,(x) = u(nzx) si ottiene una successione limitata in W*((a,b))
che non ha estratte convergenti in L°°((a, b)).
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Lezioni 43-44-45 (07/05/2021)

Dimostrazione del Teorema di immersione di Sobolev.

Prendiamo u € W'*((a,b)) e mostriamo che u € L>((a,b)). Nel caso p = oo & ovvio, viceversa

se u € LP((a,b)) per p € [1,4+00), allora esistera zo € (a,b) tale che |u(xo)| < 6||ullLr((a,p)), con

0= ﬁ se a,b € R, mentre se b—a = +00 € possibile scegliere qualsiasi § > 0. Inoltre, poiché
b—a)r

H(t) = [t|P~ 't & di classe C*, H(u) & derivabile in senso debole e quindi si puod applicare il teorema

fondamentale del calcolo integrale:

w@P = |Hu@)|
< |H(u(zo))| + / ()]s

b
< futeo)l” + [ plup
-1
< 5”“”2;)((@,1,))+p”“”ip((a,b))||u/||LP((a,b))
<

¢ (”“Hzp((a,b)) + H“/”ip((a,b)))

e dunque, passando all’estremo superiore, u € L>((a, b)).
Applicando poi a u il teorema fondamentale del calcolo e la disuguaglianza di Holder si ottiene

¢ ’ 1-1 ¢ / ’ 1-1
[l <le—yl (/ |u|p) <l =y Hulwrmeny):
Yy Yy
1

e analogamente nel caso p = +00; questo dimostra anche 'immersione continua in C%'~» ([a, b)),
da cui segue I'immersione compatta negli altri C%([a, b]) grazie al corollario precedente. O

u(z) — uly)| =

Consideriamo ora un sottospazio particolarmente interessante degli spazi di Sobolev.

Definizione.
Siano a,b € R con a <b ep € [1,+0o0].
Definiamo lo spazio delle funzioni di Sobolev nulle al bordo

Wyt ((a,b)) := {u € WP ((a,b)), u(a) = u(b) = 0}.
Osservazione.

1. La definizione & ben posta perché, dal Teorema di immersione di Sobolev, W'P((a,b)) C
Co’lfi([a,b]) e dunque ¢ continua fino ai punti di bordo.
2. WaP((a,b)) <« WYP((a,b)): che sia un sottospazio lineare ¢ immediato, e inoltre se u, €

WyP((a,b)) e up 1L in WHP((a,b)), allora

[u(@)] = [in(0) = w(@)] < llun — ulloc < llun = wllwroanyy , =30,

e allo stesso modo u(b) = 0.
3. Wy((a,b)) j W?((a,b)) perché ad esempio le costanti appartengono a W ((a,b)) ma non
a Wy ((a,b)).

4. Nel caso in cui a = —oo oppure b = 400 € possibile definire Wol’p((a,b)) imponendo come
condizioni lim wu(x) = 0 oppure lim wu(x) = 0; tuttavia, se p < +oo i limiti all’infinito
T——00 T—>+00

sono sempre nulli negli spazi di Sobolev e quindi in particolare Wg’p(R) = WYP(R). Per
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vederlo, notiamo innanzi tutto che per ogni u € LP(R) esiste una successione x,, —_~>_ +o00
n—+0oo
per cui u(z,) — 0; sepoiu € WHUP(R) ey, — oo, allora applicando il teorema
n—-+o0o n—-+oo

fondamentale del calcolo a |u|P~u si ottiene:

ulyn)l? =

Yn
u(@n) [P~ u(@n) +/ plul" =t
x

n

Yn
< |m%w+/ plul |’
x

n

< P+ [P+ - D)

n

— 0,
n—-+oo

con lultimo passaggio al limite giustificato dal Teorema di convergenza dominata con maggio-
rante integrabile data da |ul? + (p — 1)u'|P.

Teorema (Disuguaglianza di Poincaré).
Siano a,b € R cona < b, p € [1,400] e u € Wy?((a,b)).
Allora esiste C > 0, indipendente da u, tale che ||[ullwr.o((ap)) < Cllt'|Lr((ap))-

In particolare, una norma equivalente su W, *((a,b)) ¢ data da || Lo ((a,b)) -

Dimostrazione.
Sara sufficiente dimostrare che [|ul|re(ap)) < Cllu'||Lr((ap)) Per qualche C > 0; questo seguird

applicando a u il teorema fondamentale del calcolo e la disuguaglianza di Holder:

/ab lu(z)[Pdz = /ab pdx - /ab (/; u’|P> 0 de < (b ap /ab "

T
!
[
a

nel caso p = +oo similmente si ottiene

u(z)] <

b
S/Wméw—mwm,

T
!
[
a

dunque per ogni p si ha |[ul|Lr(ap)) < (0 — a)||v'||Lr((ab))- O

Osservazione.

1. Come segue dalla dimostrazione, la disuguaglianza di Poincaré vale anche per le funzioni che

verificano solo u(a) = 0 oppure solo u(b) = 0.

. La disuguaglianza di Poincaré non vale su W'P((a,b)) perché ad esempio le funzioni costanti
u = C wverificano |[u'|| Lo ((a,p)) = 0 ma |[ul|Le((ap)) 7 0.

b
. Nel caso p = 2, un prodotto scalare equivalente su Wol’Q((a, b)) é dato da (u,v) = / u'v';
a
b
pit in generale, é possibile scegliere (u,v) = / (pu'v" + quv) per qualsiasi p € L>=((a,b)),q €

L*((a,b)) conp>d>0eq>0.

Grazie alla disuguaglianza di Poincaré deduciamo che le funzioni lisce a supporto compatto sono
. . R
dense anche in questi spazi Wy*.

Lemma.
Siano a,b € R cona <b ep € [l,+00).
Allora, lo spazio delle funzioni lisce a supporto compatto C3°((a,b)) ¢ denso in Wy '*((a,b)).
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Dimostrazione.
Fissata u € Wy ((a,b)), per la densita di C5°((a, b)) esisterd ¥, € C5°((a, b)) tale che 1, = u
n

+o00
in LP((a,b)); presa 19 € C*((a,b)) che valga costantemente 0 in un intorno di a e costantemente

x b
1 in un intorno di b, definiamo @, (x) := / UV — (/ ¢n> no(z). La successione {¢p}nen

x

in C3°((a, b)) perché per z vicino ad a abbiamo / ¥, = 0 = no(x) mentre per z vicino a b vale
a

x b b
/ Yy = / ¥ € 1o(z) = 1, e inoltre approssima u,, in W' ((a,b)): essendo / v = u(b) —u(a) =
a a a

0, avremo
b
(@) = Uy (@) — (/ (thn — U’)> 1o (),
a
dunque applicando la Disuguaglianza di Poincaré si ottiene

lon — u||W1v1’((a,b)) < CH% - U/||LP((a,b))

b
< C </ (n — )| 6l o ((ab)) + [1¥n _u/HLP((a’b))>
< Clltn — U/HLP((G:b))
— 0.
n—+00

Corollario.
b b
1. Seu € WhP((a,b)) allom/ w’ = —/ u'v per ogni v e Wy ((a, b))
a a

2. Se u,v € WHP((a,b)), allora uwv € WP ((a,b)) e (uv)’ = uwv' + u'v.
1 1\’ o
S. WP ((a,b > >0 allora — € W'P((a,b - =—=.
eue ((a,b)) e |u| > 6 >0 allora " S ((a,b)) e (u) 3
Dimostrazione.

1. Se v € Wy''((a,b)), allora per il lemma precedente esiste {¢y, }nen in Wy''((a,b)), dunque
applicando il Teorema di immersione di Sobolev si ottiene:

b

/ ulen =) < Nullee o llon = lnr ey < Cllullwrram len = vllwraae , 70
b

/ uon =0)| < Wlleeamnlien = vl ) < Cllulwreamlien = vllwriap) 20

e dunque, usando ¢,, nella definizione di derivata debole di wu,

b b b b
U’Ul — ’LLQOLL = — Ulgﬁn — — UIU.
a n—+4oo a a n—-+oo a

2. Fissata ¢ € C3((a,b)), considero 19 € C§°((a,b)) che valga 1 sul supporto di ¢, in modo che
noe = ¢; dunque nou € Wy *((a,b)) e, se p < +00, esiste una successione {1, } in C5°((a, b))
tale che v, . Tou in W?((a,b)), quindi

n o0

— 0
n—-+o0o

b b b
[ o =atel = [ = muler <€ [ - mue
a a a
e analogamente, grazie al Teorema di immersione di Sobolev,

Ynp' = up Ynp = up in L>((a,b)).

n—-+o0o n—-+4oo
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Pertanto, utilizzando la formula di derivazione del prodotto e poi ragionando come nella
dimostrazione del punto precedente,

b b b b
/ vy’ < / Yoy’ = — / (Yt +p0) = — / (wv' + u'v)g;
a n—)+oo a a a

n—-+oo

infine, poiché dai teoremi di immersione di Sobolev si ottiene u,v € L*((a, b)), allora (uv) €
17((a,b)).

Se p = 400, allora u,v € W*((a,b)) apparterranno anche a Wli’cp((a,b)) per ogni p < 00;
applicando il ragionamento precedente sul supporto di ¢, che ¢ limitato, si ottiene (uv) =
uv’ + u'v, ma essendo u,v,u’,v" € L>((a,b)) deduciamo uv € W' >((a,b)).

L’ultima affermazione si dimostra in maniera analoga.

Osservazione.

1. Lo spazio C3°((a,b)) non puo essere denso in WP ((a,b)); infatti, se lo fosse, dal Teorema di
immersione di Sobolev potremmo approssimare in norma ||-||s una funzione che non si annulla
sul bordo con funzioni a supporto compatto, che & impossibile. In particolare, Wol’p((a,b)) st
puo caratterizzare come la chiusura di Cg°((a,b)) rispetto alla norma || - ||w1.((a,p))-

2. C5°((a, b)) non puo essere denso neanche in W ((a, b)), perché se v’ € L>=((a,b))\ C([a,b])
non puo essere approssimata in norma || - || peo((a,pyy con funzioni in C5°((a,b)).

Possiamo finalmente applicare queste proprieta degli spazi di Sobolev per studiare alcune equazioni
differenziali chiamate problemi ai valori al bordo.

Definizione.
Siano a,b € R con a < b, p € L>((a,b)), ¢, f € L*((a,b)) conq>0ep>6>0e fc L*((a,b)).
Si dice che u € W, *((a,b)) ¢ una soluzione debole del problema

se u € Wy2((a,b)) e (—pu') ha una derivata debole su (a,b) che verifica (—pu') + qu = f q.o. su
(a,b); in altre parole, se per ogni o € C§((a,b)),

/ab(pU’<p’ + qup) = /ab fe.

b b
1. Le soluzioni deboli verificano / (pu'v" + quv) = / fv anche per ogni v € W01’2((a,b));

Osservazione.

infatti, prendendo una successione {p,} che approssima v in W2((a, b)), essendo pu’, qu, f €
L*((a,b)), avremo

b b b b
/0 /7 o
/a(puv + quv) njm/a (pu ¢n+qusﬁn)—/a fon njm/a fv.

2. Se p € CY([a,b]), ¢, f € C([a,b]) e u € C*([a,b]) & una soluzione in senso classica dell’e-
quazione differenziale allora & anche una soluzione debole, come si puo vedere integrando per
parti.

3. In generale, se f,p,q non sono regolari, una soluzione debole v non sard di classe C*: ad
1-— —u(x) = -1,1
el —|zl) . . )—uw'(z)=segno(z) ze&(-11)
2 u(—1)=u(l)=0

esempio, u(x) =
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(—pu) +qu=f su(a,b)
4. Se il problema ha condizioni al bordo non omogenee del tipo < u(a) = «
u(b) = B

ci si puo ricondurre al caso o = B = 0, purché p € Wh'((a,b)), scrivendo u(x) = v(x) +

\/
— - - = b ~
la B)Zj_fa W con v soluzione di E)(f;j_) ;bzvz Of su (@,9) per f(x) = f(z) +
. - — ab
a 5p’(x) _la 6): tha-a q(x). Anche se la nozione di soluzione debole coincide con
a _

quella classica, sotto le opportune ipotesi di regolarita per p,q, f che abbiamo fatto in prece-
denza, le soluzioni non possono essere trovate con i metodi visti per i problemi di Cauchy del

Y/ _

o {1 =1 s ah)
u(a) =u'(a) =0

punti diversi.

, perché nel nostro caso le condizioni al bordo sono su due

Proposizione.
Siano a,b € R cona <b, pe L>(( a,b fEL (a,b)) cong>0ep>35>0 euEWOLQ((a,b))
= b
¢ una soluzione debole del problema + qu fosula, ) Allora, u € Wy ™°((a,b)).
=0
Se poi p € WHP((a,b)) e q, f € Lp(( ) per qualche p € [1,40c0], allora v' € W'P((a,b)) C

00’17%([a,b}) e in particolare u € C*([a, ])
Sep € C*1([a,b]) e q, f € C*([a,b]) per qualche k € N, allora con u € C*T2([a,b]) e in particolare
e una soluzione classica.
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Lezioni 46-47 (11/05/2021)

Dimostrazione della proposizione precedente.

Per ogni ¢ € C&((a,b)) abbiamo /b pu'p = — /b »(qu— f), ma dal Teorema di immersione di So-
bolev sappiamo che u € L*>((a, b))ae dunque qu : f € L*((a,b)); quindi abbiamo pu’ € W' ((a,b))
e in particolare pu’ € L*((a,b)), ma essendo anche ’ € L>™((a,b)) alora u’ = ];pu’ € L*™((a,b)),

ciot u € W'*((a,b)). Assumendo poi ¢, f € LP((a,b)), ragionando come prima otteniamo
(p') = qu — f € LP((a,b)); essendo p € W'P((a,b), dal corollario precedente avremo anche

1 1

— e W'P((a,b)) e v = ~—pu’ € WHP((a,b)).

p p

Dimostriamo 'ultima affermazione ragionando per induzione: essendo u € C([a,b]) per il Teore-
ma di immersione di Sobolev, se q, f € C([a,b]) allora (pu’) = qu — f € C([a,b]) e, supponendo
anche p’ € C([a,b]), si ottiene ' = —pu’ € C*([a,d]), dunque abbiamo dimostrato il caso k = 0.

p

Supponiamo ora che I’affermazione sia vera per k — 1 e dimostriamola per k: p € C**1([a,b]) e
q, f € C*([a,b]), allora in particolare p € C*([a,b]) e ¢, f € C¥71([a,b]) e dunque per ipotesi in-

duttiva u € C**1([a,b]); allora, ragionando come prima, (pu') = qu — f € C*([a,b]) e dunque
u € O 2([a, b]).

L’utilita della nuova nozione di soluzioni deboli segue dal fatto che possono essere trovate variazionalmente,
N e el 1. . . 1,2
cioé come punti critici di un opportuno funzionale definito su W;*((a, b)).

Lemma.
Siano a,b € R con a < b, p € L¥((a,b)),q,f € L'((a,b)) conq > 0ep >6 >0, e F :

Wy2((a,b)) = R definito da
b
F(u) = / (gu’2 + gu2 - fu) .

Sew € Wy*((a,b)) & un punto di minimo per F, cioé F(u) < F(v) per ogni v € Wy*((a,b)), allora
(—pu') +qu=1f su(a,b)

u € soluzione debole di
u(a) =u(b) =0

Dimostrazione.

Innanzi tutto, dalle assunzioni su p,q, f segue che F' & ben definito. Inoltre, se v & un punto di
minimo per F, allora per ogni ¢ € Cj((a,b)) fissato la mappa g : t — g(t) = F(u+ty) ha un punto
di minimo in ¢ = 0; scrivendo

g(t):/a (Zu/2+2“ _f“)+t/ab(puﬂp’+quso—f<p)+t2/a (§¢’2+2¢)

b
allora otteniamo 0 = ¢'(0) = / (pu' " + qup — fo). =

Esempio.

- =f su (a,b)
u(a) =u(b) =0

—f con laggiunta di una funzione affine che annulli le condizioni al bordo, cioé

o=ia | (L) [ ([ )
Lemma.

Siano a,b € R con a <b e {up}nen una successione limitata in W2 ((a,b)).
Allora u, ha un’estratta che converge debolmente a u in W, ((a,b)) e converge a u anche in
L>((a,b)).

Nel caso p =1, ¢ =0, la soluzione di { e data da una doppia primitiva
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Dimostrazione.

Se {uy} @ limitata in W,*((a,b)), essendo Wy"*((a, b)) riflessivo in quanto spazio di Hilbert, dal
Teorema di Banach-Alaoglu avra un’estratta debolmente convergente a u € WO1 2((a,b)). Applican-
do il Teorema di immersione di Sobolev, dalla limitatezza in W, *((a,b)) di {u,} otteniamo anche
un’estratta convergente a qualche v in L®((a,b)). Per concludere rimane da verificare che u = v:

b
per vederlo, osserviamo che per ogni f € L'((a,b)) il funzionale u / uf e lineare e continuo su
a

Wy2((a,b)), e dunque dalla convergenza debole seguira che

b b
/ unf — / uf,
a n—-+oo a

cioe che u o uin L°°((a,b)); del resto, poiché u Wl vin L*>°((a, b)) allora

/abunf—/abvf

b b
dunque / uf = / vf e quindi dovra essere u = v. O
a a

b
< [ lun = o1 < um = vl ol s o, 520

Teorema (Esistenza e unicita di soluzioni deboli).

Siano a,b € R con a < b, p € L>((a,b)),q, f € L*((a,b)) conqg>0ep >3 >0 e F come nel
Lemma precedente.

(—pu') +qu=f su(a,b)

Allora, F' ammette un punto di minimo, che & ['unica soluzione debole di
u(a) =u(b) =0

Dimostrazione.
Innanzi tutto, F & limitato dal basso perché, considerando su W,*((a,b)) la norma data da

b
[l iy = | (o 4 0?), s ottiene:
a

[ull3y .2 [ull3y.2
“((a,b)) Wy~ ((a,b))
Fu) > 5 = Il @y el o (aeyy = 3 = Iz @y llellwe 2wy = —C-

Sia ora {uy }nen una successione minimizzante, cio¢ tale che F'(u,) — inf  F; dovra essere
IS Wo R (ab)

limitata, perché ragionando come prima si otterrebbe che F(u,,) o +00 se ||up, ||W01,2((a b))
n—-+0o0 ’

+00.
Essendo {u,} limitata, dal lemma precedente avra un estratta convergente a u debolmente e in

%
n—-+o0o

b b
L*°((a,b)), dunque / fun —J>r / fu, e poiché la norma ¢ inferiormente semi-continua rispet-
a n——+0o00 a

b b
to alla convergenza debole avremo / (p1/2 + un) < liminf / (pu’n2 + qui); dunque, poiché u,
a a

n—-+oo
minimizza F,
F(u) <liminf F(u,) = inf F < F(u),
e Wy % ((a.b))
cioe u € un punto di minimo per F' e quindi, per il lemma precedente, ¢ soluzione debole dell’equa-
zione differenziale.

. . N . . - 1,2
Mostriamo infine I'unicita della soluzione: se esistessero due soluzioni u,v € W;"((a,b)), allora
b

dall’osservazione precedente avremmo / (p(u' — v")w' 4 q(u — v)w) = 0 per ogni w € Wy*((a,b));

b
pertanto, scegliendo w = u — v otteniamo / (p(u’ — ")+ q(u— 0)2) =0, cioe u =v. O

a

Osservazione.
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1. L’esistenza e l’unicita delle soluzioni deboli puo essere dimostrata equivalentemente utilizzando

b
il teorema di Riesz-Fréchet su Wy ((a,b)) con il prodotto scalare (u, U)Wol,2((a b)) = / (pu'v'+

b
quv): infatti, grazie al Teorema di immersione di Sobolev il funzionale lineare v +— / fv e
a

lineare e continuo su Wy>((a,b)) per ogni f € L'((a,b)), dunque esisterd un unico u €
Wy 2((a,b)) tale che, per ogni v e Wy((a,b)),

b b
/ fo = (u, ’U)Wolz((a,b)) = / (pu'v" + quv).

2. La precedente dimostrazione del lemma esistenza di soluzioni deboli si puo tuttavia utilizzare
per una classe molto pit. ampia di funzionali, del tipo

b
F(u) = / (A(z,u'(2)) + V(z,u(z)))dz,

con A,V € C*([a,b] x R) che verifichino
2

% < A(z,1) < CP? Viz,t) > ~C(1+]t]7) q<2.

Infatti, la limitatezza dal basso di F e la limitatezza delle soluzioni minimizzanti sequono
da q < 2, mentre la semicontinuita inferiore seque dalla regolarita di A,V ; la soluzione sard
unica assumendo inoltre A,V convesse in t per ogni x fissato. I punti di minimo di F' saranno
soluzioni deboli di

)

{(—@A(m(m»)’ + 8,V (z,u(2)) =0 € (ab)
u(a) =u(b) =0

cloé

b
[ @G @) (@) + BV (. uta)ola) o = Y€ Cl((ab)
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Lezioni 48-49-50 (14/05/2021)

Per concludere la parte sugli spazi di Sobolev consideriamo gli operatori lineari associati alla
risoluzione in forma debole di queste equazioni differenziali.

Definizione.
Siano a,b € R con a < b, p € L>=((a,b)),q € L*((a,b)), f € L*((a,b)) con g >0 ep >3 > 0.

(—pu)' +qu=f su(ab)
u(a) =u(b) =0

lineare continuo A € L (L*((a,b))) definito da A = io A, dove i : Wy2((a,b)) < L*((a,b))
¢ Uinclusione e A : L?((a,b)) — Wy2((a,b)) & la mappa che manda f nell'unica soluzione del
problema ai valori al bordo.

L’operatore risolvente del problema ai valori al bordo e l’operatore

Proposizione.
Siano a,b € R con a < b, p € L((a,b)),q € L'((a,b)), f € L*((a,b)) cong>0ep>35>0e Al

risolvente di {(—pu’)’ taqu=f su(ab) .
u(a) =u(b) =0

Allora A :=io A: L?((a,b)) — L*((a,b)) ¢ un operatore lineare compatto e inicttivo e verifica

(Af7 )Lz( (a,b)) = (Ag f)L2 ((a,b)) v fvg € LQ((aab»
(Afa f)Lz((a,b)) >0 v f € LQ((G’7 b)) \ {0}

Dimostrazione. _

Innanzi tutto, A e A sono ben definiti per il Teorema di esistenza e unicita di soluzioni deboli. La
linearita e I'iniettivita di A e A seguono anch’esse facilmente dall’unicita delle soluzioni deboli.
Per dimostrare che A & compatto, sara sufficiente dimostrare che A & continuo e poi utilizzare la
compattezza di 4, che segue del Teorema di i 1mmerblone di Sobolev.

Per mostrare la continuita di A, per ogni v € Wy*((a, b)) abbiamo

/ab<p(ﬁf)v+q (47) ) /fv

quindi prendendo v = A f e applicando la Disuguaglianza di Poincaré si ottiene

g = [ 5) < ],

a

)

< Cllf oy || 7]

(a,b)) Wo2((a,b))

b
dove la norma equivalente considerata & ||UH$/V1,2((a D) = / (pu’® + qu?), e cioe HAfH
0 ? a

Cllfllz2((ab))-
Per mostrare che A & simmetrico, fissate f e g applichiamo la definizione di soluzione debole per

Af scegliendo ¢ = Ag e poi scambiamo i ruoli di f, g:
b _ b JENY AN ~ ~ b ~
[5Gy [ (o) () ) () - [0 (i)

(Af,9)r2((ap)) = /abg (Zf> = /abf (gg) = (A9, f)r2((a.b))-

Infine, scegliendo v = /~1f per f #£0,

(A, F)r2((apy) = /abf (lef) = /ab <p (ﬁf)l2 +q (ﬁf>2> >0

Wt2((a,b)) —

dunque
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Osservazione. B

Analogamente si puo dimostrare che la restrizione di A a W&’Q((a,b)) ¢ un operatore compatto:
infatti, se {un}nen ¢ limitata in Wy((a, b)), allora convergera a u in L*((a,b)) a meno di estratte
e dunque, ragionando come prima,

T < . .
HA’LLn AUHW()L2((11,I7)) - CHun UHLZ((a’b)) n%_-&)-oo 0

b

Inoltre, considerando il prodotto scalare / (pu'v’ + quv) su W *((a,b)), otteniamo analoghe pro-
prieta di simmetria e positivita: ¢

(ﬁu,v) = /ab Uy = (Kmu) Y u,v € Wy%((a,b))

(gu,u) = /abu2 >0 Yue W,?((a,b))\ {0}.

Affrontiamo ora I'ultimo grande argomento del corso: la teoria spettrale.

Studieremo infatti alcune proprieta degli operatori lineari tra spazi di Banach, generalizzando i
concetti di spettro, autovalori e autovettori.

D’ora in poi considereremo spazi normati sui complessi, piuttosto che sui reali, perché piu adatti
allo studio della teoria spettrale.

Definizione.
Sia X uno spazio vettoriale complesso.
Una norma su X & una funzione || - || : X — [0,+00) che verifichi:

Lo lz+yl <lz|| +lyll Y,y € X (Disuguaglianza triangolare);
2. | Az|| = M|zl Y e X, eC (Omogeneita);
3.zl >0 Vae X\ {0} (Positivita).

(X, || - ) si dice spazio normato complesso e, se é uno spazio metrico completo rispetto a
d(z,y) := ||z — y||, si dice spazio di Banach complesso.
Un prodotto hermitiano su X é una mappa (-,-) : X x X — C che verifichi:

1. (x,y) = (y,x) per ogni xz,y € X (Simmetria);

2. Per ogniy € H fissato, x — (x,y) & lineare in x, cioé

(ax + By, z) = a(z, 2) + B(y, 2), Va,y,z€ X, a, BER (Linearita);

3. (x,z) € Rsg per ogni x € X \ {0} (Positivita).

Se X ¢ uno spazio di Banach complesso rispetto alla norma ||x| := v/ (x, ) indotta dal prodotto
hermitiano X si dice spazio di Hilbert complesso.

Osservazione.

1. Un prodotto hermitiano (x,y) non é lineare in y, bensi antilineare, cioé (x, ay+5z) = a(x,y)+

Bz, 2).
2. Sugli spazi di Hilbert complessi continuano a valere, nelle stesse forme degli spazi di Hilbert

reali, la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, la regola del parallelogramma e il Teorema di
Pitagora; UVidentita di polarizzazione invece assume la forma

Nyl =l =yl e+ wl? — e -yl
(mvy) - 4 +Z 4 .
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Esempio.

Gli spazi Lp(,u),C’k,Wl’p sono degli spazi di Banach complessi se visti come spazi di funzioni a
valori complessi piuttosto che reali. Le rispettive norme sono definite allo stesso modo, considerando
i moduli di numeri complessi invece che reali.

b
Gli spazi L*(u) sono spazi di Hilbert complessi con il prodotto hermitiano (f,g) := / fagdp.

Definizione.
Sia X uno spazio di Banach complesso, A € L(X), I € L(X) Uidentita e A € C.
Si dice che A appartiene allo spettro di A se A — A\l non é un operatore invertibile. Inoltre:

e Se A— M non é iniettivo si dice che A appartiene allo spettro puntuale di A; in questo caso,
A si dice autovalore di A, il sottospazio ker(A—\) si dice autospazio di A e i suoi elementi
diversi da zero si dicono autovettori di A.

o Se A — M ¢ iniettivo e rtan (A — M) & un sottoinsieme denso proprio di X si dice che A
appartiene allo spettro continuo di A.

o Se A — Al ¢ iniettivo ma ran (A — A\l) C X si dice che A appartiene allo spettro residuo di
A.

Lo spettro di A si denota con il simbolo o(A) e gli spettri puntuale, continuo, residuo si indicano
rispettivamente con i simboli 0,(A), 0c(A), 0, (A).

Osservazione.

1. Come abbiamo gia visto, linverso di un operatore continuo invertibile é sempre continuo,
dunque se X & o(A) allora (A —\I)~' € L(X).

2. Sedim X < 400, allora é ben noto che tutti gli elementi dello spettro sono autovalori, perché
le mappe lineari da uno spazio finito-dimensionale in sé sono iniettive se e solo se sono
suriettive, e inoltre o(A) ¢é finito ed ha cardinalita al pitu pari a dim X.

Esempio.

1. Se A : 4y — Ly € lo shift sinistro definito da A : (x(1),2(2),x(3),...) — (z(2),2(3),2(4),...),
cioé Ax(k) = z(k + 1), allora 0 € o,(A) perché e1 € ker A; pur non essendo iniettivo, A é
suriettivo.

2. Se A:ly — Uy ¢ lo shift destro definito da A : (z(1),2(2),2(3),...) = (0,2(1),2(2),...), cioé
0 sek=1

Ax(k) = x(k—1) sek>2

, allora 0 € o,.(A) perché ran A = {x € {3 : x(1) = 0}.

3. Se A ly = by ¢ definito da Az(k) = x(:)

ingettivo, come abbiamo gia visto, e ran A & un sottoinsieme denso proprio di {s.

allora 0 € o.(A) perché non é invertibile ma

Proposizione.
Sia X uno spazio di Banach complesso, A, B € L(X) e \,n € C. Allora:

1. Se [Nl > ||A]l allora X & o(A).

1
2. Se A ¢ invertibile e |B — A|| < TAT] allora anche B ¢é invertibile.

1
3. Seddo(A) e|lp— N < ——=— allora p ¢ o(A).
N W

Dimostrazione.
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+oo
ATL
1. Se |A| > ||A]|, definiamo I'inverso di A — Al come serie geometrica: (A —A)~! := ——

)\ A
n=0
La serie e convergente perché di Cauchy, essendo
N M “+o0
1 Am 1 | A
— < — — — 0
EONCEES of P Dol ERLD Sl e e

n=N+1 n=N+1 | “~~

<1

inoltre, la serie inverte A — Al perché

+<>o +oo +oo
An An+1 An
(4~ AH)( Y, An>:_ it T2 e T

n=0 n=0

2. Se |B—-A| < allora
HA I

A7 B 1| = A7 B - A < [[A7[IB- Al <1=]-1],

dunque per il punto precedente ¢ invertibile 'operatore A™'B — I — (-I) = A71'B, e quindi
lo ¢ anche B= Ao A™'B.

3. Prendendo, nel punto precedente, A — Al e A — ull al posto rispettivamente di A e B si ottiene

1

A=A —(A—pD)| =p- ) < ——,
H ( )H | ‘ ”(A_)\H)—l”

dunque se A — Al & invertibile lo & anche A — ull e cioe u & o(A).
Corollario.

L’insieme degli operatori invertibili su X & un sottoinsieme aperto di L(X).
Inoltre, lo spettro é un sottoinsieme limitato e chiuso di C, dunque é compatto.

Osservazione.

Se dim X < 400, il precedente corollario era gia ben noto, poiché l'insieme degli operatori invertibili
e quello in cui il determinante, funzione continua rispetto alla norma operatoriale, é diverso da zero;
la compattezza dello spettro invece seque dalla sua finitezza.
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Lezioni 51-52 (18/05/2021)

Esempio.

1
1. L’operatore A € L({3) dato da Axz(k) = sr:(kk) verifica o(A) = {} U {0}: lo zero appar-
n

tiene allo spettro continuo, come abbiamo visto, mentre gli altri sono autovalori, dal momento
e

che Ae, = — per ogni n € N; per tutti gli altri valori di A invece A — N & invertibile, con
n

(A= XDy (k) = (k).

2. L’operatore shift sinistro su A € L({2) ha per autovalore ogni A € C con |A| < 1, come abbiamo
visto nel caso particolare X = 0, perché x(k) = \* verifica Ax = \x; se |\| > 1 = ||A|| allora
per la proposizione precedente A & o(A), mentre se |A\| =1 allora X\ € o(A) perché lo spettro
é chiuso; in quest’ultimo caso, A — Al & iniettivo, ma la sua immagine ¢ densa (e dunque
A € 0.(A)) perché contiene ogni elemento della base standard, essendo e, = (A — M)z, dove

1 1
T — <)\k,...7)\,0,...,).

3. L’operatore shift destro su A € L(¢2) ha nello spettro residuo ogni A con |A\| < 1: infatti, A— Al
x(k—1)
- A

dunque x = 0; inoltre, e1 & ran (A — Al) perché se eq +y ¢ ran (A —Al) con ||yl <e < 1—|A|

k ‘
1
allora x(k) = N Z /\ggll e dunque
j=1

¢ indettivo per questi \, perché se Ax = Az allora (1) = 0 e z(k) = per ogni k,

1 y(1) = Ay(2) - = Ny

G <
k—1 i
I —ylloo ijo A
: "
1_ e
Y
> =
S
40,
k——+o0

quindi x & l2. Se invece |\| =1, allora X € 0.(A); come prima, A — Al é iniettivo anche in
questo caso, e inoltre ran (A — AX) = {5, perché l'unico funzionale lineare che si annulla su
ran (A — AXI) é quello nullo, cioé che se (y,(A — NXD)x)y, = 0 per ogni x € ly allora y = 0:
scegliendo x = ey, si ottiene y(k — 1) = Ay(k), cioé y(k) = )\—Ck per qualche ¢ € R, ma
essendo || = 1 lunica scelta per cui y € Uy dev’essere ¢ = 0. Infine, poiché || Al = 1, dalla
proposizione precedente otteniamo che se [N\ > 1 allora A & o(A).

Possiamo ora definire il raggio spettrale, cioé la massima norma degli elementi dello spettro. Ne
studieremo alcune proprieta, tra cui una caratterizzazione che curiosamente ricorda il raggio di
convergenza della serie potenze.

Definizione.
Sia X uno spazio di Banach complesso A € L(X).
1l raggio spettrale di A il massimo valore della norma degli elementi dello spettro, cioé

p(A) :==sup{|A|: A € o(A)}.

Osservazione.
Come abbiamo gia visto, p(A) < ||A| e dungue in particolare p(A) < 400 per ogni A.

Esempio.
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1. Se A ¢é Uoperatore di shift destro o sinistro su 3, come abbiamo wvisto, oc(A) = B1(0) e
dunque p(A) = 1 = ||A||; lo stesso vale per Ualtro esempio precedente A : by — Ly dato da
(k)

Ax(k) = -

2. In generale, potrebbe valere la disuguaglianza stretta: ad esempio, A : R® — R? data da
A(z1,x2) = (22,0) verifica ||All =1 ma o(A) = {0}, dunque p(A) = 0.

Lemma.
Sia X uno spazio di Banach complesso, A € L(X) e p: C — C un polinomio complesso.
Allora,

a(p(4)) = p(o(A)) = {p(A) : A€ a(A)}.
Dimostrazione.
Scrivendo p(2) =\ = an(z—a;(A\)7 ... (z—ay(N)N7, allora p(A) Al = ay (A—ay (MDY .. (A—
a (MDY dunque

A€ a(p(A4)) p(A) — Al non ¢ invertibile
A — o;(M)I non ¢ invertibile per qualche j
a;(A) € o(A)

A= plaj(N) € p(a(A)).

1ot

Teorema (Caratterizzazione del raggio spettrale).
Sia X uno spazio di Banach complesso e A € L(X). Allora:

1. o(A) #0;

. R . ny L _ o nyt

2. Esiste finito il limite ngrfoo |A™||= e vale p(A) nglfoo [|A™ ]|
Dimostrazione.

1. La funzione di variabile complessa f : C\ o(\) — £(X) data da f(A\) = (A—AI)~" & olomorfa
sul suo insieme di definizione, perché

fO+m—f)  _ A-Q+ph "t —(A-A)~"
1 u
_ AA)A-QA+ D) A-A) T - (A - A+ DA - A+ D) A - AD !
1
A QD (A
1
(A — )2,
n—0
1/A N\ A N
Inoltre, f(X\) = LB —1I con { + —1I limitata in norma per |\| grande, dunque
f(A) —  0; pertanto, se fosse o(A) = (), f sarebbe una funzione intera limitata, cioe

[A] =400
costante, che e assurdo.

2. Sappiamo che la serie di Laurent di f converge sulla piu grande corona circolare centrata
in 0 su cui f ¢ olomorfa, cioe C\ B,4)(0); in questo caso, la serie di Laurent ¢ data dalla

LS~ (AY BNk
serie geometrica —— Z — | , dunque per |A\| > p(A) dovra avere lim sup
X 2=\ X PO DY

< 1, cioe

1
7

p(A) > limsup ||[A™||». Per ottenere l'altra disuguaglianza ¢ sufficiente applicare il lemma
n—-+4oo

precedente con il polinomio p(z) = 2"; poiché o(A™) = o(A)", allora p(A™) = p(A4)", dunque
p(A)" = p(A") < [|A”]|. dunque p(4) < limin | A"
n—-+00o

1
n,
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O

Osservazione.

La stima precedente p(A) < ||A|| € in generale pit debole di quella data dal teorema perché ||A”||% <
IA]l-
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Lezioni 53-54-55 (21/05/2021)

Dopo questa panoramica generale sulla teoria spettrale, studiamo piu in dettaglio alcune proprieta
specifiche dello spettro di una classe di operatori, che avevamo introdotto nello studio degli spazi
di Sobolev: gli operatori compatti. Come vedremo, le proprieta spettrali degli operatori compatti
ricordano il caso finito dimensionale.

Lemma.
Sia X uno spazio di Banach complesso, A € L(X) e E j F QX tali che 1—A)F C E.

1
Allora, esiste xg € F tale che ||zo|| =1 e ||Axo — Ayl > 5 ber ogniy € E.

Dimostrazione. ]

Da un lemma precedente, sappiamo che esiste zy € F che verifica ||zo|| =1 e ||zg — 2| > 5 per ogni

z € E. Poiché (I— A)F C E, allora per ogni y € E avremo Azg — Ay =9 — (y + (I — A)(z0 — y))
1

cony+ (I —A)(xo—y) € E, dunque ||Azo — Ay| > 7 O

Osservazione.

Dato uno spazio normato X e E < X, il quoziente
X
7= {r+FE; ze X}

ha anch’esso una struttura di spazio normato con ||z + E||% =inf{|lx +y| : vy E}; se X éuno

X
spazio di Banach anche 5 e uno spazio di Banach.

Proposizione.
Sia X uno spazio di Banach complesso e A € K(X). Allora:
1. dimker(I — A) < 4o0;

2. ran (I — A) é chiuso;
X
3. dim ———— < +o0.
ran (I — A) +
Dimostrazione.

1. Se fosse dimker(I — A) = 400, allora conterrebbe una successione crescente di sottospazi
lineari chiusi {E,}nen tali che F,, C F,41. Poiché (I — A)E, = {0} C E,_1, possiamo
applicare il lemma precedente alla coppia E,_1, F,, per ogni n € N e trovare, per ogni n € N,

1
xn € B, tale che ||z,| =1 e ||[Az, — Azp,|| > =; cid vorrebbe dire che {Az,}nen non ha

estratte convergenti, in contraddizione con il fatto che A & compatto.

2. Dati y, {xy }nen tali che (I—A)z, —J>r y, vogliamo mostrare che y € ran (I—A). Mostriamo
n—-+0oo

innanzi tutto che d,, := d(z,, ker(I — A)) & limitata: se fosse d, o +00, allora prendendo
n——+00o

Ty — Zn

zn € ker(I — A) tale che ||z, — z,|| < d,, + 1 avremo

< 2 e dunque, essendo A
n

Ty — 2
compatto, a meno di estratte A (n n) —  w; tuttavia, essendo z,, — Ax, limitata,
n n—+oo

T, — Az, .
avremo ———— — 0 e dunque w verifica
dn n—-+oo

n—-+oo

w— Aw xnd—zn_A(xnd—zn>:x—Aa:n_zn—Azn RS
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dunque w € ker(I — A), in contraddizione con

. Lp — Zn T Ln . -
d(w, ker(I — A)) = ngrfoo d < i ,ker(I — A)> = ngrfood <dn , ker (T A)> =
Dunque, esiste z, € ker(I—A) tale che ||z, —z,| < C, e per compattezza A(x, —z,) — v,
ma allora
scnfzn:xananrA(xn*Zn)*(H*A)Zn — Y+,
e’/ TL—> =400
=0

e cioe

y= lim (I—Az,= lim I—A)(xp —2,) = 1—A)(y+v) €ran (I - A).

n—-+o0o n—-+oo

3. Supponiamo per assurdo che dim = +oo. Allora, dati {y, + ran (I — A)},en

X
ran (I — A)

linearmente indipendenti in , applico il lemma precedente con E,, := Span{ran (I—

X
ran (I — A)
A)yt,.. o Ynt, F = Epyq: allora, esisteranno z,, € E, 41 \ E, tali che ||z,|| =1 e ||Az, —

Az, || > 5 pern # m, assurdo perché A & compatto.

O
Corollario.
Se ker(I — A) = {0}, allora I — A ¢é invertibile sull’immagine.
Osservazione. A
Le proprieta degli operatori del tipo I — A sono le stesse di A — Xl = —\ (]I — )\) , per ogni A # 0,

1
perché le moltiplicazioni per —\ e BBy sono invertibili.

Teorema (Alternativa di Fredholm per operatori compatti).
Sia X uno spazio di Banach e A € K(X) e, per n € N,

K, :=ker((I- A)"); R, :=ran (I— A)").
Allora:

X
1. R, é chiuso e K,, C Kj,4+1, R, C Rp—1, dim K, < +00, dimR— < 400 per ogni n € N;

2. Esiste N € N tale che
KEn=Knp1= =K, Ry = Ryy1=--- = R, Vn > N,
inoltre X = Ky ® Ry e
(I-A)Ky C Ky con (I— A)|k, nilpotente,
(I—A)Rn C Ry con (I — A)|r, invertibile.
3. I— A ¢ suriettivo se e solo se é iniettivo, cioé N =1 e K1 = {0}, R = X.
Dimostrazione.

1. Se z € K,,, allora
I—-A)" e =T-A)T-A)"={-A)0=0

e dunque = € K,,; analogamente, se y = (I — A)"z € R, allora y = (I — A)" (I —
A)x € R,—1. 1l resto segue dalla proposizione precedente, scrivendo (I — A)" =1 — A, con

n

n

A, = Z(—l)k ( k) A* compatto in quanto combinazione di operatori compatti.
k=1
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2.

Passo 1 Esiste N per cui Ky = K,, per ogni n > N: se cosi non fosse, essendo (I — A)K,,41 =
K,,, potremmo applicare il lemma precedente con E, = K, e F,, = K,4; e trovare

1
Tn € Kpi1 \ Ky, con ||x,]] = 1 e ||Az, — Az > g pern # m; tuttavia, questo &
assurdo perché A & compatto.

Passo 2 Esiste M per cui Ry; = R,, per ogni n > M: altrimenti, come prima, potrei applicare
il lemma con E,, = R, e F,, = R,_1 e trovare una successione limitata senza estratte
convergenti, in contraddizione con la compattezza di A.

Passo 3 Se N ¢ come prima, Ky N Ry = {0}: infatti, se y € Ky N Ry allora esiste x € X tale
che T— ANz =ye (I—- ANy =0, dunque (I — A)?*Nz =0 e ciot 2 € Kon = K,
pertanto y = (I — A)Na = 0.

Passo 4 Se N, M sono i pit piccoli interi per cui i K,,, R, si “stabilizzano”, allora M < N: grazie
al passo precedente, questo seguira dopo aver dimostrato Kys_1 N Ry;_1 # 0; prendendo
x € Ryr—1 \ R, avremo (I — A)x € Ry = (I — A)Rpy, cioe (I — A)x = (I — A)y per
qualche y € Ry, dunque 2z —y € ker(I— A) C Kj;—1, ma inoltre z —y € Ry—1+ Ry =
Ry_1 CRyex—y#0perchéy € Ry Z .

Passo 5 X = Ky @ Ry: per ogni # € X avro (I — ANz € Ry = (I — AN Ry, dunque
esisterd y € Ry per cui (I — A)Ny =I- A)Nas7 quindi x —y € Ky e posso scrivere
r=x—y—+y € Ky+ Ry; lasomma e diretta grazie al Passo 3.

Passo 6 Le restrizioni a Ky e Ry sono rispettivamente nilpotenti e invertibili: innanzi tutto, per
definizione abbiamo (I — A)Ky C Ky—-1 C Ky e (I— A)Ry C Ry4+1 C Ry e inoltre
(I—A)N |k, =0, quindi (I— A)|x, & nilpotente; essendo poi Ry = Ry11 = (I— A)Ry,
(I—A)| g, ©suriettiva; infine, se (I—A)y = O per y € Ry = Ron_; alloray = (I-A)V 1z
per € Ry, cioe (I — A)Nz = 0, ma essendo Ky N Ry = {0}, dunque y = 0; quindi
(I — A)|r, € anche iniettiva, ed essendo Ry chiuso ¢ invertibile.

3. Se— A ¢ iniettivo, allora K1 =--- =K, =---={0},dunque N =1e X =K1 &R = R; =
(I — A)X, cioe I — A & anche suriettivo; viceversa, se [ — A & suriettivo, allora R; = --- =
Ry =--- =X, dunque avremo X = Ky ® Ry = Ky ® X, quindi {0} = Ky D ker(I— A) e

cioe I — A ¢ iniettivo.

O

Come conseguenza di questo importante teorema, deduciamo un’interessante analogia con gli ope-
ratori finito-dimensionali, che ricorda il Teorema di Rouché-Capelli.

Corollario.

Se l’Alternativa di Fredholm vale con N =1 e Ky = {0}, Uequazione (I — A)x = y avrd un’unica
soluzione per ogni y.

Altrimenti, (I — A)x = y non avra soluzioni se y € Ry, mentre se y € Ry le soluzioni saranno
infinite e formeranno uno spazio affine di dimensione dim K.

Esempio.

In dimensione finita, ogni operatore A : CM — CM pud essere rappresentato, rispetto a un’op-
portuna base, in forma canonica di Jordan: scrivero CM = CMt x ... x CM7| e su ciascun CMi
abbiamo

A‘(CMJ' . (Ij@, e ,IjJ\/[j) — ()\jSCjJ + Ij,27 ey Ajzj,Mj—l + :Ej,ij)\jxj,Mj) 5

con M; > 1 e \; non necessariamente distinti. Se A\; # 1 per ogni j allora I — A é invertibile
e Ualternativa di Fredholm vale con N =1 e K3 = {0},R; = (CM; se invece ad esempio N\ =
- =X = 1 per qualche I > 1, avremo N = max{Mi,..., M;}, Ky = CM x...CM' ¢ Ry =
CMi+1 x| x CMv,
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Teorema (spettrale per operatori compatti).
Sia X uno spazio di Banach complesso tale che dim X = 400 e A € K(X). Allora:

1. 0 €o(A);

S

. Se A e a(A)\ {0} allora é un autovalore;
3. Per ogni A € a(A)\ {0} esiste un’unica coppia K(\), R(A) <X tali che X = K(A\) @ R(\) e

(A= AD|rey - R(A) — R(N) (A=A |y s K(A) — K(\)

sono rispettivamente invertibile e nilpotente, inoltre dim K (\) < 400, dim

ROV < +o0;

4. K(A) Dker(A—Al) e R(\) Cran (A — Al);
5. xe€o(A)\ {0} é discreto e in particolare o(A) é numerabile;

6. Se \,u€o(A)\ {0} e X # p, allora K(u) C R(X).
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Lezioni 56-57-58 (28,/05/2021)

Dimostrazione del Teorema spettrale per operatori compatti.

1. Se 0 ¢ o(A), allora A sarebbe invertibile e dunque I = A~ 0 A sarebbe un operatore compatto,
che e assurdo se dim X = +o0.

2. Se A # 0 non & un autovalore, cioe A — Al ¢ iniettivo, allora per lalternativa di Fredholm

1 1 1
loperatore I— XA = ——(A—\l) ¢ iniettivo e anche suriettivo, quindi A—\Il = —\ (I[ — )\A)

A
¢ invertibile e cioe A € o(A).

A
3. Applichiamo Dalternativa di Fredholm all’operatore 3 e prendiamo K(\) = Ky e R(\) =

Rpy: come abbiamo visto, le proprieta sono verificate, dunque resta da far vedere che la
decomposizione & unica. Supponiamo che K', R’ siano altri spazi con le stesse proprietd e
scriviamo, per € K', z = y + z € K(\) + R(\), dunque 0 = (A — AX[)Vz = (A — XDV 2,
ma poiché (A — AI)V & invertibile su R(\) dev’essere z = 0 e cioé 2 € K()); invertendo il
ruolo di K(A) e K’ dimostriamo che vale anche K(\) C K’ e dunque i due spazi coincidono.
Scrivendo poi R’ 2 = y + 2z € K(\) + R()\), avremo (A — A\)Vz = (A - AD)Vz € R(\),
quindi R’ = (A — A\I)¥ R’ ¢ R()\); invertendo, avremo anche R(\) C R'.

4. Segue dall’Alternativa di Fredholm e dal fatto che K (\) = ker (4 — AI)V) , R(\) =ran ((A — AD)V)
per qualche N.

5. Scriviamo X = K(A\) @ R(\), con (A — AI)(K (X)) C K(A) e (A= AI)(R(N)) C R(N), dunque
varrd anche (A — ul)(K(N\)) € K(A) e (A — ul)(R(N)) € R(XA) per ogni pu € C; dal punto
precedente abbiamo A € o (A| R(A)), dunque essendo lo spettro chiuso avremo anche pu &
o (A|R()\)) se | — A| & sufficiente piccolo. Inoltre abbiamo anche u & o (A|K(>\)), e dunque
1 & o(A), perché su K(\) abbiamo (A — M) = 0 e dunque

(A=AI4+(A—p)0) ( L g ! (A=Al +---+ (=D (A )\]I)N‘l) I+ (D" (A-ADN =1
— —u — — e P — — — PR S A— _ =1,
A=p (A=p)? A=~ A=)V

cioe (A — pl)|g(x) € invertibile.
6. Scrivo, per x € K(u), z = y+2z € K(A)+R()\); iterando il ragionamento del punto precedente,
(A= uD)™(E\) € K() e (A= pD)™(R(X)) € R(A), dunque
0=(A—p)No = (A puD)Ny+ (A - pu)Vz € K(\) + R(N),
quindi per 'unicita della scrittura sard (A—pul)Ny = (A—ul)N 2 = 0; ragionando come prima,
(A — ul)™ sara invertibile su K (\) e cioe y = 0 e quindi 2 = z € R(\).
O

Osservazione.
Se dim X < +oo ovviamente o(A) pud essere un qualsiasi insieme finito e non necessariamente

0€o(A).
Esempio.

1. A € L(l2) dato da Ax(k) = arx(k), per una successione infinitesima {an tnen data, é compat-
to, come abbiamo gia visto. Gli autovalori sono dati da A\ = a,, per n € N, perché Ae,, = ane,
per ognin € N; se ar, = 0 per qualche k, 0 € a,(A), altrimenti apparterra allo spettro residuo
perché ran A é denso in quanto contiene i vettori della base standard.

2. A€ L({y) dato da (x(1),2(2),2(3),...) = (0,a12(1),a22(2),...), cioé dalla composizione del
precedente con lo shift destro, per {an}nen infinitesima, € compatto in quanto composizione
di un operatore compatto con uno continuo; tuttavia mon ha autovalori, come si dimostra
analogamente al caso dello shift destro. Dungue dovremo avere o(A) = {0} e, come nel caso
dello shift destro, sara nello spettro residuo perché e; & ran A.
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x

3. A e L(C(]0,1])) dato da Af(x) = / f é compatto per il Teorema di Ascoli-Arzela, perché

se [ fulloo < C €|z —y| <0 allora |€4fn(x) — Afa(y)| < C§ e dunque {Af,} ha un’estratia
convergente; tuttavia, anche in questo caso non ci sono autovalori e dunque o(A) = {0}:
infatti, se Af = \f allora f ¢ di classe C*, perché ran A C C'([0,1]) e dunque risolve
f(@) = Af'(z)
f(0)=0

apparterra allo spettro residuo, perché ran A = {g e CcY([0,1]): g(0) = 0} non & denso in
C([0,1)); tuttavia, considerando la restrizione A di A o X = {f € C([0,1]) : f(0) = 0}
otteniamo ran A = {g€C'([0,1]) : g(0) = g'(0) =0}, che & denso in X (ad esempio perché

l’equazione differenziale { , che pero ha solo la soluzione banale f =0. A =0

contiene le funzioni a supporto compatto) e dunque 0 € o, (ﬁ)

x 1 Yy
4. A e L(C([0,1))) dato da Af(x) = / f—/ (/ f) dy & compatto come nel caso precedente,
0 0 \Jo

1

ma ha per autovalori A\, = —— per n € Z: infatti, per questi valori l’equazione differenziale
nmw
F@) = Af'(x) x
/1 F=0 ha soluzioni non banali date, a meno di costanti da f(xr) = e>, che
0

dunque sono autovettori. Quanto a X =0, come prima apparterra allo spettro residuo perché

1
ran A = {g € C*([0,1]) : / g= 0}, ma sard nello spettro continuo di A, restrizione di A a
0

X = {feC’([O,l]): /Olf:o}.

Studiamo ora un’altra importante classe di operatori lineari: gli operatori autoaggiunti, che hanno
alcune importanti proprieta di simmetria.

Cosi come la teoria spettrale per operatori compatti ha molte analogie con il caso finito-dimensionale,
quella per operatori compatti autoaggiunti avra analogie con gli operatori simmetrici in dimensione
finita.

Definizione.

Siano X,Y spazi di Hilbert complessi e A € L(X,Y).

L’operatore aggiunto di A ¢ A* € L(Y, X) definito da (Az,y)y = (z, A*y)x per ogni x € X,y €
Y.

Osservazione.

1. Si werifica facilmente che A* ¢é ben definito e unico, ¢ lineare e continuo e ||A*|| sy, x) =
[Allzx,v)-

2. Se A\B € L(X,Y) ea,B €C, allora (aA + BB)* = aA* + BB*; se poi C € L(Y, Z), allora
Uaggiunto (CA)* € L(Z,X) di CA € L(X,Z) ¢ dato da (CA)* = A*C*; se inoltre A ¢
invertibile, lo ¢ anche A* e (A*)™! = (A_l)* € L(X,)Y).

3. L’aggiunto dell’aggiunto A** € L(X,Y) coincide con A stesso.
Esempio.

1. Se dim X,dimY < 400 é ben noto che la matrice che rappresenta A € L(X,Y) rispetto a due
basi ortonormali di X,Y ¢ la trasposta coniugata della matrice che rappresenta A* € L(Y, X)
rispetto alle basi duali.

2. L’operatore aggiunto dell’identita 1€ L(X) ¢é lidentita T € L(X™).
3. L’operatore aggiunto dello shift destro su l5 é dato dallo shift sinistro, e viceversa.

4. Se A: L*(p) — L*(u) ¢ dato da A : f — fg, per g € L™®(u), allora l'aggiunto A* := L*(u) —
L*(p), ¢é dato da A* : h — hg.
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Lemma.
Sia H uno spazio di Hilbert complesso, A € L(H) e A* € L(H) il suo aggiunto. Allora,

1. ker A* = (ran A)*;

2. ran A* = (ker A)*;

3. o(A*) = conj(a(A)) :=={A: Aea(A)};

4. A€ K(H) < A" € K(H) e, in caso affermativo, ran (I — A*) = (ker(I — A))* e in

particolare dim m = dimker(I — A).

Dimostrazione.

1. Scrivendo (Az,y) = (z, A*y), il membro di sinistra sard nullo per ogni x € H se e solo se
y € (ran A)1, mentre il membro di destra lo sara se e solo se y € ker A*, dunque ker A* =
(ran A)*.

2. Segue scrivendo
(ker A)t = (ker(A**))t = (ran (A*))*+ = ran (A4%).

3. Preso A € C, se A — Al ¢ invertibile se e solo se lo & anche (A — AI)* = A" — M, dunque
A€ o(A) seesolose A€ a(A"), cioe A € conj(o(A)).

4. Supponiamo A € K(H) e prendiamo {x,}nen limitata in H; a meno di estratte avremo

x, — x per qualche x € H. Inoltre, dalla continuita (debole) di A* avremo A*z, —
n—-+oo n—-+oo

A*x, mentre per la compattezza di A la successione {AA*x,} convergera fortemente e il suo
limite sara necessariamente AA*z, dunque

A2, — A% = (A" (2 — ), A" (20 — @)
= (xn —x, AA™ (2, — ))
< len —2|[[[AAY (20 — 2)|
< CllAAT(zn —a)|
ntoo

e quindi A* € K(H); supponendo invece A* compatto, lo ¢ anche A** = A. Infine, se A* &
compatto allora ran (I — A*) & chiuso e dunque

ran (I — A*) = ran (I — A*) = ran (T — A)*) = ker(I — A)*.

Definizione.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso e A € L(H).

A si dice autoaggiunto se coincide con il suo aggiunto, cioe A* = A, ovvero (Ax,y) = (x, Ay) per
ognt x,y € H.

Osservazione.
Da un corollario del Teorema del grafico chiuso abbiamo visto che ogni operatore lineare autoaggiunto
e sempre continuo.

Esempio.

1. Come abbiamo gia visto, sono autoaggiunti: gli operatori finito-dimensionali rappresentati,
rispetto a una base ortonormale, da una matrice hermitiana, ’identita su un qualsiasi spazio
di Hilbert; gli operatori su L*(p) del tipo Af = fg per g € L*(u) a valori reali.
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2. Un operatore autoaggiunto su LQ(( ,0)), per a,b € R con a < b, é dato dal risolvente A
/

pu') +qu=f su(a,b)
u(b) =

dell’equazione differenziale ; la restrizione A di A a We2((a,b))

( )

b
¢ anch’essa autoaggiunta rispetto al prodotto scalare (u,v) = / (pu'v' + quv).
a

Proposizione.
Sia H uno spazio di Hilbert complesso e A € L(H) autoaggiunto. Allora:

1. 0(A) C R;

2. 0.(A) =0;

3. Se A\, sono autovalori e x,y sono rispettivi autovettori, allora x L y;
4. o(A) C [m, M], dove

m:= inf (Az,z) M:= sup (Az,x).
z€H, ||z||=1 z€H, |z||=1

5. m,M € g(A) e in particolare p(A) = max{|m|, | M|} = sup |(Az,z)|;

ll=ll=1
6. [ All = p(A) = max{|m], [M]}.
Dimostrazione.
1. Segue dal Lemma precedente, perché o(A) = o(A*) = conj(c(A)).

2. Basterd mostrare che se A — Al ¢ iniettivo allora ran (A — AI) & denso in H: essendo A
autoaggiunto, dal punto precedente A € R abbiamo (A4 — A)* = A — A, dunque dal lemma
precedente otteniamo

ker(A — AI) = ker((A — A\I)*) = (ran (A — AI))*;

dunque, se A — Al & iniettivo nella precedente uguaglianza avremo il sottospazio banale {0} e
cioe ran (A — Al) ¢ denso.

3. Se Az = Ar e Ay = py con A # p allora A, u € R e quindi
dunque (z,y) = 0.

4. Innanzi tutto, essendo A autoaggiunto, (Azx,x) = (z, Az) = (Az,x), dunque ¢ reale e m, M
sono ben definiti. Se A > M, allora per ogni x € H abbiamo

(A = M)||z]* < Al2[|* — (Az,z) = —((A = AD)z,z) < [|(A = M)z [ll

da cio segue che (A — AI) & iniettivo. Inoltre, ran (A — Al) & chiuso perché, se (A—Al)x,, —

n—-+o0o
A= M) (2, — Ty
Yo, dalla disuguaglianza precedente abbiamo ||z, — T < IC J(@n = 2m)l] - 0
A—M n,m—4o00

e dunque a meno di estratte z,, —_~>_ 2o e quindi yp = (A — M)xp. Infine, come nel punto
n—-—+0oo

precedente ran (A — A)* = ker(A — AI) = {0} e quindi A — AI ¢ invertibile. Analogamente si
dimostra che (A — Al) ¢ invertibile anche per A < m e dunque o(A) C [m, M].

5. Prendiamo {x, }nen che verifica ||z,| = 1 e (Azp,z,) 7 M: poiché (Mz — Az,z) > 0

n—-+oo
(Mz,, — Az, xy)

per ogni x € H, prendendo z =y — Z, si ottiene, per ogni y € H,
(M, — Az, y)|*

0< (Mz—Azz)=(My— Ay,y) — (Mz, — Azp,x,)
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prendendo ’estremo superiore tra gli y che verificano |ly|| < 1 avremo

Moy — Azal? = sup |(May — Az, y)P

llyll<1

< sup ((Ml'n_Axnafn)(My_Ayay))
llyll<1

< |MI— A|[(Mx,, — Ay, )

— 0.

n—-+oo
Se A — MT fosse invertibile, allora otterremmo la contraddizione x, = —(A — MT)"'(Mx,, —

Azy) 2 0, dunque dev’essere M € o(A). Analogamente dimostriamo che m € o(A4), e
n—-+0o0o
dunque p(A) = max{|m|, |[M|}.

6. Poiché la disuguaglianza p(A) < ||A|| ¢ sempre verificata, bastera dimostrare che ||A| <
max{|m|,|[M|} =: p. Essendo A autoaggiunto, avremo

(A(z £ y),z +y) = (Az,z) £ 2R(Az,y) + (Ay,y),

da cui si ottiene:

AR(Az,y) (Al +y),z+y) — (Al —y),z —y)
M|z +yl* = m|z — yl
pllz +yll? + lla = yll*)

= 2u(ll=* + llyll?) -

INIA

]
[ Az|
questo & banalmente vero anche quando Az = 0, dunque concludiamo che ||A]| < p = p(A).

Scegliendo z tale che Ax #0ey = Az si ottiene 4||z|| || Az|| < 4u|z|?, cioe ||Az|| < pl|z|);

O
Corollario.
1. Se A€ L(H) ¢ autoaggiunto e o(A) = {0}, allora A= 0.

2. Un operatore autoaggiunto su uno spazio di Hilbert separabile ha al pit un’infinita numerabile
di autovalori (anche se o(A) potrebbe non essere numerabile).

Esempio.

Sia A € L(L*((0,1))) dato da Af(z) = xf(x): come abbiamo visto in precedenza, si tratta di un
operatore autoaggiunto; tuttavia, non ha alcun autovalore, perché se xf(x) = Af(x) per q.o. x
allora f = 0. Del resto, poiché

inf ./0 zf(x)f(z)de =0 sup /0 xf(z)f(x)de =1,

FEL2((0,1)), [3 1f1>=1 FEL2((0,1)), [ If12=1

allora o(A) C [0,1], e in realta o(A) = [0,1] perché altrimenti per A € [0,1] dovremmo avere
1

(A=XD)"g(z) = g(x))\} che pero mon ¢ continuo su L*((0,1)) perché y & L>°((0,1)). Dunque
T — x—

ogni A € [0,1] apparterra allo spettro, e sard necessariamente nello spettro continuo perché grazie
all’ultima proposizione sappiamo che lo spettro residuo € vuoto.
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Lezioni 59-60 (01/06/2021)

Come ultimo risultato del corso, presentiamo un teorema spettrale per operatori autoaggiunti com-
patti, che fornisce una famiglia ortogonale di autovalori in modo analogo al caso delle matrici
simmetriche.

Teorema (spettrale per operatori autoaggiunti compatti).
Sia H uno spazio di Hilbert complesso e A € K(H) autoaggiunto.
Allora, esiste una successione { A, }nen, 0 un insieme finito {\1,...,An}, di valori e una famiglia

{K(A

1
2

Co

SRS

n)}n di corrispondenti sottospazi finito-dimensionali tali che:

o(A) = {An}n U{0};

An € R e, se sono infiniti, A, n_)—_ioo 0;

Ogni A € un autovalore e in particolare Alg(x,) = Anl, ¥n;
K(\,) L K(\n) Lker A, Vn # m;

H = Span{K (\,) }», ® ker A.

Dimostrazione.

Dal Teorema spettrale per operatori compatti sappiamo che o(A) \ {0} & al piti numerabile
e pud accumularsi solo in 0; dunque, possiamo scrivere o(A) = {A1,A2,...} e definire lo
spazio finito-dimensionale K()\,,) come nel Teorema spettrale per operatori compatti. Per
costruzione abbiamo o(A) \ {0} = {\, }n.

. Poiché, come abbiamo visto, gli autovalori non possono accumularsi se non in 0, dovra essere

An —J>r 0; inoltre, essendo A autoaggiunto, avremo o(A4) C R e dunque tutti gli autovalori
n——+0o0o

saranno reali.

Segue dal fatto che (A — A.I)[x(x,) : K(An) = K()y,) € nilpotente e autoaggiunto: infatti, se
(A - /\,,L]I)N|K(,\n) =0 per N > 2, allora per ogni x € K(\,) vale

[(A- An]I)N_le2 = (A= XDV 2, (A= XDV 2) = (2, (A = NDV 2 (A - \D)N2) =0,
cioe (A — N\, )N 1z =0, e iterando otteniamo (A — A\,I)z = 0 per ogni z € H.

Se z € K(A\),y € K(Am),z € ker A allora, per quanto appena visto, Az = \,x, Ay =
Amy, Az = 0z con A, # A\, # 0, dunque per la proposizione precedente avremo =z L y 1 z.

Sia E := Span{K (\,)}nen @ ker A; dunque A(EL) C Et, perché se x € Bt e Ay = \y
per A € {\,}, U{0} allora (Az,y) = (z,Ay) = A(z,y) = 0, quindi argomentando con la
linearitd e la chiusura si ottiene Az € EL. Poiché A|z. & compatto e, per costruzione, non
ha autovalori, abbiamo o(A|g1) = 0, ma dal corollario precedente otteniamo A|g1 = 0 e cioe
E~+ C ker A; poiché E+ 1 ker A, allora E+ = {0} e ciot F = H.

O

Corollario.

1.

Se A € K(H) é autoaggiunto esiste un sistema ortonormale completo {eq}o composto solo da
autovettori di A, che permette di scrivere [’operatore in forma “diagonale”, cioé:

A: Z(x,ea)ea — Z)\a(ﬂﬁ,@a)ea;

per ottenerlo sara sufficiente prendere un sistema ortonormale su ciascun autospazio K(Ay,)

e sul nucleo di A. Se H ¢é separabile, cioé se il sistema €& numerabile, avremo A\, —4>_ 0,
n—-+0oo

mentre se non lo & avremo Ay # 0 solo per un infinita numerabile di indici.
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2. Se 0# X # A\, per n € N allora Uequazione Ax — Ax = y ha un’unica soluzione per ogni y; se
invece A = A, lequazione non ha soluzioni per y L K(\,), mentre sey L K(\y,) le soluzioni
sono infinite e sono uno spazio affine finito-dimensionale di dimensione dim(K(\,)).

Esempio.

1. A€ L(l2) dato da Ax(k) = (k)

1
ha come spettro o(A) = {} U{0} e, tolto 0, sono tutti
k ) nen

autovalori. In particolare, K (> = Span{e,, } ¢ 1-dimensionale per ogni R, ker A = {0} e
n

una sistema ortonormale completo di autovettori é nato dalla base standard. Pit in generale,

se Ax(k) = arx(k) e R 3 ay i —_~>_ 0, allora o(A) = {an}tnen U {0}, la base standard forma
—+00

un sistema ortonormale completo di autovettori ma stavolta K(ay) potrebbe non essere 1-
dimensionale, se n — a, non é iniettiva; anche 0 potrebbe essere un autovalore, se a, = 0
per qualche n, e se questo € vero per infiniti n allora dim(ker A) = +o0.

= b
2. L’operatore A € L (L*((a,b))) risolvente dell’equazione differenziale { tau=f su(ab)

e, come abbiamo gia visto, compatto e autoaggiunto; inoltre / (Af)f > 0 per ogni f £ 0,

a
dunque o(A) C [0,+00) e A ¢é anche iniettivo. Per ogni A, avremo autovettori f, che
risolveranno

(pfa) +afa =1 su(ab)

fn(a) = fn(b) =0
Fissata g € L*((a,b)), risolvere Uequazione (A — NI)f = g equivarrd a

ST R
u(a) =u(b) =0

come abbiamo visto, se X # A\, allora per ogni g esiste un’unica soluzione; altrimenti, lo sard
b

se e solo se / fng =0 per ogni f, € K(\,) e, in caso affermativo l'equazione Af —Af =g
sard risolta anche da f =+ fn mentre Uequazione differenziale associata sara risolta anche da
u+ )\nfn per Oin fTL S K(/\n)

11 fn

_ - ,b
Nel caso particolare p=1,q =0, la coppia (A, fn) risolvera fa M, su (a )’

fn(a) = fu(b) =0

b— 1
che ha soluzioni non banali per X\, = < a) — ¢, dopo aver normalizzato, f,(x) =

™ n?

nmw
5 sm (b (x — a)) , dunque in particolare tutti gli autospazi sono 1-dimensionali. L’e-

T u;g su (a,b)
u(a) =u(b) =0

b—a\® 1 ’
< a> 2 lo ¢ se e solo se / g(z) sin (bn_ﬂa (x — a)) dz = 0. Infine, scrivendo ogni
f € L*((a,b))

b—a
T

quazione

e sempre risolubile per \ #£ < > —5, mentre per
n

in serie di Fourier rispetto al sistema completo {f,}, possiamo scrivere

—a\’ ¢, . nm
—3sin b_a(m—a) .

A;icnsin (bn_ﬁa(az—a)> = ni_o:l (b
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