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L’argomento di questo corso sarà la teoria della misura.
L’idea di partenza è di definire in modo rigoroso e generale le idee intuitive di lunghezza, area e
volume. Rispetto alla teoria dell’integrazione di Riemann vista nei corsi di base, la teoria della
misura che vedremo in questo corso richiederà la costruzione di un apparato teorico più elaborato,
ma si rivelerà ben più maneggevole.
La teoria della misura infatti si adatta a molte situazioni in cui la teoria di Riemann non può essere
applicata, e in modo particolare nei passaggi al limite e nelle operazioni di somme e unioni infinite.
Anche per questo motivo, trova grandi applicazioni non solo nell’analisi, ma anche in altri rami
della matematica come la probabilità e la geometria.
Dopo aver definito le nozioni e le proprietà di base delle misure, introdurremo una nuova teoria del-
l’integrazione che supera ed estende quella già vista nei corsi di base. Successivamente, estenderemo
il concetto di misura affinché possa assumere anche valori negativi e vedremo la connessione con il
calcolo differenziale. Vedremo poi come la teoria della misura permette di definire alcuni degli spazi
funzionali tra i più importanti in analisi funzionale. Infine, introdurremo alcune misure speciali su
RN , dette misure di Hausdorff, che daranno una nozione efficace di misura di una sottoinsieme di
dimensione più bassa, e avranno dunque forti legami con la geometria.

Prima di poter definire una misura sarà però necessario un passaggio preliminare: dovremo stabilire
quali sottoinsiemi di un dato spazio ambiente vogliamo misurare.
Sarà infatti molto difficile in generale trovare delle misure che soddisfino le proprietà ragionevoli
che ci si aspetta, come la positività e il fatto che la misura di insiemi disgiunti sia la somma delle
loro misure, su tutti i sottoinsiemi.
L’esempio che vediamo ora ci mostra che questo problema sorge anche in casi particolarmente
semplici, come la definizione di “lunghezza” di un sottoinsieme di R.

Proposizione.
Non esiste alcuna funzione µ : P(R) → [0,∞] che verifichi le seguenti proprietà:

1. µ([0, 1)) = 1;

2. µ(E + x) = µ(E) per ogni x ∈ R, E ⊂ R, dove E + x = {y + x : y ∈ E};

3. Se {En}∞n=1 sono insiemi numerabili a due a due disgiunti (En ∩ Em = ∅ per ogni n ̸= m)

allora µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

Dimostrazione.
Supponiamo che le tre proprietà siano vere e cerchiamo di ottenere una contraddizione.
Definiamo su [0, 1) la relazione di equivalenza ∼ data da: x ∼ y ⇐⇒ x−y ∈ Q; prendiamo l’insieme
N ottenuto scegliendo (grazie all’assioma della scelta) esattamente un elemento per ciascuna classe
di equivalenza. Infine, per q ∈ Q ∩ [0, 1) definiamo l’insieme Nq ottenuto traslando N di q e poi
“spostando” all’interno di [0, 1) la parte che esce fuori, ovvero:

Nq = (N ∩ [0, 1− q)) + q ∪ (N ∩ [1− q, 1)) + q − 1
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= {x+ q : x ∈ N ∩ [0, 1− q)} ∪ {x+ q − 1 : x ∈ N ∩ [1− q, 1)}.

Per la costruzione di Nq e le proprietà 2 e 3, N e Nq avranno la stessa misura, in quanto:

µ(Nq) = µ((N ∩ [0, 1− q)) + q ∪ (N ∩ [1− q, 1)) + q − 1)

(3)
= µ((N ∩ [0, 1− q)) + q) + µ((N ∩ [1− q, 1)) + q − 1)

(2)
= µ(N ∩ [0, 1− q)) + µ(N ∩ [1− q, 1))

(3)
= µ((N ∩ [0, 1− q)) ∪ (N ∩ [1− q, 1)))

= µ(N).

Del resto, per come è stato costruito N , ogni elemento di [0, 1) appartiene esattamente a uno
degli Nq, dunque [0, 1) è unione disgiunta numerabile degli Nq e quindi utilizzando la precedente
uguaglianza si ottiene la seguente contraddizione:

1
(1)
= µ([0, 1))

(3)
=

∑
q∈Q∩[0,1)

µ(Nq) =
∑

q∈Q∩[0,1)

µ(N) =

{
0 se µ(N) = 0
∞ se µ(N) > 0

.

Definizione.
L’insieme N definito nella dimostrazione della precedente proposizione si chiama insieme di
Vitali.

Anche in base a questo risultato, ci interesserà “misurare” soltanto delle famiglie di sottoinsiemi di
un dato insieme; per poter lavorare meglio con queste famiglie di insiemi, le richiederemo chiuse
rispetto alle operazioni insiemistiche elementari di unione e di complementare:

Definizione.
Una famiglia A ⊂ P(X) di sottoinsiemi di X si dice algebra di insiemi se contiene l’insieme vuoto,
è chiusa rispetto all’unione finita e al passaggio al complementare, cioè:

• ∅ ∈ A;

• E1, E2 ∈ A ⇒ E1 ∪ E2 ∈ A;

• E ∈ A ⇒ Ec ∈ A.

Una famiglia M ⊂ P(X) di sottoinsiemi di X si dice σ-algebra se è un’algebra e inoltre è chiusa
rispetto all’unione numerabile, cioè:

• ∅ ∈ A;

• En ∈ A∀n ∈ N ⇒
∞⋃

n=1

En ∈ A;

• E ∈ A ⇒ Ec ∈ A.

Osservazione.

1. Un’algebra su X, e in particolare una σ-algebra, contiene sempre tutto l’insieme X = ∅c,
perché contiene il vuoto ed è chiusa rispetto al complementare.

2. Un’algebra è chiusa anche rispetto alle intersezioni finite: infatti, se E1, E2 ∈ A allora E1 ∩
E2 = (Ec

1 ∪ Ec
2)

c ∈ A; Allo stesso modo, una σ-algebra è chiusa rispetto alle intersezioni
numerabili.

Esempio.

1. Ogni insieme X ha sempre due σ-algebre banali date da {∅, X} e P(X).
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2. Un’altra algebra su un qualsiasi insieme X è data dagli insiemi finiti o co-finiti, ovvero:

A = {E ⊂ X : E è finito oppure Ec è finito};

se X è infinito, è strettamente contenuta in P(X) ma non è una σ-algebra; infatti, un insieme

numerabile E con Ec infinito non apparterrà ad A, ma E =
⋃
n=1

{xn} è unione numerabile

dei suoi punti, che sono elementi di A.

3. Un’algebra su R è data dalle unioni finite di intervalli semi-aperti, ovvero

A = {(a1, b1] ∪ · · · ∪ (aN , bN ] : −∞ ≤ a1 < b1 < · · · < aN < bN ≤ ∞};

Anche questa algebra non è una σ-algebra, perché ad esempio contiene tutti gli intervalli del

tipo En :=

(
0,

n

n+ 1

]
, per n ∈ N ma non la loro unione

∞⋃
n=1

En = (0, 1).

4. Un’intersezione qualsiasi di (σ-)algebre è ancora una (σ-)algebra.

Definizione.
Data una famiglia di sottoinsiemi E ⊂ P(X), la σ-algebra generata da E è la più piccola σ-algebra
che lo contiene, ovvero

M(E) :=
⋂

{M ⊂ P(X) : E ⊂ M, M è una σ-algebra}.

Esempio.
La σ-algebra generata dall’algebra dei finiti o cofiniti è data dagli insiemi numerabili o co-numerabili,
ovvero:

M = {E ⊂ X : X è numerabile oppure Xc è numerabile}.

Poiché ci interesserà calcolare la misura degli intervalli della retta reale, ci concentreremo ora su un
caso particolarmente di importante di σ-algebra, quella generata dagli intervalli (e, più in generale,
dagli aperti euclidei).

Definizione.
La più piccola σ-algebra contenente gli insiemi aperti di uno spazio metrico X si chiama σ-algebra
di Borel su X e si indica con la notazione BX . I suoi elementi si chiamano insiemi boreliani.

Proposizione.
La σ-algebra BR dei boreliani su R è generata, equivalentemente, da:

1. Gli insiemi chiusi;

2. Gli intervalli aperti {(a, b) : −∞ < a < b <∞};

3. L’algebra delle unioni finite di intervalli semi-aperti definita in precedenza;

4. Gli intervalli chiusi; oppure, gli intervalli semiaperti; oppure, le semirette aperte; oppure, le
semirette chiuse.
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Lezioni 3-4 del 24/09/2024

Dimostrazione della proposizione.

1. Segue dal fatto che gli aperti sono i complementari dei chiusi e viceversa, dunque ogni σ-algebra
contiene tutti i chiusi se e solo se contiene tutti gli aperti.

2. La σ-algebra generata dagli aperti ovviamente conterrà quella generata dagli intervalli, che
sono un caso particolare di aperti. Per mostrare l’altra inclusione, sarà sufficiente far vedere
che ogni aperto è unione numerabile di intervalli aperti: prendiamo dunque un aperto A ⊂ R,
che sarà del tipo A =

⋃
x∈A

(ax, bx) per opportuni ax, bx; scegliendo un sottoinsieme denso

numerabile in B ⊂ A e avremo A =
⋃
x∈B

(ax, bx), che è unione numerabile di intervalli aperti.

3. Scrivendo (a, b] = (a,∞) ∩ (b,∞)c otteniamo che ogni intervallo (a, b] è boreliano, e dunque
lo sono tutte le loro unioni finite, il che mostra un’inclusione; per ottenere l’altra, basterà
analogamente scrivere ogni intervallo aperto come unione numerabile di intervalli semi-aperti,

ovvero (a, b) =

∞⋃
n=1

(
a, b− 1

n

]
.

4. Come nei punti precedenti, scrivendo un insieme di ciascuna famiglia di insieme a partire da
intervalli aperti, e viceversa, utilizzando unioni, intersezioni e complementari.

Concludiamo questa parte sulle σ-algebre vedendo come si costruisce una σ-algebra sul prodotto di
due o più spazi, con particolare interesse al caso dei boreliani di RN .

Definizione.
Date due σ-algebre M,N rispettivamente su X,Y , la σ-algebra prodotto M⊗N su X ×Y è quella
generata dalle preimmagini rispetto alle proiezioni degli elementi di M,N :

{E × Y : E ∈ M} ∪ {X × F : F ∈ N}.

Osservazione.

1. La σ-algebra M ⊗ N è generata equivalentemente dai rettangoli E × F al variare di E ∈
M, F ∈ N , come segue scrivendo E × F = (E × Y ) ∩ (X × F ).

2. Se M,N sono generate rispettivamente da E ,F , allora M⊗N è generata equivalentemente
dagli insiemi E×Y oppure Y ×F al variare di E ∈ E , F ∈ F ; ragionando come prima, M⊗N
è generata anche dai rettangoli E × F con E ∈ E , F ∈ F .

Proposizione.
La σ-algebra di Borel BR2 su coincide con la σ-algebra prodotto BR × BR dei boreliani su R.
Analogamente, BRN+M = BRN ⊗ BRM per N,M ∈ N.

Dimostrazione.
Grazie alle osservazioni precedenti, BR ⊗ BR è generata dai rettangoli aperti del tipo (a, b)× (c, d);
poiché sono insiemi aperti in R2, allora BR ⊗BR è contenuta BR2 . Inoltre, ogni aperto A ⊂ R2 sarà
del tipo

A =
⋃

x=(x1,x2)∈A

(x1 − rx, x1 + rx)× (x2 − rx, x2 + rx)

per qualche rx > 0; restringendo l’unione a un sottoinsieme denso e numerabile B ⊂ A otteniamo
che A ∈ BR ⊗ BR, dunque BR2 ⊂ BR ⊗ BR.
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Avendo introdotto le σ-algebre, cioè le famiglie di insiemi che vorremo “misurare”, possiamo final-
mente introdurre il concetto di misura con la proprietà fondamentale che sia additiva su insiemi
disgiunti.

Definizione.
Una misura su una σ-algebra M su X è una funzione µ : M → [0,∞] che associa ad ogni insieme
E ∈ M un valore tra 0 e ∞ che sia numerabilmente additiva, cioè:

En ∩ Em = ∅ ∀n,m ∈ N, n ̸= m ⇒ µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

La terna (X,M, µ) si chiama spazio misura e gli insiemi di M si chiamano µ-misurabili.
µ si dice finita se µ(X) < ∞; µ si dice σ-finita se esistono {En}∞n=1 ⊂ M tali che µ(En) < ∞

per ogni n ∈ N e X =

∞⋃
n=1

En.

Esempio.

1. Dato un qualsiasi insieme X, una misura su P(X) è la misura che conta # definita come

#(E) =

{
N se E ha esattamente N elementi
∞ se E ha infiniti elementi

# è finita se e solo se X è finito, è σ-finita se e solo se X è numerabile.

2. Dato un qualsiasi insieme X e un elemento x0 ∈ X, una misura su P(X) è la misura di Dirac
centrata in x0 data da

δx0
(E) =

{
1 se x0 ∈ E
0 se x0 ̸∈ E

3. La somma µ1 + µ2 di due misure µ1, µ2 su M è una misura su M. Il prodotto cµ di una
misura µ su M per una costante c ≥ 0 è una misura su M.

4. Data una misura µ su M e un misurabile A ∈ M, la restrizione µ|A di µ ad A data da
µ|A(E) := µ(E ∩A) è una misura.

Teorema (Proprietà fondamentali delle misure). Su uno spazio misura (X,M, µ) valgono le se-
guenti proprietà:

Misura del vuoto µ(∅) = 0;

Monotonia Se E,F ∈ M e E ⊂ F allora µ(E) ≤ µ(F ), e in particolare se µ è finita allora µ(E) < ∞
per ogni E ⊂ X;

Subadditività Se {En}∞n=1 ∈ M allora µ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ(En);

Unione crescente Se {En}∞n=1 ∈ M e En ⊂ En+1 per ogni n ∈ N allora µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En);

Intersezione decrescente Se {En}∞n=1 ∈ M, En ⊃ En+1 e µ(E1) <∞ per ogni n ∈ N allora µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En);

Osservazione.
Per ottenere la formula della misura dell’intersezione è necessario assumere µ(E1) < ∞ o in al-
ternativa µ(EN ) < ∞ per qualche N ∈ N (sostituendo E1 con EN nella dimostrazione), ma sen-
za questa ipotesi il risultato è falso. Considerando ad esempio lo spazio misura (N,P(N),#) e

En = {n, n+1, n+2, . . . } otteniamo µ(En) = ∞ per ogni n e

∞⋂
n=1

En = ∅, dunque µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= 0

ma lim
n→∞

µ(En) = ∞.
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Lezioni 5-6 del 25/09/2024

Dimostrazione delle Proprietà fondamentali delle misure.

Misura del vuoto Basta prendere un’unione di nessun insieme nella proprietà fondamentale di additività nume-
rabile.

Monotonia Scrivendo F = E ∪ (F \ E) come unione disgiunta, avremo

µ(F ) = µ(E ∪ (F \ E)) = µ(E) + µ(F \ E)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ µ(E).

Subadditività Gli insiemi Fn := En \
n−1⋃
m=1

Em ∈ M sono disgiunti e verificano Fn ⊂ En e

∞⋃
n=1

En =

∞⋃
n=1

Fn,

dunque dall’additività numerabile e dalla monotonia otteniamo

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

µ(Fn) ≤
∞∑

n=1

µ(En).

Unione crescente Gli insiemi Fn := En \En−1 ∈ M sono disgiunti e verificano

∞⋃
n=1

En =
∞⋃

n=1

Fn e En =
n⋃

m=1

Fm,

dunque

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

µ(Fn) = lim
n→∞

n∑
m=1

µ(Fm) = lim
n→∞

µ

(
n⋃

m=1

Fm

)
= lim

n→∞
µ(En).

Intersezione decrescente Definendo Fn := E1 \ En si ottiene En = E1 \ Fn, da cui µ(En) + µ(Fn) = µ(E1), ovvero
µ(Fn) = µ(E1)−µ(En), che è finito per ipotesi; ragionando allo stesso modo con l’unione dei

Fn si ottiene µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= µ(E1)−µ

(
E1 \

∞⋃
n=1

Fn

)
, dunque applicando il punto precedente

agli Fn si ottiene:

µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= µ

(
E1 \

∞⋃
n=1

Fn

)

= µ(E1)− µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= µ(E1)− lim

n→∞
µ(Fn)

= µ(E1)− lim
n→∞

(µ(E1)− µ(En))

= lim
n→∞

µ(En).

Dato uno spazio misura, ci piacerebbe poter dire che tutti i sottoinsiemi degli insiemi di misura
zero hanno anch’essi misura zero; ciò segue dalla monotonia se i sottoinsiemi sono µ-misurabili, ma
potrebbero non essere misurabili. A noi interesserà in modo particolare il caso in cui i sottoinsiemi
di misura nulla sono misurabili, una condizione utile che semplificherà alcune dimostrazioni.
Il prossimo risultato ci mostra che è possibile allargare “quanto basta” una σ-algebra per ottenere
questa proprietà.

Definizione.
Una misura su una σ-algebra M si dice completa se i sottoinsiemi degli insiemi di misura nulla
sono misurabili, cioè

E ∈ M, µ(E) = 0, F ⊂ E ⇒ F ∈ M.
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Osservazione.
Se µ è completa, ogni sottoinsieme degli insiemi di misura nulla ha anch’esso misura nulla.

Teorema (del completamento di misure).
Dato uno spazio misura (X,M, µ), la famiglia di insiemi definita da

M := {E ∪ F : E ∈ M, F ⊂ N per qualche N ∈ M con µ(N) = 0}

è una σ-algebra ed esiste un’unica estensione µ di µ a una misura completa su M.
µ e M si dicono rispettivamente completamento di µ e completamento di M rispetto a µ.

Dimostrazione.
Mostriamo che M è una σ-algebra: anzitutto, è chiusa rispetto all’unione numerabile, perché se

prendo En ∪ Fn con En ∈ M e Fn ⊂ Nn con Nn ∈ M e µ(Nn) = 0, allora

∞⋃
n=1

(En ∪ Fn) =

∞⋃
n=1

En︸ ︷︷ ︸
∈M

∪
∞⋃

n=1

Fn︸ ︷︷ ︸
⊂
⋃∞

n=1 Nn

, con µ

( ∞⋃
n=1

Nn

)
≤

∞∑
n=1

Nn = 0, dunque

∞⋃
n=1

Nn ha misura nulla e quindi

∞⋃
n=1

(En ∪ Fn) ∈ M. Mostriamo ora la chiusura di M rispetto al complementare, da cui seguirà

che M è una σ-algebra: dato E ∪ F ∈ M, con E ∈ M e F ⊂ N,N ∈ M, µ(N) = 0, essendo F
sottoinsieme di N scriveremo

(E ∪ F )c = ((E ∪N) ∩ (E ∪ F ∪N c))c = (E ∪N)c ∪ (N \ (E ∪ F )),

con (E ∪ N)c ∈ M e N \ (E ∪ F ) ⊂ N che ha misura nulla; dunque (E ∪ F )c ∈ M che è quindi
una σ-algebra.
Riguardo µ, sarà sufficiente definire µ(E ∪ F ) = µ(E): è ben definita perché se E1 ∪ F1 = E2 ∪ F2

con F2 ⊂ N2 allora E1 ⊂ E2 ∪ N2 e dunque µ(E1) ≤ µ(E2) + µ(N2) = µ(E2) e allo stesso
modo µ(E2) ≤ µ(E1); si verifica facilmente l’additività numerabile e la completezza, in quanto
M contiene tutti i sottoinsiemi di misura nulla. Per l’unicità, se µ̃ è un’altra estensione di µ a
M, per monotonia dovrà essere µ̃(E ∪ F ) ≥ µ(E) per ogni E,F : se esistessero E0, F0, N0 con
E0 ∈ M, F0 ⊂ N0, µ(N0) = 0 e µ(E0 ∪ F0) > µ(E0), allora otterremmo l’assurdo

µ(E0) < µ̃(E0 ∪ F0) ≤ µ(E0 ∪N0) ≤ µ(E0) + µ(N0) = µ(E0).

Vediamo ora una strategia per costruire misure: l’idea di base è quella di approssimare un insieme
qualsiasi dall’esterno con degli insieme elementari, come ad esempio i rettangoli nel piano. In questa
maniera otterremo qualcosa che non ha tutte le proprietà di una misura, ma è una misura se ristretta
a una opportuna famiglia di insiemi.

Definizione.
Una misura esterna su X è una funzione µ∗ : P(X) → [0,∞] che verifichi:

Misura del vuoto µ∗(∅) = 0;

Monotonia Se A ⊂ B allora µ∗(A) ≤ µ∗(B);

Subadditività µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An) per ogni {An}∞n=1 ⊂ P(X).

Esempio.
Una misura su P(X) è in particolare una misura esterna su X.
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Proposizione.
Sia E ⊂ P(X) una famiglia contenente l’insieme vuoto ∅ e l’intero spazio X e sia ρ : E → [0,∞]
tale che ρ(∅) = 0. Allora, una misura esterna µ∗ su X è data da:

µ∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

ρ(En) : En ∈ E , A ⊂
∞⋃

n=1

En

}
.

Dimostrazione.
Anzitutto, la definizione è ben posta perché posso sempre prendere En = X per ogni n ∈ N e
dunque non sto facendo l’estremo inferiore dell’insieme vuoto. Verifichiamo ora le tre proprietà
delle misure esterne:

Misura del vuoto Se A = ∅, prendendo En = ∅ per ogni n ottengo µ∗(∅) = 0.

Monotonia Se A ⊂ B allora µ∗(A) ≤ µ∗(B) perché è l’estremo inferiore di un insieme più grande.

Subadditività Dati {An}∞n=1 ⊂ P(X) e ε > 0, avremo degli {En,m}∞n,m=1 tali che An ⊂
∞⋃

m=1

En,m e

∞∑
m=1

ρ(En,m) ≤ µ∗(An)+
ε

2n
; dunque avrò

∞⋃
n=1

µ(An) ⊂
∞⋃

n,m=1

En,m e
∑
n,m

ρ(En,m) ≤
∞∑

n=1

µ∗(An)+

ε, da cui µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An) + ε, ma essendo ε arbitrario otteniamo la subadditività.
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Lezioni 7-8 del 30/09/2024

Definizione.
Un sottoinsieme A ⊂ X si dice µ∗-misurabile rispetto a una misura esterna µ∗ su X se per ogni
E ⊂ X si ha

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A).

Osservazione.

1. La disuguaglianza µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A) è sempre verificata, come segue dalla
subadditività scrivendo E = (E ∩ A) ∪ (E \ A), dunque richiedere che un insieme sia µ∗-
misurabile equivale a chiedere la disuguaglianza opposta; quest’ultima è banalmente vera se
µ∗(E) = ∞ e dunque la µ∗-misurabilità sarà equivalente a:

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A) ∀E ⊂ X tale che µ∗(E) <∞.

2. Scegliendo un E ⊃ A nella definizione di misurabilità otteniamo µ∗(E) = µ∗(A) + µ∗(E \A),
dunque la misura di esterna A dev’essere uguale a quella di un qualsiasi “contenitore” E meno
la misura del complementare di A in E; questa differenza può essere interpretata come una
“misura interna” di A.

Teorema (di Carathéodory).
Gli insiemi µ∗-misurabili rispetto a una misura esterna µ∗ su X sono una σ-algebra, su cui µ∗ è
una misura completa.

Esempio.
La “misura esterna” di Peano-Jordan su RN , introdotta nei corsi di base di calcolo, corrisponde
alla scelta come insiemi elementari in E di rettangoli del tipo (a1, b1] × . . . × (aN , bN ] definendo
ρ((a1, b1]× . . .× (aN , bN ]) = (b1 − a1) · · · · · (bN − aN ), ma ammettendo nella definizione di µ∗ solo
unioni finite e non numerabili. Questa differenza è in realta cruciale perché in questo modo non
si ottiene una vera misura esterna in quanto non vale la subadditività: ad esempio, i punti hanno
“misura esterna” nulla ma (Q ∩ [0, 1])N , unione numerabile di punti, ha misura esterna pari a 1.
Il Il Teorema di Carathéodory non può essere dunque applicato in questo caso, e infatti i “misurabili”
non sono una σ-algebra perché, come prima, gli insiemi con un solo punto sono misurabili mentre
(Q ∩ [0, 1])N non lo è.

Dimostrazione del Teorema di Carathéodory.

Passo 1 La famiglia M dei µ∗-misurabili è un’algebra:
Si verifica facilmente che ∅ è misurabile, e inoltre M è chiusa rispetto al complementare perché
la definizione rimane la stessa cambiando A con Ac. Facciamo vedere che è chiusa rispetto a
unioni finite: presi A,B ∈ M e E ⊂ X, scrivendo

E ∩ (A ∪B) = (E ∩A ∩B) ∪ ((E ∩A) \B) ∪ ((E \A) ∩B) (E \A) \B = E \ (A ∪B)

si ottiene

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A)
= µ∗(E ∩A ∩B) + µ∗((E ∩A) \B) + µ∗((E \A) ∩B) + µ∗((E \A) \B)

≥ µ∗((E ∩A ∩B) ∪ ((E ∩A) \B) ∪ ((E \A) ∩B)) + µ∗(E \ (A ∪B))

= µ∗(E ∩ (A ∪B)) + µ∗(E \ (A ∪B)).

Passo 2 M è una σ-algebra:
Anzitutto, si può sempre supporre che l’unione degli insiemi An ∈ M sia disgiunta, a meno di

sostituire An con An\
n−1⋃
m=1

Am: se An∩Am = ∅ per ogni n ̸= m, allora

n⋃
m=1

Am\An =

n−1⋃
m=1

Am,

da cui

µ∗

(
E ∩

n⋃
m=1

Am

)
= µ∗

(
E ∩

n⋃
m=1

Am ∩An

)
+ µ∗

((
E ∩

n⋃
m=1

Am

)
\An

)
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= µ∗(E ∩An) + µ∗

(
E ∩

n−1⋃
m=1

Am

)
= . . .

=

n∑
m=1

µ∗(E ∩Am).

Essendo poi M un’algebra,

µ∗(E) = µ∗

(
E ∩

n⋃
m=1

Am

)
+µ∗

(
E \

(
n⋃

m=1

Am

))
≥

n∑
m=1

µ∗(E∩Am)+µ∗

(
E \

( ∞⋃
n=1

An

))
e, passando al limite per n→ ∞,

µ∗(E) ≥
∞∑

n=1

µ∗(E ∩An) + µ∗

(
E \

( ∞⋃
n=1

An

))

≥ µ∗

( ∞⋃
n=1

(E ∩An)

)
+ µ∗

(
E \

( ∞⋃
n=1

An

))

= µ∗

(
E ∩

( ∞⋃
n=1

An

))
+ µ∗

(
E \

( ∞⋃
n=1

An

))
,

cioè

∞⋃
n=1

An ∈ M.

Passo 3 La restrizione di µ∗ a M è una misura:

PresiAn ∈ M disgiunti, scegliendo E =

∞⋃
n=1

An nella formula precedente otteniamo µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≥

∞∑
n=1

µ∗(An), mentre la disuguaglianza opposta è sempre valida per subadditività, quindi µ∗ è

numerabilmente additiva su M ed è dunque una misura.

Passo 4 µ∗|M è completa:
Se µ∗(A) = 0 allora µ∗(E ∩A) = 0 per ogni E e dunque

µ∗(E) ≥ µ∗(E \A) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A),

e cioè A ∈ M.

All’atto pratico, applicheremo il Teorema di Carathéodory per estendere misure da un’algebra a
una σ-algebra.

Definizione.
Una pre-misura su un’algebra A ⊂ P(X) è una funzione µ0 : A → [0,∞] che sia numerabilmente additiva,
cioè:

{An}∞n=1 ⊂ A, An ∩Am = ∅ ∀n ̸= m,

∞⋃
n=1

An ∈ A ⇒ µ0

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ0(An).

Teorema (di estensione di misure).
Data una pre-misura µ0 su un’algebra A in X, la misura esterna su X definita da

µ∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An) : An ∈ A, E ⊂
∞⋃

n=1

An

}
verifica le seguenti proprietà:
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1. µ∗ coincide con µ0 su A;

2. Ogni insieme di A è µ∗-misurabile;

3. Esiste una misura µ sulla σ-algebra M(A) generata da A che estende µ0, e l’estensione è
unica se µ0 è σ-finita.

Dimostrazione.

1. Anzitutto, se E ∈ A, allora µ∗(E) ≤ µ0(E) perché posso prendere A1 = E,An = ∅ per n ≥ 2.

Inoltre, se E ⊂
∞⋃

n=1

An con An ∈ A, potrò scrivere E =

∞⋃
n=1

Bn come unione disgiunta di

elementi di A con Bn = E∩

(
An \

n−1⋃
m=1

Am

)
⊂ An, da cui µ0(E) =

∞∑
n=1

µ0(Bn) ≤
∞∑

n=1

µ0(An);

essendo il ricoprimento An arbitrario, otteniamo l’altra disuguaglianza µ0(E) ≤ µ∗(E).

2. Presi A ∈ A e E ⊂ X, per ogni ε > 0 esistono {An}∞n=1 ∈ A tali che E ⊂
∞⋃

n=1

An e

∞∑
n=1

µ0(An) ≤ µ∗(E) + ε; poiché E ∩A ⊂
∞⋃

n=1

(An ∩A) e E \A ⊂
∞⋃

n=1

(An \A), per l’additività

di µ0 su A e le proprietà della misura esterna µ∗ otteniamo

µ∗(E) + ε ≥
∞∑

n=1

µ0(An)

=

∞∑
n=1

µ0(An ∩A) +
∞∑

n=1

µ0(An \A)

≥ µ∗

( ∞⋃
n=1

An ∩A

)
+ µ∗

( ∞⋃
n=1

An \A

)
≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A)

e cioè, per l’arbitrarietà di ε, A è µ∗-misurabile.
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Lezioni 9-10 del 01/10/2024

Fine della dimostrazione del Teorema di estensione di misure.

3 Poiché gli insiemi di A sono µ∗-misurabili, anche M(A) sarà un sottoinsieme della σ-algebra
dei µ∗-misurabili, su cui µ∗ è una misura per il Teorema di Carathéodory, dunque è sufficiente
prendere come µ la restrizione di µ∗ a M(A).
Supponiamo poi che esista un’altra estensione ν; preso E ∈ M(A) e {An}∞n=1 ∈ A tali che

E ⊂
∞⋃

n=1

An, avremo ν(E) ≤
∞∑

n=1

ν(An) =

∞∑
n=1

µ0(An) e dunque, per l’arbitrarietà di {An}∞n=1,

ν(E) ≤ µ∗(E) = µ(E). Se poi µ(E) <∞, possiamo scegliere gli An in modo che

µ

(( ∞⋃
n=1

An

)
\ E

)
= µ

( ∞⋃
n=1

An

)
− µ(E) ≤

∞∑
n=1

µ(An)− µ(E) < ε,

allora

µ(E) ≤ µ

( ∞⋃
n=1

An

)

= lim
n→∞

µ

(
n⋃

m=1

Am

)

= lim
n→∞

ν

(
n⋃

m=1

Am

)

= ν

( ∞⋃
n=1

An

)

= ν(E) + ν

(( ∞⋃
n=1

An

)
\ E

)

≤ ν(E) + µ

(( ∞⋃
n=1

An

)
\ E

)
≤ ν(E) + ε

e quindi µ(E) ≤ ν(E); infine, se µ0 è σ-additiva allora X =

∞⋃
n=1

Xn con Xn ∩ Xm = ∅ per

n ̸= m e µ(Xn) = µ0(Xn) < ∞ per ogni n, dunque, usando la finitezza di µ|Xn e quanto
appena visto,

µ(E) =

∞∑
n=1

µ(E ∩Xn) =

∞∑
n=1

ν(E ∩Xn) = ν(E).

Possiamo ora applicare i risultati teorici appena visti al caso dei boreliani reali: inizieremo definendo
la misura di un intervallo, che sarà pari alla sua lunghezza, ed estenderemo il concetto a una classe
molto più ampia di insiemi.

Definizione.
Una misura di Borel su R è una misura definita sulla σ-algebra BR di Borel su R.
Data una misura µ di Borel finita su R, la sua funzione di distribuzione è F : R → [0,∞)
definita da F (x) = µ((−∞, x]).

Osservazione.
La funzione di distribuzione di una misura di Borel è crescente, grazie alla monotonia delle misu-
re, ed è anche continua da destra, come segue applicando la formula dell’intersezione decrescente
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(−∞, x] =

∞⋂
n=1

(−∞, xn] con xn ↘
n→∞

x. Applicando invece la formula dell’unione crescente ottenia-

mo (−∞, x) =

∞⋃
n=1

(−∞, xn] per xn ↗
n→∞

x, dunque F sarà continua a destra (e dunque continua)

in un punto x se e solo se µ({x}) = 0.

Esempio.

La misura di Dirac centrata in x0 ∈ R, data da δx0
(E) =

{
1 se x0 ∈ E
0 se x0 ̸∈ E

, è una misura di Borel

finita che ha per funzione di distribuzione F (x) = χ[x0,∞)(x) =

{
1 se x ≥ x0
0 se x < x0

.

Teorema (di costruzione di misure di Borel).
Data una funzione F : R → R crescente e continua da destra esiste un’unica misura di Borel µF su
R tale che µF ((a, b]) = F (b)− F (a) per ogni a < b; presa un’altra G, µF = µG se e solo se F −G
è costante.
Viceversa, data una misura di Borel µ su R, che sia finita sugli insiemi limitati, la funzione

F (x) =

 µ((0, x]) se x > 0
0 se x = 0
−µ((x, 0]) se x < 0

è crescente e continua da destra e verifica µ = µF .

Definizione.
Data una funzione crescente e continua da destra F , la misura di Lebesgue-Stieltjes associata
a F è il completamento di µF , che indicheremo con lo stesso simbolo µF , ovvero:

µ(E) := inf

{ ∞∑
n=1

(F (bn)− F (an)) : E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn]

}
.

Data una misura di Lebesgue-Stieltjes µ, denoteremo con il simbolo Mµ il suo dominio, cioè il
completamento di BR rispetto a µ. La misura di Lebesgue è la misura di Lebesgue-Stieltjes
associata alla funzione F (x) = x, cioè tale che µ((a, b]) = b − a per ogni a < b e si indica con m,
dunque:

m(E) := inf

{ ∞∑
n=1

(bn − an) : E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn]

}
.

La σ-algebra dominio di m si chiama dei Lebesgue misurabili e si denota con L.

Osservazione.

1. Se µ è finita, la funzione F definita nel teorema coincide con la funzione di distribuzione di
µ, a meno di aggiungere la costante µ((−∞, 0]).

2. Nel caso di misure finite, la F che “genera” µF è unica se si impone ad esempio che lim
x→∞

F (x) =

0, e coincide con la funzione di distribuzione; abbiamo dunque una corrispondenza biunivoca
tra misure di Borel finite e funzioni crescenti continue a destra che si annullano all’infinito.

Lemma.
Data F : R → R crescente e continua da destra, una pre-misura sull’algebra A delle unioni finite
di intervalli semi-aperti è data da

µ0

(
N⋃

n=1

(an, bn]

)
=

N∑
n=1

(F (bn)− F (an)).

Dimostrazione del Teorema di costruzione di misure di Borel.
Per il lemma precedente, una F induce una pre-misura sulle unioni finite A di intervalli semi-aperti,
e chiaramente F e G inducono la stessa pre-misura se e solo se coincidono a meno di costanti;

13



dunque, per il Teorema di estensione di misure la pre-misura può essere estesa a M(A) = BR e

infine, scrivendo R =

∞⋃
n=−∞

(n, n+ 1] otteniamo che l’estensione µ è σ-finita e quindi unica.

Viceversa, F è crescente per la monotonia di µ ed è continua da destra per le formule di unione
crescente e intersezione decrescente; chiaramente µ = µF su A e dunque, dal Teorema di estensione
di misure, µ = µF su tutto BR.
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Lezioni 11-12 del 03/10/2024

Dimostrazione del lemma.
L’additività finita segue immediatamente dalla definizione di µ0.

Supponiamo ora che {An}∞n=1 ⊂ A siano tali che

∞⋃
n=1

An ∈ A e mostriamo che µ0

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ0(An). Anzitutto, a meno di dividere in un numero finito di partizioni, possiamo supporre che

An = (an, bn] e

∞⋃
n=1

An = (a, b]; dunque, usando l’additività finita otteniamo, per ogni N ∈ N,

µ0((a, b]) = µ0

(
N⋃

n=1

(an, bn]

)
+ µ0

(
(a, b] \

N⋃
n=1

(an, bn]

)
≥ µ0

(
N⋃

n=1

(an, bn]

)
=

N∑
n=1

µ0((an, bn]),

e mandando N a ∞ otteniamo una µ0((a, b]) ≥
∞∑

n=1

µ0((an, bn]).

Per mostrare la disuguaglianza opposta, supponiamo anzitutto che a, b ∈ R. Grazie alla continuità
a destra, per ε > 0 fissato esiste δ > 0 tale che F (a + δ) − F (a) < ε ed esiste δn tale che F (bn +

δn) − F (bn) <
ε

2n
; inoltre gli aperti (an, bn + δn) coprono il compatto [a + δ, b], dunque possiamo

estrarne un ricoprimento finito (a1, b1), . . . , (aN , bN ) che, a meno di riordinare gli indici, verificherà
anche bn + δn > an+1, da cui F (bn + δn) ≥ F (an+1). Otteniamo dunque

µ0((a, b]) = F (b)− F (a)

≤ F (b)− F (a+ δ) + ε

≤ F (bN + δN )− F (a1) + ε

≤
N∑

n=1

(F (bn + δn)− F (an)) + ε

≤
N∑

n=1

(
F (bn)− F (an) +

ε

2n

)
+ ε

≤
∞∑

n=1

µ0(An) + 2ε,

che conclude la dimostrazione per l’arbitrarietà di ε.

Infine, se a = −∞, ripetiamo lo stesso ragionamento su [−M, b] ottenendo µ0((−M, b]) ≤
∞∑

n=1

µ0(An)

e poi passiamo al limite perM → ∞; analogamente, se b = ∞ ragioniamo su [a,M ] e poi mandiamo
M a ∞.

Vediamo adesso alcune utili proprietà di queste misure di Borel che abbiamo costruito.

Teorema (di approssimazione con aperti e compatti).
Se µ è una misura di Lebesgue-Stieltjes e E ∈ Mµ, allora

µ(E) = inf{µ(A) : A ⊃ E, A aperto} = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compatto}.

Osservazione.
Il Teorema di approssimazione con aperti e compatti è falso se si approssima dall’interno con aperti
o dall’esterno con chiusi o compatti: prendendo ad esempio µ = δ0, abbiamo µ((−∞, 0]) = 1 ma
µ(A) = 0 per ogni aperto contenuto in (−∞, 0]; analogamente, µ((0, 1)) = 0 ma µ(C) = 1 per ogni
chiuso contenente (0, 1).

15



Lemma.
Se E ∈ Mµ allora

µ(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ((an, bn)) : E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn)

}
.

Dimostrazione.

Chiamando ν la quantità a destra, se E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn) possiamo scrivere ciascun intervallo come

unione disgiunta di intervalli semi-aperti (an, bn) =

∞⋃
m=1

(
an +

m− 1

m
(bn − an), an +

m

m+ 1
(bn − an)

]
︸ ︷︷ ︸

=:Im,n

;

dunque, E ⊂
∞⋃

n,m=1

In,m quindi

µ(E) ≤
∞∑

n,m=1

µ(In,m) =

∞∑
n=1

µ((an, bn)),

da cui µ(E) ≤ ν(E).
Per ottenere l’altra disuguaglianza, osserviamo anzitutto che

µ(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ((an, bn]) : E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn]

}
.

Prendiamo dunque, per ε > 0 fissato, {(an, bn]}∞n=1 che ricoprono E tali che

∞∑
n=1

µ((an, bn]) ≤

µ(E)+ ε; prendendo δn > 0 tale che F (bn+ δn)−F (bn) <
ε

2n
(come nella dimostrazione del lemma

precedente), avremo E ⊂
∞⋃

n=1

(an, bn + δn) e

∞∑
n=1

µ((an, bn + δn)) ≤
∞∑

n=1

µ((an, bn + δn]) ≤
∞∑

n=1

(
µ((an, bn]) +

ε

2n

)
≤ µ(E) + 2ε,

pertanto ν(E) ≤ µ(E).

Dimostrazione del Teorema di approssimazione con aperti e compatti.
Per la prima uguaglianza, che è ovvia per gli insiemi di misura infinita, osserviamo che µ(A) ≥ µ(E)
per ogni aperto A ⊃ E, dunque µ(E) è sempre minore o uguale dell’estremo inferiore, e per mostrare
l’uguaglianza basterà trovare, dati E ∈ M e ε > 0, un aperto A ⊃ E tale che µ(A) ≤ µ(E) + ε.
Dal lemma precedente, per ogni ε > 0 esistono degli intervalli {(an, bn)}∞n=1 che ricoprono E e

µ(E) ≥
∞∑

n=1

µ((an, bn))− ε, dunque A :=

∞⋃
n=1

(an, bn) verifica µ(A) ≤
∞∑

n=1

µ((an, bn)) ≤ µ(E) + ε.

Per la seconda uguaglianza, come prima µ(E) è sempre maggiore o uguale dell’estremo superiore e
dunque basterà mostrare l’altra disuguaglianza; se E è limitato, allora E \ E avrà misura finita e
dunque, dalla prima uguaglianza, posso trovare un aperto A ⊃ E \E tale che µ(A) ≤ µ

(
E \ E

)
+ε,

quindi K := E \A = E \ (E ∩A) è un compatto che verifica:

µ(K) = µ(E)− µ(E ∩A) = µ(E)− (µ(A)− µ(A \ E)) ≥ µ(E)− µ(A) + µ
(
E \ E

)
≥ µ(E)− ε,

che dimostra l’uguaglianza.Infine, se E è illimitato, ripetendo il ragionamento per En := E∩(n, n+1]

con n ∈ Z trovoKn ⊂ En con µ(Kn) ≥ µ(En)−
ε

2n
; dunque,

N⋃
n=−N

Kn è un compatto contenuto in E

che verifica µ

(
N⋃

n=−N

Kn

)
≥ µ

(
N⋃

n=−N

En

)
−ε, e poiché µ

(
N⋃

n=−N

En

)
→

N→∞
µ(E) la dimostrazione

è completa.
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Corollario.
Per un sottoinsieme E ⊂ R le tre seguenti condizioni si equivalgono:

1. E ∈ Mµ;

2. E = A \N con A intersezione numerabile di aperti e µ(N) = 0;

3. E = B ∪M con B unione numerabile di chiusi e µ(M) = 0.

Dimostrazione.
La condizione 2 e la 3 implicano entrambe la 1, vista la completezza di µ. Per mostrare le altre
implicazioni basterà considerare insiemi di misura finita e, nel caso generale, procedere come nel
Teorema di approssimazione con aperti e compatti: per ogni n ∈ N esisteranno un aperto An e un

compatto Kn tali che Kn ⊂ E ⊂ An e µ(An) −
1

n
≤ µ(E) ≤ µ(Kn) +

1

n
, dunque sarà sufficiente

porre

A :=

∞⋂
n=1

An, B :=

∞⋃
n=1

Kn, N := A \ E, M := E \B;

a meno di considerare

N⋃
n=1

AN al posto di AN e

N⋃
n=1

Kn al posto di KN , possiamo supporre che

A sia un’intersezione decrescente e B sia un’unione crescente, ed essendo per monotonia µ(Kn) ≤
µ(E) ≤ µ(An) otteniamo

µ(A) = lim
n→∞

µ(An) = µ(E) = lim
n→∞

µ(Bn) = µ(B),

quindi µ(N) = µ(A)− µ(E) = 0 e µ(M) = µ(E)− µ(B) = 0.
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Lezioni 13-14 del 07/10/2024

Corollario.
Inoltre, se E ⊂ R è misurabile e ha misura µ(E) <∞, allora esiste un’unione finita A di intervalli
aperti tale che µ(E \A) + µ(A \ E) < ε.

Dimostrazione.
Fissato ε > 0, dal Teorema di approssimazione con aperti e compatti esisterà un aperto B ⊃ E tale

che µ(B) ≤ µ(E)+ε; scrivendo B =

∞⋃
n=1

In come unione di intervalli aperti, dalla formula dell’unione

crescente avremo µ

(
N⋃

n=1

In

)
→

N→∞
µ(B), dunque esisterà N tale che µ

( ∞⋃
n=N+1

In

)
< ε e quindi

A :=

N⋃
n=1

In verifica

µ(E \A) ≤ µ (B \A) = µ

( ∞⋃
n=N+1

In

)
< ε

µ(A \ E) ≤ µ(B \ E) = µ(B)− µ(E) < ε,

da cui µ(E \A) + µ(A \ E) < 2ε.

Concentriamoci ora sulla misura di Lebesgue, la più importante del corso, quella di Lebesgue, che
formalizza in modo rigoroso l’idea di misura 1-dimensionale.

Proposizione.
Se E ∈ L, allora per t ∈ R sono Lebesgue misurabili anche gli insiemi

E + t := {x+ t : x ∈ E}, tE := {tx : x ∈ E},

e misurano rispettivamente m(E + t) = m(E) e m(tE) = |t|m(E).

Esempio.
L’insieme di Vitali N definito all’inizio del corso non è Lebesgue misurabile, in quanto la misura
di Lebesgue non è numerabilmente additiva sugli insiemi Nq definito attraverso N con traslazioni
e intersezioni. Ripetendo la costruzione dell’insieme di Vitali, ogni insieme E ⊂ R di misura
di Lebesgue m(E) > 0 positiva contiene un insieme non misurabile, definito prendendo un unico
rappresentante di ciascuna classe rispetto alla relazione x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q.

Dimostrazione della proposizione.
Poiché la famiglia degli intervalli aperti è invariante per traslazioni e dilatazioni, lo è anche la σ-
algebra che questa famiglia genera e cioè BR; inoltre, sem(E) = 0 allora anchem(E+t) em(tE) = 0.
Poiché, dal corollario precedente, ogni E ∈ L è unione di un boreliano e di un insieme di misura
nulla, concludiamo che anche la famiglia dei Lebesgue misurabili è invariante per traslazioni e
dilatazioni.
Infine, se E è un unione finita di intervalli semi-aperti allora m(E+ t) = m(E) e m(tE) = |t|m(E),
e dal Teorema di estensione di misure l’uguaglianza continuerà a valere su BR; poiché ciò è vero
anche per gli insiemi di misura nulla, caso in cui tutte queste quantità sono zero, concludiamo che
l’uguaglianza è valida su tutta la famiglia L.

Concludiamo il discorso introducendo un sottoinsieme della retta reale con delle proprietà curiose,
soprattutto per quanto riguarda il confronto tra il punto di vista della teoria della misura e quello
topologico.
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Definizione.
L’insieme di Cantor è il sottoinsieme di [0, 1] dei punti che hanno un’espansione in base tre

x =

∞∑
n=1

an
3n

con an ∈ {0, 1, 2} dove non appare mai la cifra an = 1 per nessun n.

Equivalentemente, C può essere costruito ricorsivamente rimuovendo da [0, 1] l’intervallo aperto

centrale che misura un terzo e cioè

(
1

3
,
2

3

)
, poi rimuovendo da ciascun intervallo rimanente l’in-

tervallo aperto centrale che misura un terzo e cioè rispettivamente

(
1

9
,
2

9

)
e

(
7

9
,
8

9

)
, e a ogni passo

rimuovendo allo stesso modo un intervallo aperto centrale da ciascun intervallo rimanente.

Proposizione.
L’insieme di Cantor C ha le seguenti proprietà:

1. C è un compatto non vuoto;

2. C ha interno vuoto;

3. C non ha punti isolati, cioè ogni intorno di un suo qualsiasi punto contiene altri punti di C;

4. m(C) = 0;

5. C ha la cardinalità del continuo.

Dimostrazione.

1. L’insieme Cn ottenuto dopo l’n-esima rimozione di intervalli è chiuso, dunque C =

∞⋂
n=1

Cn è

chiuso; essendo anche limitato, è compatto, ed è non vuoto perché ad esempio 0 ∈ C.

2. Se C non avesse interno vuoto, allora conterrebbe un intervallo aperto (a, b) con b > a, dunque
(a, b) ⊂ Cn e in particolare sarebbe contenuto in uno degli intervalli che formano Cn, per ogni

n; ognuno di questi intervalli però misura
1

3n
, quindi otterremmo b− a = m((a, b)) ≤ 1

3n
per

ogni n ∈ N, che è assurdo.

3. Fissati x ∈ C e ε > 0, sarà sufficiente trovare y ∈ C tale che 0 < |x − y| < ε. Scegliendo n

tale che ε >
1

3n
, Cn sarà unione di intervalli di lunghezza inferiore a ε e Cn+1 conterrà un

intervallo I che non contiene x e che dista da x meno di ε; essendo I ∩C non vuoto, in quanto
ottenuto riscalando C, conterrà un y ̸= x tale che |x− y| < ε.

4. Scrivendo C come unione decrescente dei Cn, i quali hanno misura pari a
2

3
di Cn−1, avremo

µ(C) = lim
n→∞

µ(Cn) = lim
n→∞

(
2

3

)n

= 0.

5. Utilizzando la scrittura in base 3, possiamo scrivere ogni x ∈ C come x =

∞∑
n=1

an
3n

con an ∈

{0, 2} in modo unico. Dunque, la mappa

f :

∞∑
n=1

an
3n

7→
∞∑

n=1

an

2

2n

è una mappa suriettiva tra C e [0, 1], rappresentato in base due; C ha quindi la stessa
cardinalità di [0, 1] cioè la cardinalità del continuo.

Dopo aver imparato a misurare opportune classi di insiemi, vogliamo definire l’integrale di una
funzione rispetto a una misura, formalizzando rigorosamente le idee intuitive. Prima di tutto però
chiariamo qual è la classe di funzioni che ci interesserà integrare, un po’ come abbiamo già fatto
per gli insiemi misurabili.
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Definizione.
Data una σ-algebra M su X, una funzione f : X → RN si dice M-misurabile se la preimmagine
di ogni boreliano di RN è M-misurabile, cioè f−1(E) ∈ M per ogni E ∈ BRN .
Se X è uno spazio metrico, una funzione f : X → RN si dice Borel misurabile se è BX-misurabile.
Una funzione f : R → RN si dice Lebesgue misurabile se è L-misurabile.

Osservazione.
f : X → RN è M-misurabile se e solo se f−1(E) ∈ M per ogni E ∈ E con E ⊂ P

(
RN
)
tale che

M(E) = BRN ; in particolare, f è misurabile se e solo se f−1(A) ∈ M per ogni aperto A ⊂ RN e,
se N = 1, f : X → R è misurabile se e solo se f−1((−∞, a]) ∈ M per ogni a ∈ R.
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Lezioni 15-16 del 08/10/2024

Osservazione.

1. Se f : X → RN è M-misurabile e g : RN → RM è Borel misurabile, allora anche g ◦ f : X →
RM è M-misurabile.

2. Se g : RN → RM è continua allora è anche Borel misurabile, e dunque g ◦ f : X → RM è
M-misurabile per ogni f : X → RN che sia M-misurabile; dunque, se f è misurabile sono
misurabili anche le seguenti funzioni:

|f |, f+, f−, fn con n ∈ N.

3. Se f è M-misurabile e M ⊂ N allora f è anche N -misurabile; dunque, ogni f : R → RN

Borel misurabile, e in particolare ogni f continua, è anche Lebesgue misurabile.

Esempio.

1. Se M = P(X), tutte le funzioni sono misurabili perché tutti gli insiemi sono misurabili.

2. La funzione caratteristica di un insieme χE(x) =

{
1 se x ∈ E
0 se x ̸∈ E

è M-misurabile se e solo

se E ∈ M.

3. La funzione segno(x) =

 1 se x > 0
0 se x = 0
−1 se x < 0

è Borel misurabile, e dunque Lebesgue misurabile,

pur non essendo continua; dunque, se f : X → R è misurabile, è misurabile anche segno(f(x)).

Proposizione.
Se f, g : X → R sono M-misurabili, anche af + bg e fg sono misurabili per ogni a, b ∈ R; se

g(x) ̸= 0 per ogni x allora anche
f

g
è misurabile.

Dimostrazione.
Definiamo F : X → R2 e G : R2 → R come F (x) = (f(x), g(x)) e G(s, t) = st, in modo che
fg = G ◦ F . Poiché G è continua, per verificare la misurabilità di F sarà sufficiente dimostrare che
F−1(A×B) ∈ M per ogni A,B ∈ BR, perché come abbiamo visto questi rettangoli generano BR2 ;
essendo però F−1(A × B) = f−1(A) ∩ g−1(B), otteniamo che F è misurabile. Dunque, poiché la
composizione di una funzione continua con una misurabile è a sua volta misurabile, deduciamo la
misurabilità di G ◦ F , cioè di fg.

Definendo G(s, t) = as+ bt si dimostra allo stesso modo la misurabilità di af + bg e con G(s, t) =
s

t
si procede per il quoziente.

Sarà spesso utile considerare funzioni che possano assumere anche valori infiniti. Estendiamo dunque
in modo naturale il concetto di misurabilità anche a queste funzioni.

Definizione.
Un insieme boreliano sulla retta reale estesa R := R ∪ {±∞} è un insieme boreliano di R oppure
un insieme ottenuto aggiungendo a un boreliano di R uno o entrambi i punti all’infinito, dunque la
σ-algebra di Borel su R è data da:

BR :=
{
E ⊂ R : E ∩ R ∈ BR

}
.

Una funzione f : X → R si dice M-misurabile se f−1(E) ∈ M per ogni E ∈ BR.

Osservazione.
Per la composizione di funzioni f : X → R valgono le stesse proprietà descritte in precedenza per
la funzioni a valori reali.
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Proposizione.
Data una successione di funzioni misurabili fn : X → R, sono misurabili le seguenti funzioni:

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn.

Inoltre, il massimo max{f, g} e il minimo min{f, g} di due funzioni misurabili f, g sono ancora
funzioni misurabili e, se per ogni x ∈ X esiste il limite f(x) := lim

n→∞
fn(x) di una successione

fn : X → R di funzioni misurabili, allora f è una funzione misurabile.

Dimostrazione.

La funzione g := sup
n∈N

fn verifica g−1([−∞, a]) =

∞⋂
n=1

f−1
n ([−∞, a]), ed essendo f−1

n ([−∞, a]) ∈

M per ogni a ∈ R, n ∈ N allora anche g−1([−∞, a]) ∈ M per ogni a ∈ R e cioè, poiché le
semirette [−∞, a] generano BR, g è misurabile. Analogamente, h := inf

n∈N
fn è misurabile in quanto

h−1([a,∞]) =

∞⋂
n=1

f−1
n ([a,∞]).

Ragionando allo stesso modo si deduce la misurabilità di gn := sup
m≥n

fm e hn := inf
m≥n

fm e quindi

anche di lim sup
n→∞

fn = inf
n∈N

gn e lim inf
n→∞

f = sup
n∈N

hn.

Introduciamo ora una classe di funzioni elementari, con cui successivamente inizieremo a costruire
la teoria dell’integrazione.

Definizione.
Una funzione ϕ : X → R si dice semplice se è misurabile e la sua immagine è un insieme finito,
ovvero:

ϕ =

N∑
n=1

cnχEn per opportuni c1, . . . , cN ∈ R, E1, . . . , EN ∈ M.

Osservazione.

La rappresentazione ϕ =

N∑
n=1

cnχEn
non è unica in assoluto, ma è unica se supponiamo gli En

disgiunti e cn tutti diversi: data l’immagine {c1, . . . , cN} di ϕ basta prendere En = {x : ϕ(x) = cn},
escluso eventualmente n per cui cn = 0.

Teorema (di approssimazione con funzioni semplici).
Data f : X → [0,∞] misurabile esiste una successione {ϕn}∞n=1 di funzioni semplici tali che 0 ≤
ϕ1 ≤ ϕ2 ≤ · · · ≤ ϕn →

n→∞
f puntualmente e uniformemente su ogni insieme in cui f è limitata.

Dimostrazione.
Le funzioni definite, per n ∈ N, come

ϕn(x) :=

{
m

2n
se

m

2n
≤ f(x) <

m+ 1

2n+1
per qualche m = 0, . . . , 22n − 1

2n se f(x) ≥ 2n

sono misurabili, e dunque semplici, per la misurabilità di f ; inoltre, si verifica facilmente che le ϕn

sono crescenti e che se f(x) ≤ 2n allora 0 ≤ f(x) − ϕn(x) ≤ 1

2n
, il che dimostra la convergenza

puntuale e uniforme.
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Lezioni 17-18 del 10/10/2024

Studiamo ora alcune proprietà particolari di una funzione definita utilizzando l’insieme di Cantor
e che ne eredita alcune peculiarità.

Definizione.
La funzione di Cantor è la funzione F : [0, 1] → [0, 1] definita, per x ∈ C, come la mappa
tra l’insieme di Cantor C e [0, 1] ed estesa in modo costante a ogni intervallo aperto di [0, 1] \ C;
equivalentemente, F è il limite delle funzioni Fn definite come lineari a tratti costanti su Cn e con

pendenza

(
3

2

)n

su ogni intervallo di [0, 1] \ Cn.

Proposizione.
Se F è la funzione di Cantor e G : [0, 1] → [0, 2] è definita come G(x) = x+ F (x), allora:

1. G è strettamente crescente e suriettiva;

2. Se C è l’insieme di Cantor allora m(G(C)) = 1;

3. Se N ⊂ G(C) non è Lebesgue misurabile allora G−1(N) è Lebesgue misurabile ma non Borel
misurabile;

4. G−1 è continua, χG−1(N) è Lebesgue misurabile ma χG−1(N) ◦G−1 non è Lebesgue misurabile.

Dimostrazione.

1. G è strettamente crescente perché x 7→ x è strettamente crescente e x 7→ F (x) è crescente;
inoltre, poiché G(0) = 0 e G(1) = 2, allora G([0, 1]) = [0, 2].

2. Scrivendo [0, 1] \ C =

∞⋃
n=1

In con In intervalli aperti disgiunti, F sarà costante su ciascun In

e dunque se x ∈ In allora G(x) = x+ cn per qualche cn; quindi G preserva la misura degli In
e, per additività, anche di [0, 1] \ C, pertanto:

m(G(C)) = m([0, 2])−m(G([0, 1] \ C)) = 2− 1 = 1.

3. Anzitutto, un N ⊂ G(C) non misurabile esiste perchém(G(N)) > 0, grazie a una osservazione
precedente. G−1(N) è Lebesgue misurabile in quanto ha misura nulla, essendom

(
G−1(N)

)
≤

m
(
G−1(G(C))

)
= m(C) = 0; del resto G−1(N) non può essere boreliano perché altrimenti

N , che è la preimmagine di G−1(N) rispetto alla funzione continua G−1, sarebbe Lebesgue
misurabile.

4. G−1 è continua in quanto inversa di una funzione continua invertibile e χG−1(N) è Lebe-
sgue misurabile in quanto funzione caratteristica di un insieme Lebesgue misurabile; tuttavia
χG−1(N) ◦G−1 = χN non è Lebesgue misurabile perché N non è Lebesgue misurabile.

Iniziamo ora a definire l’integrale di una funzione, partendo dalle funzioni semplici, in cui associamo
semplicemente a ogni insieme la sua misura. Estenderemo poi il concetto a qualsiasi funzione
positiva misurabile e ad un’ampia classe di funzioni misurabili di segno qualunque.

Definizione.

Dato uno spazio misura (X,M, µ), l’integrale di una funzione semplice positiva ϕ =

N∑
n=1

cnχEn ,

con cn ≥ 0, rispetto a µ è dato da

ˆ
ϕdµ :=

N∑
n=1

cnµ(En).
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Dato E ∈ M, l’integrale di ϕ su E rispetto a µ è dato da

ˆ
E

ϕdµ :=

ˆ
ϕχEdµ =

N∑
n=1

cnµ(En ∩ E).

Quando ϕ è espressa in modo esplicito rispetto alla variabile x, scriveremo

ˆ
ϕ(x)dµ(x) (rispetti-

vamente

ˆ
E

ϕ(x)dµ(x)) per intendere

ˆ
ϕdµ (risp.

ˆ
E

ϕdµ). Quando non c’è rischio di ambiguità

riguardo la misura, scriveremo semplicemente

ˆ
ϕ (risp.

ˆ
E

ϕ).

Osservazione.

La definizione di integrale non dipende dalla scrittura ϕ =

N∑
n=1

cnχEn della funzione semplice, purché

si definisca cnµ(En) = 0 se cn = 0 e µ(En) = ∞.

Esempio.

Se µ = # è la misura che conta, allora per ogni ϕ =

N∑
n=1

cnχEn
abbiamo

ˆ
ϕd# =

N∑
n=1

cn#(En) e,

supponendo cn ̸= 0, l’integrale sarà finito se e solo se gli En sono tutti insiemi finiti, cioè se e solo
se ϕ(x) ̸= 0 solo per un numero finito di x; in questo caso, se x1, . . . , xM sono i valori per cui ϕ

non si annulla, avremo

ˆ
ϕd# =

M∑
m=1

ϕ(xm).

Proposizione.
Date due funzioni semplici positive ϕ, ψ, valgono le seguenti:

1.

ˆ
cϕ = c

ˆ
ϕ per ogni c ≥ 0;

2.

ˆ
(ϕ+ ψ) =

ˆ
ϕ+

ˆ
ψ;

3. Se ϕ ≤ ψ allora

ˆ
ϕ ≤
ˆ
ψ;

4. Se E ⊂ F allora

ˆ
E

ϕ ≤
ˆ
F

ϕ;

5. ϕµ := A 7→
ˆ
A

ϕ è una misura su M.

Dimostrazione.

1. Segue dalla definizione.

2. Scrivendo ϕ =

N∑
n=1

cnχEn e ψ =

M∑
m=1

dmχFm , avremo ϕ =

N∑
n=0

M∑
m=0

cnχEn∩Fm e ψ =

N∑
n=0

M∑
m=0

dmχEn∩Fm ,

con c0 = d0 = 0 e E0 = X\
N⋃

n=1

En, F0 = X\
M⋃

m=1

Fm; dunque ϕ+ψ =

N∑
n=0

M∑
m=0

(cn+dn)χEn∩Fm

e pertanto:

ˆ
ϕ+

ˆ
ψ =

N∑
n=0

M∑
m=0

cnµ(En ∩ Fm) +

N∑
n=0

M∑
m=0

dmµ(En ∩ Fm) =

ˆ
(ϕ+ ψ).

3. Con le notazioni del punto precedente, ϕ ≤ ψ implica cn ≤ dm ogni volta che En ∩ Fm ̸= ∅,
dunque ˆ

ϕ =
∑
n,m

cnµ(En ∩ Fm) ≤
∑
n,m

dmµ(En ∩ Fm) =

ˆ
ψ.
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4. Segue dal punto precedente in quanto ϕχE ≤ ϕχF .

5. Segue dal fatto che ϕµ =

N∑
n=1

cnµ|En
è una combinazione lineare con coefficienti positivi cn

delle misure µ|En .

Definizione.
L’integrale di una funzione appartenente alla famiglia di funzioni misurabili positive

L+ = {f : X → [0,∞] : M- misurabile}

è dato da ˆ
fdµ := sup

{ˆ
ϕdµ : ϕ semplice, 0 ≤ ϕ ≤ f

}
.

L’integrale di f ∈ L+ su E è dato da

ˆ
E

fdµ :=

ˆ
fχEdµ.

Osservazione.

1. Se f è semplice allora le due definizioni coincidono, perché f stessa è una delle funzioni
semplici tra cui viene calcolato l’estremo superiore; questo giustifica l’utilizzo delle stessa
notazione e terminologia.

2. Per f ∈ L+ qualsiasi continuano a valere alcune proprietà valide per l’integrale di funzioni
semplici, e in particolare:

ˆ
cf = c

ˆ
f ∀c ≥ 0, f ≤ g ⇒

ˆ
f ≤
ˆ
g, E ⊂ F ⇒

ˆ
E

f ≤
ˆ
F

f.

Esempio.
Se µ = # è la misura che conta su un qualsiasi insieme X, f : X → [0,∞] avrà integrale finito
se e solo se è diversa da zero solo su un insieme numerabile, e in questo caso, chiamando {xn}∞n=1

l’insieme in cui f non si annulla, avremo

ˆ
fd# =

∞∑
n=1

f(xn), come segue approssimando f con

le funzioni semplici ϕN :=

N∑
n=1

f(xn)χ{xn}; se invece l’insieme {x : f(x) > 0} non è numerabile,

scrivendo {x : f(x) > 0} =

∞⋃
n=1

{
x : f(x) ≥ 1

n

}
, uno di questi ultimi insiemi dovrà essere più che

numerabile, e in particolare infinito, per qualche n0, dunque

ˆ
fd# ≥

ˆ
{
x: f(x)≥ 1

n0

} fd# ≥
ˆ
{
x: f(x)≥ 1

n0

} 1

n0
d# =

1

n0
#

{
x : f(x) ≥ 1

n0

}
= ∞.
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Lezioni 19-20 del 14/10/2024

La definizione che abbiamo dato di integrale è sufficientemente maneggevole da fornire un teorema
di convergenza semplice ma di fondamentale importanza.

Teorema (della convergenza monotona).
Se una successione {fn}∞n=1 in L+ è puntualmente monotona crescente, cioè fn(x) ≤ fn+1(x) per
ogni n ∈ N, x ∈ X, allora ˆ

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

ˆ
fn.

In particolare, data f ∈ L+, la successione {ϕn}∞n=1 di funzioni semplici data dal Teorema di

approssimazione con funzioni semplici verifica

ˆ
ϕn ↗

n→∞

ˆ
f .

Dimostrazione del Teorema della convergenza monotona.
Anzitutto, f(x) := lim

n→∞
fn(x) esiste per ogni x grazie alla monotonia di f , e poiché la misurabilità

si preserva passando al limite abbiamo anche f ∈ L+; anche il limite di

ˆ
fn esiste perché è una

successione crescente. Inoltre, poiché fn ≤ f puntualmente, allora lim
n→∞

ˆ
fn ≤

ˆ
f .

Per mostrare la disuguaglianza opposta, fissiamo c ∈ (0, 1) e ϕ semplice che verifichi 0 ≤ ϕ ≤ f e
definiamo En := {x ∈ X : fn(x) ≥ cϕ(x)}, che verificheràˆ

fn ≥
ˆ
En

fn ≥
ˆ
En

cϕ = c

ˆ
En

ϕ.

Gli En sono una famiglia crescente la cui unione è X, perché essendo f > cϕ allora per ogni x
fissato dovrò avere fn(x) > cϕ(x) per qualche n. Applicando la formula dell’unione crescente alla

misura E →
ˆ
E

ϕ otteniamo

ˆ
En

ϕ →
n→∞

ˆ
ϕ e dunque lim

n→∞

ˆ
fn ≥ c

ˆ
ϕ; passando all’estremo

superiore tra i c ∈ (0, 1) ottengo lim
n→∞

ˆ
fn ≥

ˆ
ϕ per ogni funzione semplice positiva ϕ ≤ f , quindi

per definizione di integrale concludiamo che lim
n→∞

ˆ
fn ≥

ˆ
f .

Esempio.

∞∑
k=0

(
n

√
n2 +

1

2k
− n2

)
→

n→∞
1.

Infatti, possiamo scrivere

∞∑
k=0

(
n

√
n2 +

1

2k
− n2

)
=

ˆ
N
fn(k)d#(k) con

fn(k) = n

√
n2 +

1

2k
− n2 =

1
2k√

1 + 1
n22k

+ 1
↗

n→∞

1

2k+1

e dunque
∞∑
k=0

fn(k) →
n→∞

ˆ
1

2k+1
d#(k) =

∞∑
k=0

1

2k+1
= 1;

allo stesso modo si può dimostrare che

∞∑
k=0

(
n
√
n2 + ak − n2

)
→

n→∞

1

2(1− a)
∀ a ∈ [0, 1).

Corollario.
Data una successione {fn}∞n=1 in L+, finita o infinita, vale l’uguaglianzaˆ ∑

n

fn =
∑
n

ˆ
fn.
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Inoltre, fµ : E 7→
ˆ
E

f è una misura per ogni f ∈ L+.

Dimostrazione.
Mostriamo anzitutto il risultato per le somme finite, per cui è sufficiente considerare il caso di due
funzioni e iterare: date f1, f2, per il Teorema di approssimazione con funzioni semplici esistono due
successioni di funzioni semplici {ϕn}∞n=1, {ψn}∞n=1 che convergono dal basso rispettivamente a f1, f2;
ϕn + ψn convergerà dal basso a f1 + f2 e dunque applicando alle tre successioni il Teorema della
convergenza monotona e utilizzando l’additività dell’integrale delle funzioni semplici otteniamo

ˆ
(f1 + f2) = lim

n→∞

ˆ
(ϕn + ψn) = lim

n→∞

ˆ
ϕn + lim

n→∞

ˆ
ψn =

ˆ
f1 +

ˆ
f2.

Nel caso di una successione infinita di funzioni {fn}∞n=1, abbiamo appena visto che

ˆ N∑
n=1

fn =

N∑
n=1

ˆ
fn per ogni N , dunque possiamo applicare a quest’ultima successione di funzioni il Teorema

della convergenza monotona:

ˆ ∞∑
n=1

fn =

ˆ
lim

N→∞

N∑
n=1

fn = lim
N→∞

ˆ N∑
n=1

fn = lim
N→∞

N∑
n=1

ˆ
fn =

∞∑
n=1

ˆ
fn.

Infine, presa un unione disgiunta di misurabili {En}∞n=1, applicando quanto appena visto a fn =
fχEn

otteniamo

ˆ
⋃∞

n=1 En

f =

ˆ
fχ⋃∞

n=1 En
=

ˆ ∞∑
n=1

fχEn
=

∞∑
n=1

ˆ
fχEn

=

∞∑
n=1

ˆ
En

f,

dunque E 7→
ˆ
E

f è una misura.

Lemma (di Fatou).
Data una successione {fn}∞n=1 in L+ vale

ˆ
lim inf
n→∞

fn ≤ lim inf
n→∞

ˆ
fn.

Osservazione.
In generale, potrebbe valere la disuguaglianza stretta: prendiamo ad esempio la misura di Lebesgue

su R e fn = χ[n,n+1): abbiamo fn →
n→∞

0 puntualmente, e dunque

ˆ
lim inf
n→∞

fn = 0, ma

ˆ
fn = 1

per ogni n; la stessa conclusione si ottiene con fn = nχ(0, 1
n )

oppure f =
1

n
χ[0,n). Questi stessi

esempi dimostrano che la sola convergenza puntuale non è sufficiente per “scambiare” limite e
integrale.
Un altro esempio in cui vale la disuguaglianza stretta nel Lemma di Fatou, ma in cui non esiste

il limite puntuale è dato da fn =

{
χ[0,1] n pari
χ[1,2] n dispari

, in cui lim inf
n→∞

fn(x) = 0 per ogni x maˆ
fn = 0.

Dimostrazione del Lemma di Fatou.
Le funzioni gn := inf

m≥n
fm verificano fn ≥ gn e inoltre gn ↗

n→∞
lim inf
n→∞

fn, dunque applicando il

Teorema della convergenza monotona a gn si ottiene

lim inf
n→∞

ˆ
fn ≥ lim inf

n→∞

ˆ
gn =

ˆ
lim

n→∞
gn =

ˆ
lim inf
n→∞

fn.
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Sarà spesso conveniente, nel calcolo degli integrali, poter tralasciare gli insiemi che hanno misura
nulla.

Definizione.
Dato uno spazio misura (X,M, µ), una proprietà sui punti di X vale quasi ovunque o per quasi
ogni x ∈ X, in breve q.o., se è vera per tutti i punti di X ad eccezione di un insieme di misura
nulla, cioè se esiste un insieme E ∈ M tale che µ(E) = 0 e la proprietà è vera per ogni x ∈ Ec.

Proposizione.

Data f ∈ L+, vale

ˆ
f = 0 se e solo se f = 0 q.o..

Dimostrazione.

Se una funzione semplice ϕ =

N∑
n=1

cnχEn
, con cn ̸= 0, verifica ϕ = 0 q.o., allora necessariamente

µ(En) = 0 per n = 1, . . . , N , e dunque

ˆ
ϕ = 0; se in generale f ∈ L+ è nulla q.o., allora ϕ = 0

q.o. per ogni funzione semplice ϕ tale che 0 ≤ ϕ ≤ f , e quindi

ˆ
f = 0. Viceversa, ponendo

En =

{
x : f(x) ≥ 1

n

}
per n ∈ N, avremo f ≥ 1

n
χEn

per ogni n ∈ N, dunque
ˆ
f ≥ 1

n
µ(En) e

quindi se

ˆ
f = 0 dev’essere µ(En) = 0 per ogni n. Essendo però {x : f(x) > 0} =

∞⋃
n=1

En con

unione crescente, allora µ({x : f(x) > 0}) = 0, cioè f = 0 q.o..

Corollario.

1. Se fn ∈ L+ e fn ↗
n→∞

f q.o., allora

ˆ
f = lim

n→∞

ˆ
fn.

2. Se fn → f q.o. allora

ˆ
f ≤ lim inf

n→∞

ˆ
fn.

Dimostrazione.

1. Se E è un insieme tale che µ(E) = 0 e fn ↗
n→∞

f puntualmente su Ec, allora applicando il

Teorema della convergenza monotona a fnχEc e la proposizione precedente a fχEc , fnχEc si
ottiene ˆ

f =

ˆ
fχEc +

ˆ
fχE =

ˆ
fχEc = lim

n→∞

ˆ
fnχEc = lim

n→∞

ˆ
fn.

2. Segue applicando il Lemma di Fatou a fnχEc , con E tale che µ(E) = 0 e fn → f su Ec.
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Lezioni 21-22 del 15/10/2024

Per poter integrare funzioni di segno qualunque, oltre alla misurabilità richiederemo una condizione
extra per evitare infiniti di segno opposto che vadano in conflitto.

Definizione.
Una funzione misurabile f si dice integrabile se le funzioni positive f+ e f− hanno entrambe
integrale finito.
L’integrale di una funzione integrabile f è definito come

ˆ
f :=

ˆ
f+ −

ˆ
f−.

Osservazione.
Una funzione misurabile è integrabile se e solo se |f | = f+ + f− ha integrale finito.

Proposizione.
Date due funzioni f, g integrabili, valgono le seguenti:

1. af + bg è integrabile per ogni a, b ∈ R e

ˆ
(af + bg) = a

ˆ
f + b

ˆ
g;

2. Se f ≤ g q.o. allora

ˆ
f ≤
ˆ
g;

3.

∣∣∣∣ˆ f

∣∣∣∣ ≤ ˆ |f | e l’uguaglianza vale se e solo se f ha segno costante q.o.;

4. {x : |f(x)| = ∞} ha misura nulla e {x : f(x) ̸= 0} è σ-finito;

5.

ˆ
E

f =

ˆ
E

g per ogni misurabile E se e solo se

ˆ
|f − g| = 0 se e solo se f = g q.o..

Dimostrazione.

1. af+bg è integrabile perché |af+bg| ≤ |a||f |+ |b||g| e quindi af+bg ∈ L+; poi,

ˆ
af = a

ˆ
f

segue dalla validità della stessa proprietà su L+; l’additività segue spezzando f + g, f, g in
parti positive e negative scrivendo (f+g)++f−+g− = (f+g)−+f++g+ ∈ L+ e applicando
l’additività dell’integrale di funzioni positive:

ˆ
(f + g)+ +

ˆ
f− +

ˆ
g− =

ˆ (
(f + g)+ + f− + g−

)
=

ˆ (
(f + g)− + f+ + g+

)
=

ˆ
f+ +

ˆ
g+ +

ˆ
(f + g)−,

da cui segue

ˆ
(f + g) =

ˆ
(f + g)+ −

ˆ
(f + g)− =

ˆ
f+ −

ˆ
f− +

ˆ
g− −

ˆ
g+ =

ˆ
f +

ˆ
g.

2. Segue dalla monotonia dell’integrale su L+ e dal fatto che se f ≤ g allora f+ ≤ g+ e f− ≥ g−.

3. Segue scrivendo ∣∣∣∣ˆ f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ˆ f+ −
ˆ
f−
∣∣∣∣ ≤ ˆ f+ +

ˆ
f− =

ˆ
|f |;

l’uguaglianza varrà se e solo se

ˆ
f+ e

ˆ
f− hanno segno opposto, cioè se e solo se uno dei

due è nullo, che equivale a dire che f+ oppure f− è nulla q.o..

29



4. Se E := {x : |f(x)| = ∞} avesse misura δ > 0, allora |f | ≥ ∞χE , dunque

ˆ
|f | ≥ ∞ · δ = ∞,

dunque f non sarebbe integrabile; per la seconda affermazione, è sufficiente scrivere {x :

f(x) ̸= 0} =

∞⋃
n=1

En con En :=

{
x : |f(x)| ≥ 1

n

}
: se un qualche En0 avesse misura infinita,

allora otterremmo l’assurdo

ˆ
|f | ≥

ˆ
|f |χEn0

≥ µ(En0)
1

n0
= ∞.

5. La seconda equivalenza si ottiene applicando a |f − g| una proprietà delle funzioni integrabili;

se

ˆ
|f − g| = 0 allora dalla 3 otteniamo∣∣∣∣ˆ

E

f −
ˆ
E

g

∣∣∣∣ ≤ ˆ χE |f − g| ≤
ˆ

|f − g| = 0;

infine, se

ˆ
E

f =

ˆ
E

g per ogni E, scegliendo E = {x : f(x)−g(x) > 0} otteniamo

ˆ
(f−g)+ =ˆ

{x:f(x)−g(x)>0}
(f − g) = 0 e analogamente

ˆ
(f − g)− = 0, da cui

ˆ
|f − g| = 0.

Mostriamo ora un altro teorema di passaggio al limite sotto integrale, valido stavolta per funzioni
di segno qualunque. Anche questo, al pari del Teorema della convergenza monotona, è piuttosto
semplice nell’enunciato ma ha moltissime applicazioni.

Teorema (della convergenza dominata).
Sia {fn}∞n=1 una successione di funzioni misurabili tali che:

1. fn →
n→∞

f q.o.;

2. |fn| ≤ g per ogni n, per qualche g integrabile.

Allora f è integrabile e

ˆ
f = lim

n→∞

ˆ
fn.

Osservazione.
Sotto le stesse ipotesi, è possibile applicare il teorema a |fn − f |, che verifica |fn − f | ≤ 2g con 2g

integrabile, e concludere anche che

ˆ
|fn − f | →

n→∞
0.

Dimostrazione del Teorema della convergenza dominata.
Essendo limite di funzioni misurabili, f è misurabile, a meno di ri-definirla su un insieme di misura
nulla, ed essendo |f | ≤ |g| allora f è anche integrabile. Applicando poi il Lemma di Fatou alle
successioni g ± fn ∈ L+ si ottiene
ˆ
g +

ˆ
f =

ˆ
(g + f) =

ˆ
lim inf
n→∞

(g + fn) ≤ lim inf
n→∞

ˆ
(g + fn) =

ˆ
g + lim inf

n→∞

ˆ
fn,ˆ

g −
ˆ
f =

ˆ
(g − f) =

ˆ
lim inf
n→∞

(g − fn) ≤ lim inf
n→∞

ˆ
(g − fn) =

ˆ
g − lim sup

n→∞

ˆ
fn;

cancellando

ˆ
g da entrambe le formule si ottiene lim sup

n→∞

ˆ
fn ≤

ˆ
f ≤ lim inf

n→∞

ˆ
fn, dunque dovrà

essere

ˆ
fn →

n→∞

ˆ
f .

Corollario.

Se {fn}∞n=1 è una successione di funzioni misurabili tali che

∞∑
n=1

ˆ
|fn| <∞, allora

∞∑
n=1

fn converge

q.o. e ˆ ∞∑
n=1

fn =

∞∑
n=1

ˆ
fn.
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Dimostrazione.

Applicando un corollario del Teorema della convergenza monotona a |fn| otteniamo che

ˆ ∞∑
n=1

|fn| =

∞∑
n=1

ˆ
|fn| <∞ e dunque g :=

∞∑
n=1

|fn| è integrabile; dalla proposizione precedente,

∞∑
n=1

|fn|(x) sarà

finita per q.o. x e per questi x avremo che

∞∑
n=1

fn è convergente. Inoltre, poiché

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

fn

∣∣∣∣∣ ≤ g per

ogni N , il risultato segue applicando il Teorema della convergenza dominata a gN :=

N∑
n=1

fn.

Esempio.

∞∑
k=0

(
n

√
n2 +

(−1)k

2k
− n2

)
→

n→+∞

1

3
.

Infatti, è sufficiente scrivere, come in un esempio precedente, la somma come integrale rispetto alla
misura che conta di

fn(k) := n

√
n2 +

(−1)k

2k
− n2 =

(−1)k

2k√
1 + (−1)k

n22k
+ 1

,

che converge puntualmente a
(−1)k

2k+1
per ogni k fissato; poiché inoltre |fn(k)| ≤

1

2k
:= g(k), che ve-

rifica

ˆ
N
g(k)d#(k) =

∞∑
k=0

1

2k
< +∞, allora si può applicare il Teorema della convergenza dominata

ottenendo
∞∑
k=0

fn(k) →
n→+∞

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
=

1

3
.

Allo stesso modo si può dimostrare che

∞∑
k=0

(
n
√
n2 + (−1)kak − n2

)
→

n→∞

1

2(1 + a)
∀ a ∈ [0, 1).

Vediamo infine come si possono approssimare funzioni di segno qualunque con funzioni semplici,
in un modo che permetta di passare al limite dentro al segno di integrale. Nel caso di misure di
Lebesgue-Stieltjes, è possibile procedere in modo simile utilizzando funzioni continue.

Proposizione.

Data f integrabile, esiste una successione {ϕn}∞n=1 di funzioni semplici tale che

ˆ
|ϕn − f | →

n→∞
0.

Se poi µ è una misura di Lebesgue-Stieltjes su R allora esiste una successione {fn}∞n=1 di funzioni

continue tale che

ˆ
|fn − f | →

n→∞
0.

Dimostrazione.
Applicando il Teorema di approssimazione con funzioni semplici a f+ e f− troveremo due successioni
{ψn}∞n=1, {ηn}∞n=1 di funzioni semplici positive tali che ψn ↗

n→∞
f+, ηn ↗

n→∞
f− puntualmente,

dunque dal Teorema della convergenza monotona

ˆ
ψn ↗

n→∞

ˆ
f+,

ˆ
ηn ↗

n→∞

ˆ
f− e quindi

ϕn := ψn − ηn sono funzioni semplici tali che

ˆ
|ϕn − f | =

ˆ (
ψn − f+

)
+

ˆ (
ηn − f−

)
→

n→∞
0.

Per la seconda affermazione, è sufficiente dimostrare che ogni funzione semplice integrabile può essere
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approssimata da funzioni continue, che dovranno essere anch’esse integrabili; per linearità, basta
ridursi al caso di funzioni caratteristiche di insiemi misurabili, ed è inoltre possibile considerare solo

misurabili di misura finita perché se ϕ =

N∑
n=1

cnχEn
allora µ(En) =

1

|cn|

ˆ
En

|ϕ| ≤ 1

|cn|

ˆ
|ϕ| < ∞.

Grazie al Teorema di approssimazione con aperti e compatti, per ogni misurabile E esistono due
successioni An di aperti e Cn di chiusi tali che Cn ⊂ E ⊂ An tali che

µ(An \ Cn) = µ(An \ E) + µ(E \ Cn) <
1

n
,

dunque la funzione

fn(x) :=
d(x,Ac

n)

d(x,Ac
n) + d(x,Cn)

coincide con χE sia su Ac
n che su Cn, mentre sul resto sono entrambe comprese tra 0 e 1, dunque

ˆ
|fn − χE | ≤ µ(An \An) →

n→+∞
0.

32



Lezioni 23-24 del 17/10/2024

Vediamo infine un risultato fondamentale sugli integrali dipendenti da parametro, conseguenza
del Teorema di convergenza monotona, che ha anche implicazioni pratiche per il calcolo di alcuni
integrali di cui non si conoscono le primitive.

Teorema (di continuità e derivazione sotto integrale).
Sia f : X × (a, b) → R tale che f(·, t) : X → R è integrabile per ogni t fissato, sia

F (t) :=

ˆ
X

f(x, t)dµ(x)

e sia t0 ∈ (a, b) fissato. Allora:

Continuità Se f(x, ·) è continua in t0 per ogni x ed esiste g integrabile tale che |f(x, t)| ≤ g(x) per ogni
x e per t in un intorno di t0, allora F è continua in t0.

Derivazione Se f(x, ·) è derivabile in t0 per ogni x ed esiste h integrabile tale che |∂tf(x, t)| ≤ h(x) per
ogni x e per t in un intorno di t0, allora F è differenziabile in t0 e

F ′(t0) :=

ˆ
X

∂tf(x, t0)dµ(x).

Osservazione.
Assumendo che ∂tf(·, t) abbia una maggiorante integrabile otterremo che F è differenziabile, e
dunque in particolare continua, senza dover supporre esplicitamente che anche f abbia una mag-
giorante integrabile. Del resto, se |∂tf(x, t)| ≤ h(x) allora per t ∈ [t0− δ, t0+ δ] avremo |∂tf(·, t)| ≤
|f(x, t0)|+ δh(x) e quest’ultima è una maggiorante integrabile.

Esempio.

ˆ ∞

0

e−x − e−tx

x
dx = log t, ∀ t > 0.

Infatti, possiamo applicare il Teorema di continuità e derivazione sotto integrale e otterremo conti-
nuità in quanto, per t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] e x ∈ (0, 1],∣∣∣∣e−x − e−tx

x

∣∣∣∣ ≤
| − x− (−tx)|maxmin{x,tx}≤s≤max{x,tx} |−e−s|

x

= |1− t|e−min{x,tx}

≤ 1 + |t|
≤ 1 + t0 + δ

mentre se x > 1 avremo ∣∣∣∣e−x − e−tx

x

∣∣∣∣ ≤ e−x + e−tx

x
≤ e−x + e−(t0−δ)x

x
,

dunque, prendendo δ < t0, una maggiorante integrabile è g(x) :=

 1 + t0 + δ se 0 < x ≤ 1
e−x + e−(t0−δ)x

x
se x > 1

;

quanto alla derivabilità, abbiamo∣∣∣∣∂t e−x − e−tx

x

∣∣∣∣ = ∣∣e−tx
∣∣ ≤ e−(t0−δ)x =: h(x),

dunque applicando il teorema otterremo

ˆ ∞

0

e−x − e−tx

x
dx =

ˆ t

0

(ˆ ∞

0

∂s
e−x − e−sx

x
dx

)
ds =

ˆ t

0

(ˆ ∞

0

e−sxdx

)
ds =

ˆ t

0

1

s
ds = log t.
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Dimostrazione del Teorema di continuità e derivazione sotto integrale.

Continuità Fissato t0, per la continuità di f la successione fn := f(·, tn) convergerà puntualmente a
f(·, t0) per qualsiasi tn → t0; inoltre, per n grande avremo |tn − t0| ≤ δ e dunque |fn| ≤ g,
dunque applicando il Teorema della convergenza dominata otterremo

lim
n→∞

F (tn) = lim
n→∞

ˆ
X

f(x, tn)dµ(x) =

ˆ
X

f(x, t0)dµ(x) = F (t0),

cioè F (t) è continua in t0.

Derivazione Anzitutto, fissato t0 possiamo scrivere ∂tf(x, t0) = lim
n→∞

hn(x), con

hn :=
f(·, tn)− f(·, t0)

tn − t0

per una qualsiasi tn → t0, il che dimostra la misurabilità di ∂tf(·, t0); dal Teorema del valor
medio otteniamo che |hn| ≤ sup

t
|∂tf(·, t)| ≤ h, dunque si può applicare il Teorema della

convergenza dominata a hn ottenendo cos̀ı:

F ′(t0) = lim
n→∞

F (tn)− F (t0)

tn − t0
= lim

n→∞

ˆ
hn(x)dµ(x) =

ˆ
∂tf(x, t)dµ(x).

Vedremo ora varie nozioni della convergenza per successioni di funzioni misurabili e le confronteremo
tra loro.

Definizione.

Una successione di funzioni misurabili {fn}∞n=1 converge in media a una f misurabile se

ˆ
|fn−

f | →
n→∞

0.

{fn}∞n=1 converge in misura a f se

µ ({x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) →
n→∞

0, ∀ε > 0.

Proposizione.
Data una successione {fn}∞n=1 di funzioni misurabili, valgono le seguenti:

1. Se fn →
n→∞

f uniformemente allora converge q.o., in misura e, se µ(X) <∞, allora fn →
n→∞

f

in media;

2. Se fn →
n→∞

f in media allora fn →
n→∞

f in misura;

3. Se fn →
n→∞

f q.o. e µ(X) <∞ allora fn →
n→∞

f in misura;

4. Se fn →
n→∞

f in misura allora esiste una sotto-successione fnk
tale che fnk

→
k→∞

f q.o..

Esempio.

1. La successione fn =
1

n
χ[0,n) converge a 0 uniformemente su R (e dunque puntualmente);

converge anche in misura, perché m({x ∈ R : fn(x) ≥ ε}) = 0 per n >
1

ε
, ma non converge

in media (rispetto alla misura di Lebesgue) perché

ˆ
|fn|dm = 1.

2. fn = χ[n,n+1) converge q.o. a 0 su R ma non converge in misura, perché m({x ∈ R :
fn(x) ≥ 1}) = 1, e dunque neanche in media; non converge neanche uniformemente perché
sup
R

|fn| = 1.
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3. fn = nχ(0, 1
n )

converge a 0 q.o. su [0, 1], e dunque in misura, ma non converge in media, e

dunque neanche uniformemente, perché

ˆ
|fn| = 1.

4. Ponendo, per n = 2m + l con 0 ≤ l ≤ 2m − 1, fn = χ[ l
2m , l+1

2m ), la successione converge a 0

su [0, 1] in media (e dunque in misura) perché

ˆ
|fn| =

1

2m
, ma non converge q.o. (e dunque

neanche uniformemente) perché per ogni x ∈ [0, 1] esistono infiniti n per cui fn(x) = 0 e
infiniti n per cui fn(x) = 1.

Dimostrazione della proposizione.

1. Se fn →
n→∞

0 uniformemente, allora per ogni x vale |fn(x) − f(x)| ≤ sup |fn − f | →
n→∞

0;

inoltre, per ogni ε > 0 abbiamo {|fn − f | ≥ ε} = ∅ per n sufficientemente grande e dunque

c’è convergenza in misura; infine, se µ(X) <∞,

ˆ
|fn − f | ≤ µ(X) sup |fn − f | →

n→∞
0.
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Dimostrazione della proposizione.

2. Se fn →
n→∞

f in media, allora per ogni ε > 0

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 1

ε

ˆ
{|fn−f |≥ε}

ε ≤ 1

ε

ˆ
{|fn−f |≥ε}

|fn − f | ≤ 1

ε

ˆ
|fn − f | →

n→∞
0.

3. Scriviamo innanzi tutto{
|fn − f | →

n→∞
0
}

=

∞⋂
k=1

{
|fn − f | < 1

k
definitivamente

}

=

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

{
|fn − f | < 1

k
, ∀m ≥ n

}

=

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

{
|fm − f | < 1

k

}
;

essendo fn → f q.o., l’insieme precedente ha misura piena e cioè µ

( ∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
|fm − f | ≥ 1

k

})
=

0. Dovremo quindi avere µ

( ∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
|fm − f | ≥ 1

k

})
= 0 per ogni k, e applicando la formu-

la dell’unione decrescente (lecita perché µ(X) <∞) si otterrà µ

( ∞⋃
m=n

{
|fm − f | ≥ 1

k

})
→

n→∞

0 per ogni k, dunque in particolare µ

({
|fn − f | ≥ 1

k

})
→

n→∞
0 per ogni k e cioè fn →

n→∞
f

in misura.

4. Poiché fn →
n→∞

f in misura, per ogni k esisterà una successione nk tale che µ

({
|fnk

− f | ≥ 1

k

})
≤

1

2k
per n ≥ nk. Poiché µ

( ∞⋃
k=1

{
|fnk

− f | ≥ 1

k

})
≤

∞∑
k=1

1

2k
= 1, possiamo applicare la

formula dell’intersezione decrescente e ottenere

µ

( ∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

{
|fnk

− f | ≥ 1

k

})
= lim

m→∞
µ

( ∞⋃
k=m

{
|fnk

− f | ≥ 1

k

})
≤ lim

m→∞

∞∑
k=m

1

2k
= 0;

del resto, se x ̸∈
∞⋂

m=1

∞⋃
k=m

{
|fnk

− f | ≥ 1

k

}
allora per qualche m avremo |fnk

(x)− f(x)| < 1

k

per k ≥ m, e cioè fnk
(x)− f(x) →

k→∞
0, in conclusione fnk

→
k→∞

f q.o..

Definizione.
Una successione di funzioni misurabili {fn}∞n=1 converge quasi uniformemente a una f misu-
rabile se per ogni ε > 0 esiste un misurabile E tale che µ(E) < ε e fn →

n→∞
f su Ec.

Osservazione.
Se fn →

n→∞
f uniformemente allora fn →

n→∞
f quasi uniformemente, come segue prendendo E = ∅

nella definizione.
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Esempio.

Tra gli esempi visti in precedenza, fn =
1

n
χ[0,n) converge a 0 quasi uniformemente, perché converge

uniformemente; anche fn = nχ(0, 1
n )

converge a zero quasi uniformemente, perché per ogni ε > 0

E := (0, ε) verifica m(E) = ε e fn|[0,1]\E ≡ 0 per n grande. La successione fn = χ[n,n+1) non
converge quasi uniformemente perché m([n, n + 1)) = 1 e sup

[n,n+1)

|fn| ̸→
n→∞

0 e neanche f2m+l =

χ[ l
2m , l+1

2m ) converge quasi uniformemente perché sup
[0,1]\E

|fn| = 1 per ogni E ⊊ [0, 1].

Proposizione.
Se fn →

n→∞
f quasi uniformemente allora fn →

n→∞
f q.o. e in misura.

Dimostrazione.

Se fn →
n→∞

f quasi uniformemente, per ognim ∈ N scegliamo un misurabile Em tale che µ(Em) ≤ 1

m

e sup
Ec

m

|fn − f | →
n→∞

0; allora, E :=

∞⋂
m=1

Em avra misura µ(E) ≤ µ(Em) ≤ 1

m
per ogni m, e

cioè µ(E) = 0. Inoltre, per ogni x ∈ Ec =

∞⋃
m=1

Ec
m avremo x ∈ Ec

m per qualche m, dunque

|fn(x)− f(x)| ≤ sup
Ec

m

|fn − f | →
n→∞

0, dunque in particolare fn(x) →
n→∞

f(x) per q.o. x.

Prendendo poi Em come prima, per ogni ε > 0 fissato avrò sup
Ec

m

|fn − f | < ε per n ≥ N(m), ovvero

{|fn − f | ≥ ε} ⊂ Em e quindi µ({|fn − f | ≥ ε}) ≤ µ(Em) ≤ 1

m
, cioè µ({|fn − f | ≥ ε}) →

n→∞
0 e

quindi c’è convergenza in misura.

Teorema (di Egoroff).
Data una successione {fn}∞n=1 di funzioni misurabili tale che fn →

n→∞
f q.o., se µ(X) < ∞ allora

fn converge quasi uniformemente.
In particolare, le convergenze q.o. e quasi uniforme coincidono sugli insiemi di misura finita.

Osservazione.
Se µ(X) = ∞, la convergenza q.o. non implica la convergenza quasi uniforme; infatti, la successione
fn = χ[n,n+1), già incontrata precedente, converge q.o. ma uniformemente solo sui sottoinsiemi
superiormente limitati di R.

Dimostrazione del Teorema di Egoroff.
Definiamo, per n, k ∈ N,

En,k =

∞⋃
m=n

{
x ∈ X : |fm(x)− f(x)| ≥ 1

k

}
.

Per ipotesi, µ

( ∞⋂
n=1

En,k

)
= 0 per ogni k fissato, ed è un’intersezione decrescente in n, dunque

avendo ipotizzato µ(X) <∞ possiamo applicare la formula dell’intersezione decrescente e otterremo

µ(En,k) →
n→∞

0. Fissato ε > 0, prendiamo nk tale che µ(Enk,k) <
ε

2k
e definiamo E :=

∞⋃
k=1

Enk,k:

avremo µ(E) ≤
∞∑
k=1

µ(Enk,k) < ε e inoltre, se x ̸∈ E, avremo |fn(x) − f(x)| ≤ 1

k
per n ≥ nk, e

dunque fn →
n→∞

f uniformemente su Ec.

Consideriamo ora un prodotto di due spazi misura e proviamo a definire in modo naturale una
misura su questo spazio prodotto a partire dai due spazi base.
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Definizione.
Dati due spazi misura (X,M, µ) e (Y,N , ν), la misura prodotto µ× ν è definita sulla σ-algebra
prodotto M⊗N come:

(µ× ν)(A1 ×B1 ∪ · · · ∪AN ×BN ) =

N∑
n=1

µ(An)ν(Bn)

per ogni unione disgiunta di rettangoli A1 × B1 ∪ · · · ∪ AN × BN , dando il valore 0 ad eventuali
prodotti 0 · ∞ nella somma precedente, ed estendendo la misura con il Teorema di estensione di
misure alla σ-algebra M⊗N generata dall’algebra delle unioni finite di rettangoli.

Osservazione.

1. µ×ν è finita se e solo se µ, ν sono entrambe finite, ed è σ-finita se e solo se µ, ν sono entrambe
σ-finite.

2. In generale, anche se µ e ν sono entrambe complete, µ× ν non è completa: prendendo infatti
E ∈ P(X)\M e F ∈ N con ν(F ) = 0 avremo (µ×ν)(E×F ) = 0 ma E×F ̸∈ M⊗N ; questo
problema può essere risolto applicando a µ× ν il Teorema del completamento di misure.
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Definizione.
Dati E ⊂ X × Y , x ∈ X, y ∈ Y , la x-sezione e la y-sezione di E sono date rispettivamente da

Ex := {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}, Ey := {x ∈ X : (x, y) ∈ E};

La x-sezione e la y-sezione di una funzione f definita su X × Y sono

fx(y) := f(x, y), fy(x) := f(x, y).

Il seguente teorema, dall’enunciato forse prevedibile ma dalla dimostrazione non banale, fornisce
uno strumento pratico essenziale per integrare su spazi prodotto.

Teorema (di Fubini-Tonelli).
Siano (X,M, µ) e (Y,N , ν) due spazi di misura σ-finiti.

Tonelli Se f ∈ L+(X × Y ), allora le sezioni di f

fx : y 7→ f(x, y), fy : x 7→ f(x, y)

sono, rispettivamente, ν-misurabile per q.o. x e µ−misurabile per q.o. y; inoltre,

x→
ˆ
Y

fxdν, y →
ˆ
X

fydµ

sono, rispettivamente, µ-misurabile e ν-misurabile e infine
ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =

ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)
dµ(x) =

ˆ
Y

(ˆ
X

fydµ

)
dν(y).

In particolare, se E ∈ M⊗N , allora le sezioni

Ex := {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}, Ey := {x ∈ Y : (x, y) ∈ E}

sono, rispettivamente, ν-misurabile per q.o. x e µ−misurabile per q.o. y, le funzioni x 7→
ν(Ex), y 7→ µ(Ey) sono rispettivamente µ-misurabile e ν-misurabile e

(µ× ν) =

ˆ
X

ν(Ex)dµ(x) =

ˆ
Y

µ(Ey)dν(y).

Fubini Se f è integrabile su X × Y allora fx, f
y sono integrabile rispettivamente su Y per q.o. x

e su X per q.o. y, inoltre x →
ˆ
Y

fxdν, y →
ˆ
X

fydµ definite come sopra sono integrabili

rispettivamente su X,Y e vale la formula precedente.

Osservazione.

1. Il Teorema di Fubini-Tonelli è falso se si toglie l’ipotesi di σ-finitezza. Prendiamo infatti
X = Y = [0, 1], M = N = B[0,1] con µ = m misura di Lebesgue e ν = # misura che conta e

f = χD la funzione caratteristica della diagonale D = {(x, x) : x ∈ [0, 1]}:
ˆ
fd(m ×#) =

∞ perché ogni famiglia {En}∞n=1 di rettangoli che ricopre D ne avrà almeno uno con x-
sezione Ex più che numerabile, e dunque avrà misura infinita; inoltre, Ex = {x} per ogni

x, dunque #(Ex) = 1 e quindi

ˆ
#(Ex)dm(x) = 1; infine, Ey = {y} per ogni y e quindiˆ

m(Ey)d#(y) =

ˆ
0d# = 0.

2. Anche sotto ipotesi di σ-finitezza, è necessario assumere che le funzioni integrande siano
positive o integrabili: prendendo ad esempio la misura di Lebesgue sui boreliani di [0, 1]2 e

f(x, y) =
x− y

(x+ y)3
, otteniamo

ˆ
Y

fx =
1

(1 + x)2
per ogni x e dunque

ˆ (ˆ
Y

fx

)
dx =

1

2
;

scambiando il ruolo di x, y avremo invece

ˆ (ˆ
fy
)
dy = −1

2
.
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Esempio.

1. Scegliendo (X,M, µ) = (Y,N , ν) = (N,P(N),#) otteniamo che
∑
k∈N

∑
l∈N

a(k, l) =
∑
l∈N

∑
k∈N

a(k, l)

per ogni serie a termini positivi o che sia assolutamente convergente rispetto a entrambe le
variabili.

2. Scegliendo (Y,N , ν) =
(
R,BR,m

)
, applicando il Teorema di Tonelli alla funzione indicatrice

del sotto-grafico
E := {(x, y) ∈ X × R : 0 ≤ y ≤ f(x)}

di una funzione f :∈ L+(X) otteniamo

(µ×m)(E) =

ˆ
X

(ˆ
R
m(Ex)

)
dµ(x) =

ˆ
X

(ˆ
R
χ[0,f(x)](y)dy

)
dµ(x) =

ˆ
X

f(x)dµ(x),

cioè la ben nota interpretazione di integrale di una funzione positiva come area del suo sotto-
grafico.
Scambiando l’ordine di integrazione otteniamo invece la formula

ˆ
X

f(x)dµ(x) =

ˆ ∞

0

µ(Ey)dy, dove Ey = {x ∈ X : f(x) ≥ y}.

Definizione.
Una classe monotona su X è una sotto-famiglia C ⊂ P(X) che sia chiuso rispetto a unioni crescenti numerabili
e intersezioni decrescenti numerabili, ovvero:

{En}∞n=1 ⊂ C, En ⊂ En+1 ∀n ⇒
∞⋃

n=1

En ∈ C;

{Fn}∞n=1 ⊂ C, Fn+1 ⊂ Fn ∀n ⇒
∞⋂

n=1

Fn ∈ C.

Dato una una famiglia di insiemi E ⊂ P(X), la classe monotona generata da E è la più piccola
classe monotona contenente A, cioè l’intersezione di tutte classi monotone che lo contengono.

Esempio.

1. Ogni σ-algebra è una classe monotona.

2. Una qualsiasi intersezione di classi monotone è una classe monotona.

Lemma (della classe monotona).
Data un’algebra di insiemi A su X, la σ-algebra M(A) coincide con la classe monotona generata
da A.

Dimostrazione.
Poiché M(A) è una classe monotona, la classe monotona C generata da A sarà contenuta in M(A),
dunque sarà sufficiente mostrare che C è una σ-algebra. Fissiamo E ∈ C e definiamo

C(E) := {F ∈ C : E \ F, F \ E,E ∩ F ∈ C} ⊂ C :

Si tratta di una classe monotona e inoltre F ∈ C(E) ⇐⇒ E ∈ C(F ); se poi E ∈ A allora, essendo
A un’algebra, F ∈ C(E) per ogni F ∈ A e dunque C(E) = C per ogni E ∈ A, cioè E ∈ C(F ) per ogni
E ∈ A, F ∈ C e quindi A ⊂ C(F ), ovvero C(F ) = C anche per ogni F ∈ C. C è dunque chiusa rispetto
all’intersezione e alla differenza di insiemi e, poiché X ∈ A ⊂ C, anche rispetto al complementare

e dunque è un’algebra; scrivendo poi una qualsiasi unione numerabile

∞⋃
n=1

En =

∞⋃
n=1

n⋃
m=1

Em︸ ︷︷ ︸
∈C

come

unione crescente, otteniamo che C è chiusa anche rispetto all’unione numerabile ed è dunque una
σ-algebra.
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Dimostrazione del Teorema di Fubini. Presa f integrabile, applicando a f+, f− il Teorema di To-

nelli otteniamo che x 7→
(ˆ

Y

fxdν

)±

∈ L+(X), dunque sarà finita q.o. e cioè
(
f±
)
x
è integrabile

q.o., quindi x 7→
ˆ
Y

fxdν è integrabile e fx è integrabile per q.o. x; infine, applicando ancora Tonelli

alla parte positiva e negativa di f si ottiene

ˆ
fd(µ× ν) =

ˆ
f+d(µ× ν)−

ˆ
f−d(µ× ν)

=

ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)+

dµ(x)−
ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)−

dµ(x)

=

ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)
dµ(x).
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Dimostrazione del Teorema di Tonelli.

Passo 1 Il teorema vale se f = χA×B è la funzione caratteristica di un rettangolo:

Se f = χA×B allora fx = χEx =

{
χB se x ∈ A
0 se x ̸∈ A

, dunque

ˆ
Y

fxdν = ν(Ex) =

{
ν(B) se x ∈ A
0 se x ̸∈ A

e quindi

ˆ
fd(µ× ν) = (µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B) =

ˆ
X

ν(Ex)dµ(x) =

ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)
dµ(x).

Passo 2 Il teorema vale per f = χE con E unione finita di rettangoli:

Scrivendo E = A1×B1∪· · ·∪AN ×BN come unione disgiunta, avremo f =

N∑
n=1

χAn×Bn , dun-

que applicando il punto precedente a ciascuna di queste funzioni caratteristiche e la linearità
dell’integrale otterremo la misurabilità delle sezioni e

(µ× ν)(E) =

N∑
n=1

(µ× ν)(An ×Bn) =

n∑
n=1

ˆ
X

ν((En)x)dµ(x) =

ˆ
X

ν(Ex)dµ(x).

Passo 3 La classe di insiemi C := {E ∈ M⊗N : il teorema vale per χE} è chiusa rispetto a unioni
crescenti:

Se E =

∞⋃
n=1

En con En ∈ C, En ⊂ En+1, allora

∞⋃
n=1

(En)x = Ex come unione crescente per ogni

x e dunque, per la formula dell’unione crescente, ν((En)x) ↗
n→∞

ν(Ex); quindi, applicando

nuovamente il Teorema della convergenza monotona a ν((En)x) e nuovamente la formula
dell’unione crescente si ottiene

(µ× ν)(E) = lim
n→∞

(µ× ν)(En) = lim
n→∞

ˆ
X

ν((En)x) =

ˆ
X

ν(Ex)dµ(x).

Passo 4 Se µ, ν sono finite allora C è chiusa rispetto a intersezioni decrescenti numerabili, dunque per
il Lemma della classe monotona C = M⊗N :

Prendendo En ∈ C e E =

∞⋂
n=1

En come intersezione decrescente, con le stesse notazio-

ni del passo precedente avremo

∞⋂
n=1

(En)x = Ex come intersezione decrescente, ed essendo

µ(X), ν(Y ), (µ × ν)(Y ) < ∞ è possibile applicare la formula dell’intersezione decrescen-
te e il Teorema della convergenza dominata con maggiorante integrabile g ≡ 1 ottenendo
ν((En)x) ↗

n→∞
ν(Ex) e, come prima,

(µ× ν)(E) = lim
n→∞

(µ× ν)(En) = lim
n→∞

ˆ
X

ν((En)x) =

ˆ
X

ν(Ex)dµ(x).

Passo 5 C = M⊗N anche se µ, ν sono σ-finite:

Scrivendo X × Y =

∞⋃
n,m=1

Xn × Ym come unione crescente di rettangoli di misura finita,

En,m := E∩ (Xn×Ym) ∈ C per ogni E ∈ M⊗N perché µ×ν è finita su Xn×Ym, ma poiché

E =
⋃
m∈N

(⋃
n∈N

En,m

)
è una unione numerabile crescente in entrambi gli indici, allora per il

Passo 3 avremo E ∈ C.
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Passo 6 Il teorema vale per f = ϕ semplice:

Se ϕ =

N∑
n=1

cnχEn
allora

ˆ
X×Y

ϕ =

N∑
n=1

cn(µ× ν)(En) =

N∑
n=1

cn

ˆ
X

ν((En)x) =

ˆ
X

(ˆ
Y

ϕxdν

)
dµ(x).

Passo 7 Il teorema vale per f ∈ L+(X × Y ):
Dal Teorema di approssimazione con funzioni semplici avremo una successione ϕn ↗

n→∞
f , e

in particolare (ϕn)x ↗
n→∞

fx; grazie al Teorema della convergenza monotona otterremo gn :=ˆ
Y

(ϕn)xdν ↗
n→∞

ˆ
Y

fxdν e, applicando nuovamente il Teorema della convergenza monotona

a ϕn, gn avremo infine

ˆ
fd(µ× ν) = lim

n→∞

ˆ
ϕnd(µ× ν) = lim

n→∞

ˆ
X

(ˆ
Y

(ϕn)xdν

)
dµ(x) =

ˆ
X

(ˆ
Y

fxdν

)
dµ(x).

Concludiamo la parte sull’integrazione approfondendo le proprietà della più importante delle misure
prodotto, che è la misura di Lebesgue in RN .

Definizione.
La misura di Lebesgue mN su RN è il completamento della misura prodotto m × . . . × m su
BR⊗ . . .⊗BR (o, equivalentemente su L⊗ . . .⊗L). Quando non c’è rischio di ambiguità scriveremo

m al posto di mN e

ˆ
f(x)dx per

ˆ
f(x)dm(x).

La famiglia degli insiemi Lebesgue misurabili su RN è il dominio LN di mN .

Proposizione.

1. Se E ∈ LN allora

m(E) = inf{m(A) : A ⊃ E, A aperto} = sup{m(K) : K ⊂ E, K compatto}.

2. E ∈ LN se e solo se E = A \ N con A intersezione numerabile di aperti e m(N) = 0, se e
solo se E = B ∪M con B unione numerabile di chiusi e m(M) = 0.

3. Se f è integrabile allora esiste una successione {fn}∞n=1 di funzioni continue tali che

ˆ
|fn −

f | →
n→∞

0.

Dimostrazione.

1. Se E ∈ LN allora, dalla definizione di misura prodotto, per ogni ε > 0 esistono dei rettangoli

{Rn}∞n=1 che ricoprono E e per cui

∞∑
n=1

m(Rn) ≤ m(E) + ε; applicando a ciascun lato di

Rn il primo enunciato del Teorema di approssimazione con aperti e compatti troviamo dei

rettangoli aperti An ⊃ Rn tali che m(An) ≤ m(Rn) +
ε

2n
, dunque l’aperto

∞⋃
n=1

An ricopre E

e verifica m

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m(An) ≤
∞∑

n=1

m(Rn) + ε ≤ m(E) + 2ε. La seconda uguaglianza

di dimostra come nel Teorema di approssimazione con aperti e compatti.

2. Segue dal punto precedente come nella dimostrazione del corollario del Teorema di approssi-
mazione con aperti e compatti, che corrisponde al caso N = 1.
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3. Analoga al caso 1-dimensionale.

Proposizione.
La misura di Lebesgue è invariante per traslazioni, ovvero:

1. Se E ∈ LN allora anche E + t ∈ LN per ogni t ∈ RN e m(E + t) = m(E).

2. Se f : RN → R è Lebesgue misurabile allora lo è anche f(· + t) per ogni t ∈ RN e, se f ≥ 0

oppure è integrabile, allora

ˆ
f(·+ t)dm =

ˆ
fdm.

Dimostrazione.

1. Se E ∈ BRN allora E + t ∈ BRN ⊂ LN perché le traslazioni preservano la famiglia dei
boreliani. L’uguaglianza m(E + t) = m(E) per i rettangoli segue immediatamente dal caso
1-dimensionale e, grazie al Teorema di estensione di misure, anche per ogni boreliano; in
particolare, le traslazioni preservano i boreliani di misura nulla e dunque l’uguaglianza m(E+
t) = m(E) vale anche per gli insiemi di misura nulla e dunque su tutto LN .

2. Presa f misurabile, per ogni boreliano B ⊂ R abbiamo (f(· + t))−1(B) = f−1(B) − t, con
f−1(B) ∈ LN e dunque, per quanto appena visto, anche (f(· + t))−1(B) ∈ LN e dunque

f(·+ t) è misurabile. L’uguaglianza

ˆ
f(·+ t)dm =

ˆ
fdm è vera per le funzioni caratteristi-

che, grazie al punto precedente, e per linearità anche per funzioni semplici; dalla definizione
di integrale per funzioni positive, l’uguaglianza vale anche per ogni f ≥ 0 misurabile, e pren-
dendo parte positiva e negativa di una qualsiasi f integrabile vale anche per funzioni di segno
qualunque.
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Lezioni 31-32 del 28/10/2024

Dopo aver approfondito in modo particolare le misure definite su R e RN , studieremo ora misure
di Borel su spazi metrici più generali, e in particolare il legame tra queste misure e alcuni spazi di
funzioni continue su X.

Definizione.
Una misura di Borel µ su uno spazio metrico X si dice regolare esterna su un boreliano E ∈ BX

se
µ(E) = inf{µ(A) : A ⊃ E, A aperto}.

µ si dice regolare interna su E se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compatto}.

Se µ è regolare esterna ed interna su tutti i boreliani di X, si dice regolare su X.
Se µ è finita su tutti gli insiemi compatti, regolare esterna su tutti i boreliani e regolare interna sugli
aperti, si dice di Radon.

Esempio.

1. Come è stato visto nel Teorema di approssimazione con aperti e compatti, ogni misura di
Borel su R che sia finita sui compatti è regolare e in particolare di Radon.

2. La misura che conta # su R non è regolare interna, e dunque non regolare, su nessun insieme
finito perché #(A) = ∞ per ogni aperto A; più in generale, la misura che conta non è mai
regolare su nessun X a meno che X non sia discreto.

Tra tutte le funzioni continue su X, considereremo in particolare i sottospazi definiti in seguito.

Definizione.
Il supporto di una funzione f ∈ C(X) continua su uno spazio metrico X è il più piccolo insieme
chiuso fuori dal quale f è nulla e si indica con

supp (f) := {x ∈ X : f(x) ̸= 0}.

f si dice a supporto compatto se supp (f) è compatto e si denota con

Cc(X) := {f ∈ C(X) : supp (f) è compatto}.

f ∈ C(X) si dice nulla all’infinito se l’insieme {x ∈ X : |f(x)| ≥ ε} è compatto per ogni ε > 0;
l’insieme delle funzioni nulle all’infinito si indica con

C0(X) := {f ∈ C(X) : f nulla all’infinito}.

Osservazione.

1. Cc(X) e C0(X) sono sottospazi vettoriali di C(X) e valgono le inclusioni Cc(X) ⊂ C0(X) ⊂
C(X).

2. Se X è compatto allora Cc(X) = C0(X) = C(X).

3. Se f ∈ C0(X) allora è f è sempre limitata e il suo modulo ammette massimo, dunque
∥f∥C0(X) := sup

X
|f | = max

X
|f | è una norma su C0(X).

Esempio.

Se tutte le palle sono compatte, come ad esempio nel caso di un dominio euclideo X ⊂ RN , allora
f è nulla all’infinito se e solo se f(x) →

d(x,y)→∞
0 per qualche (o equivalentemente ogni) y, come

suggerisce il nome.
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In particolare, se X = N, tutte le funzioni sono continue e dunque C0(N) è l’insieme delle successioni
infinitesime e si denota con

c0 :=

{
x : N → R : x(k) →

k→∞
0

}
,

mentre Cc(N) è l’insieme delle successioni definitivamente nulle:

c00 := {x : N → R : ∃K ∈ N : x(k) = 0∀ k > K} .

Definizione.
Uno spazio metrico si dice localmente compatto se ogni punto ha un intorno compatto.

Esempio.

1. RN e, più in generale, tutti i suoi sottoinsiemi aperti o chiusi sono localmente compatti.

2. Gli spazi discreti, e in particolare N e gli insiemi finiti, sono localmente compatti.

Proposizione.
Se X è uno spazio metrico localmente compatto, allora C0(X) è la chiusura di Cc(X) nella topologia
indotta dalla norma uniforme ∥f∥C0(X) := sup

X
|f |.

Definizione.
Una funzione cutoff tra un sottoinsieme chiuso C ⊂ X di uno spazio metrico e un sottoinsieme
aperto A ⊃ C è una funzione continua, denotata con φA,C , tale che χC ≤ φA,C ≤ χA, ovvero:

0 ≤ φA,C ≤ 1, φA,C(x) = 1 se x ∈ C, φA,C(x) = 0 se x ̸∈ A.

Esempio.

Una funzione cutoff tra un chiuso C e un aperto A è φA,C(x) =
d(x,Ac)

d(x,Ac) + d(x,C)
.

Dimostrazione della proposizione.
Se {fn}∞n=1 è una successione in Cc(X) che converge a f , allora per ogni ε > 0 avremo ∥f −
fn∥C0(X) < ε per n sufficientemente grande, dunque se x ̸∈ supp (fn) allora |f(x)| < ε e cioè
{f ≥ ε} := {x ∈ X : f(x) ≥ ε} ⊂ supp (fn) e quindi è compatto.
Viceversa, data f ∈ C0(X) costruisco una successione {fn}∞n=1 in Cc(X) tale che fn →

n→∞
f in

questo modo: considero il compatto Cn :=

{
|f | ≥ 1

n

}
e lo ricopro con gli aperti {Bδx(x)}x∈Cn

,

con δx tale che Bδx(x) è compatto; estraendone un sottoricoprimento finito {Bδm(xm)}Mm=1 con
δ1 ≤ · · · ≤ δM , An := {x : d(x,Cn) < δ1} sarà un intorno a chiusura compatta di Cn e dunque
fn := fφAn,Cn

∈ Cc(X) verifica |fn − f | ≤ |f |χCc
n
, da cui

∥fn − f∥C0(X) ≤
∥∥fχCc

n

∥∥
C0(X)

<
1

n
→

n→∞
0.

Il legame, forse sorprendente, tra misure di Radon e funzioni continue è dato dal seguente Teorema
fondamentale.

Definizione.
Un funzionale lineare L : Cc(X) → R (oppure L : C0(X) → R) sulle funzioni continue a supporto
compatto (o sulle funzioni continue nulle all’infinito) su uno spazio metrico X si dice positivo se
assume valori positivi sulle funzioni positive, cioè:

f(x) ≥ 0∀x ∈ X ⇒ Lf ≥ 0.

Esempio.
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1. Un funzionale lineare su RN , che può essere visto come l’insieme delle funzioni (tutte conti-

nue) sull’insieme finito {1, . . . , N}, del tipo Lx =

N∑
n=1

cnxn è positivo se e solo se cn ≥ 0 per

ogni n.

2. Per ogni misura di Borel µ su X che sia finita sui compatti il funzionale L : f 7→
ˆ
fdµ è

positivo.

Teorema (di rappresentazione di Riesz).
Se X è uno spazio metrico localmente compatto, per ogni funzionale lineare positivo su Cc(X) esiste
un’unica misura di Radon µ su X tale che

Lf =

ˆ
fdµ, ∀f ∈ Cc(X),

e inoltre µ(X) = sup
0≤f≤1

Lf.

Corollario.
Se X è uno spazio metrico localmente compatto, per ogni funzionale lineare positivo continuo su
C0(X) esiste un’unica misura di Radon finita µ tale che

Lf =

ˆ
fdµ ∀f ∈ C0(X),

e inoltre µ(X) = sup
0≤f≤1

Lf <∞.
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Lezioni 33-34 del 29/10/2024

Esempio.

1. Su un qualsiasi X il funzionale L : f 7→ f(x0) è lineare, positivo e continuo per ogni x0 ∈ X,
e la corrispondente misura di Radon è la misura di Dirac δx0

; infatti, µ(X) = 1 e inoltre
scegliendo f0 ∈ C0(X) tale che 0 ≤ f0 ≤ 1 = f0(x0) otteniamo sup

0≤f≤1
Lf = 1.

2. Se X = [0, 1] il funzionale L : f 7→
ˆ 1

0

(ˆ x

0

f(y)dy

)
dx può essere scritto, grazie al Teorema

di Fubini, come

Lf =

ˆ 1

0

(ˆ 1

y

f(y)dx

)
dy =

ˆ 1

0

f(y)(1− y)dy,

dunque la corrispondente misura di Radon è data da µ : E 7→
ˆ
E

(1 − y)dy e sup
0≤f≤1

Lf =

µ([0, 1]) =

ˆ 1

0

(1− y) =
1

2
; l’estremo superiore è raggiunto dalla funzione costante f0 ≡ 1.

3. Il funzionale lineare positivo su Cc(R) dato da L : f 7→
ˆ
fdm, corrispondente alla misura

di Lebesgue secondo il Teorema di rappresentazione di Riesz, non può essere esteso a C0(R)

perché

ˆ
fdm potrebbe non essere finito per delle funzioni f ∈ C0(R), come ad esempio

f(x) =
1

1 + |x|
; infatti, L non è continuo, perché ad esempio fn :=

1

n
χ[0,n) tende a 0 in

quanto ∥fn∥C0(X) =
1

n
ma Lfn = 1 ̸→

n→∞
0 = L(0).

Dimostrazione del corollario.
Dato L : C0(R) → R lineare, continuo e positivo, dal Teorema di rappresentazione di Riesz so che

esiste un’unica misura di Radon tale che Lf =

ˆ
fdµ per f ∈ Cc(X). Essendo L continuo in 0,

esisterà δ > 0 tale che se ∥f∥C0(X) < δ allora |Lf | < 1, dunque per omogeneità sup
∥f∥≤1

|Lf | ≤ 1

δ
e in

particolare sup
0≤f≤1

Lf ≤ 1

δ
; inoltre, per la densità di Cc(X) in C0(X) e la continuità di L, l’estremo

superiore può essere fatto indifferentemente su uno dei due spazi, quindi µ(X) = sup
0≤f≤1

Lf ≤ 1

δ
e cioè

µ è finita. Grazie alla finitezza di µ, se fn →
n→∞

f allora

∣∣∣∣ˆ fdµ−
ˆ
fndµ

∣∣∣∣ ≤ ∥fn − f∥µ(X) →
n→∞

0

e dunque l’uguaglianza Lf =

ˆ
fdµ varrà su tutto C0(X) perché, se fn ∈ Cc(X) approssima f

allora per la continuità di L avremo:

Lf = lim
n→∞

Lfn = lim
n→∞

ˆ
fndµ =

ˆ
fdµ.

Dimostrazione del Teorema di Riesz.
Definiamo, per A ⊂ X aperto e E ⊂ X qualsiasi,

ν(A) := sup {Lf : f ∈ Cc(A), 0 ≤ f ≤ 1} , µ(E) := inf{ν(A) : A ⊃ E, A aperto}.
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Passo 1 µ è una misura esterna:

Basterà far vedere che ν

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

ν(An) per ogni unione numerabile da aperti, perché

da ciò seguirà che

µ(E) = inf

{ ∞∑
n=1

ν(An) : An aperti,E ⊂
∞⋃

n=1

An

}
,

che come abbiamo visto all’inizio del corso definisce una misura esterna. Questa disuguaglian-

za equivale, per definizione di ν, a far vedere che Lf ≤
∞∑

n=1

ν(An) per ogni f ∈ Cc

( ∞⋃
n=1

An

)

con 0 ≤ f ≤ 1. Presa f in questo modo, avremo K := supp (f) ⊂
N⋃

n=1

An per un’opportuna

unione finita; scegliendo poi altri aperti Bn a chiusura compatta in An tali che K ⊂
N⋃

n=1

Bn,

le funzioni hn ∈ Cc(X) definite da

gn(x) = φAn,Bn
, g0 = φ(

⋃N
n=1 Bn)

c
,(
⋃N

n=1 An)
c , hn =

gn∑N
n=0 gn

,

verificheranno 0 ≤ hn ≤ 1,

N∑
n=1

hn ≡ 1 su K e dunque f =

N∑
n=1

fhn, con fhn ∈ Cc(An) e

0 ≤ fhn ≤ 1, da cui

Lf =

N∑
n=1

L(fhn) ≤
N∑

n=1

ν(An) ≤
∞∑

n=1

ν(An).

Passo 2 Gli aperti sono µ-misurabili, e dunque lo sono anche i boreliani, quindi µ è regolare esterna
su BX e inoltre µ(X) = sup

0≤f≤1
Lf :

Basterà far vedere che se A è aperto e E ⊂ X è tale che µ(E) <∞, allora µ(E) ≥ µ(E ∩A)+
µ(E \A). Se E è aperto, lo è anche E ∩A e dunque, dato ε > 0, esiste f ∈ Cc(E ∩A) tale che
0 ≤ f ≤ 1 e Lf ≥ ν(E ∩A)− ε = µ(E ∩A)− ε, e allo stesso modo esiste g ∈ Cc(E \ supp (f))
tale che 0 ≤ g ≤ 1 e Lg ≥ µ(E \ supp (f))− ε; quindi avremo f + g ∈ Cc(E), 0 ≤ f + g ≤ 1 e

µ(E) = ν(E) ≥ Lf + Lg ≥ µ(E ∩A) + µ(E \ supp (f))− 2ε ≥ µ(E ∩A) + µ(E \A)− 2ε,

ma essendo ε arbitrario avremo µ(E) ≥ µ(E ∩ A) + µ(E \ A). Per E qualsiasi troveremo un
aperto B ⊃ E tale che µ(B) = ν(B) ≤ µ(E) + ε e dunque

µ(E) + ε ≥ µ(B) ≥ µ(B ∩A) + µ(B \A) ≥ µ(E ∩A) + µ(E \A),

e mandando ε a zero concludiamo anche in questo caso.

Passo 3 µ(K) = inf{Lf : f ∈ Cc(X), f ≥ χK} per ogni compatto K ⊂ X:
Preso A ⊃ K è aperto, avremo

φA,K ≥ χK , φA,K ∈ Cc(A), 0 ≤ φA,K ≤ 1,

dunque Lf ≤ µ(A), da cui inf {Lf : f ≥ χK} ≤ µ(A) per ogni aperto A ⊃ K, ma essendo
la misura regolare esterna deve valere anche per K al posto di A. Per ottenere l’altra disu-
guaglianza, mostro che µ(K) ≤ Lf per ogni K compatto e f ≥ χK : fissato ε > 0, considero

l’aperto A := {f > 1− ε} e g ∈ Cc(A) con 0 ≤ g ≤ 1: poiché
1

1− ε
f − g ≥ 0, per la positività

di L avremo Lg ≤ 1

1− ε
Lf e dunque µ(K) ≤ µ(A) ≤ 1

1− ε
Lf , e la dimostrazione è conclusa

per l’arbitrarietà di ε.
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Lezioni 35-36 del 31/10/2024

Fine della dimostrazione del Teorema di Riesz.

Passo 4 µ è di Radon:
Dal passo precedente segue che µ è finita sui compatti. Per mostrare la regolarità interna
sugli aperti, prendiamo un aperto A, e f ∈ Cc(A) tale che 0 ≤ f ≤ 1 e Lf ≥ µ(A) − ε: se
g ≥ χsupp (f) allora g − f ≥ 0 e quindi Lg ≥ Lf ≥ µ(A) − ε, dunque dal passo precedente
µ(supp (f)) ≥ µ(A)− ε, il che mostra che µ è regolare interna sugli aperti e quindi di Radon.

Passo 5 Lf =

ˆ
fdµ:

Sarà sufficiente mostrare l’uguaglianza nel caso in cui 0 ≤ f ≤ 1 e poi argomentare per

additività. Fissati N ∈ N, n ∈ {1, . . . , N} definiamo K0 := supp (f), Kn :=
{
f ≥ n

N

}
e

fn(x) =


1

N
se f(x) >

n

N

f(x)− n− 1

N
se
n− 1

N
< f(x) ≤ n

N

0 se f(x) ≤ n− 1

N

,

in modo che f =

N∑
n=1

fn; poiché
1

N
χKn

≤ fn ≤ 1

N
χKn−1

, allora
1

N
µ(Kn) ≤

ˆ
fndµ ≤

1

N
µ(Kn−1), dunque dal Passo 3 segue che Lfn ≥ 1

N
µ(Kn) e inoltre, poiché 0 ≤ fn ≤ 1 e

f ∈ Cc(A) per ogni aperto A ⊃ Kn−1, dalla regolarità esterna di µ abbiamo anche Lfn ≤
1

N
µ(Kn−1). Da ciò si ottiene

1

N

N∑
n=1

µ(Kn) ≤
ˆ
fdµ ≤ 1

N

N−1∑
n=0

µ(Kn),

1

N

N∑
n=1

µ(Kn) ≤ Lf ≤ 1

N

N−1∑
n=0

µ(Kn),

da cui ∣∣∣∣Lf −
ˆ
fdµ

∣∣∣∣ ≤ µ(K0)− µ(KN )

N
≤ µ(supp (f))

N
,

ma essendo N arbitrario e µ(supp (f)) <∞ dovrà essere Lf =

ˆ
fdµ.

Passo 6 µ è unica:

Supponiamo che λ sia un’altra misura di Radon tale che Lf =

ˆ
fdλ. Se f ∈ Cc(A) per

qualche aperto A e 0 ≤ f ≤ 1, allora per monotonia avremo Lf ≤ λ(A), e dunque per
definizione di µ anche µ(A) ≤ λ(A). Se poi f ≥ χK per qualche compatto K, allo stesso
modo Lf ≥ λ(K) e, per il Passo 3, µ(K) ≥ λ(K); poiché λ è regolare interna sugli aperti,
preso un aperto A esisterà un compatto K ⊂ A tale che λ(A) ≤ λ(K) + ε, dunque λ(A) ≤
λ(K) + ε ≤ µ(K) + ε ≤ µ(A) + ε e cioè µ(A) ≥ λ(A). µ e λ coincidono quindi sugli aperti e
dunque, per la regolarità esterna, anche su tutti i boreliani.

Vedremo alcune proprietà che soddisfano queste misure di Radon che abbiamo introdotto. In
particolare, un teorema ci garantirà che le misure di Borel che incontreremo nella maggior parte dei
casi sono in realtà di Radon.
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Teorema (di regolarità delle misure).
Se X è uno spazio metrico localmente compatto in cui ogni aperto è unione numerabile di compatti
allora ogni misura di Borel su X che sia finita sui compatti è regolare e in particolare di Radon. In

particolare, ogni misura di Borel finita sui limitati di RN è regolare.

Lemma.
Se µ è una misura di Radon su uno spazio metrico X allora:

1. µ è regolare interna sugli insiemi σ-finiti; in particolare, se µ è σ-finita è regolare e inoltre se
X è unione numerabile di compatti, ogni misura di Radon su X è regolare.

2. Se µ è σ-finita, allora per ogni ε > 0 e E ∈ BX esistono un aperto A e un chiuso C tale
C ⊂ E ⊂ A e µ(A \ C) < ε.

Dimostrazione.

1. Dimostriamo anzitutto che µ è regolare interna sugli insiemi di misura finita. Se µ(E) < ∞,
per la regolarità esterna posso prendere un aperto A ⊃ E tale che µ(A) ≤ µ(E) + ε e per la
regolarità interna sugli aperti posso prendere un compatto K ⊂ A tale che µ(K) ≥ µ(A)− ε;
allo stesso modo, esisterà un aperto B ⊃ A \ E tale che µ(B) ≤ µ(A \ E) + ε, dunque il
compatto C := K \B verificherà

µ(C) = µ(K)− µ(K ∩B)

≥ µ(A)− ε− µ(B)

≥ µ(A)− ε− (µ(A \ E) + ε)

= µ(A)− 2ε− µ(A) + µ(E)

= µ(A)− 2ε,

il che dimostra la regolarità sugli insiemi di misura finita. Se invece E è σ-finito e µ(E) = ∞,

allora scriverò E =

∞⋃
n=1

En come unione crescente di misurabili di misura finita: fissatoM > 0

esisterà n ∈ N tale che µ(En) ≥ M , e per la regolarità sugli insiemi di misura finita esisterà

K ⊂ En tale che µ(Kn) ≥
M

2
, dunque µ è regolare su E.

2. Scrivendo X =

∞⋃
n=1

En come unioni disgiunta di insiemi di misura finita, per ogni ε > 0, n ∈ N

esisterà un aperto An ⊃ En tale che µ(An) ≤ µ(En) +
ε

2n
, dunque l’aperto

∞⋃
n=1

An soddisfa

µ

( ∞⋃
n=1

An \ E

)
≤

∞∑
n=1

µ(An \ En) =

∞∑
n=1

(µ(An)− µ(En)) < ε;

allo stesso modo, troveremo un aperto B ⊃ Ec tale che µ(B \ Ec) < ε e dunque il chiuso
Bc ⊂ E soddisfa

µ

( ∞⋃
n=1

An \Bc

)
= µ

(( ∞⋃
n=1

An \ E

)
∪ (B \ Ec)

)
= µ

( ∞⋃
n=1

An \ E

)
+ µ(B \ Ec) < 2ε.

Dimostrazione del Teorema di regolarità delle misure.

Se µ è boreliana e finita sui compatti allora L : f 7→
ˆ
fdµ è ben definito per f ∈ Cc(X) ed è

inoltre lineare e positivo, dunque dal Teorema di rappresentazione di Riesz esisterà una misura di
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Radon ν tale che Lf =

ˆ
fdν per ogni f ∈ Cc(X). Dato un aperto A =

∞⋃
n=1

Kn scritto come

unione crescente di compatti, definisco

Cn := Kn ∪
n−1⋃
m=1

supp (fm), An := {x ∈ A : d(x,Cn) < δn}, fn = φAn,Cn
,

con δn sufficientemente piccolo affinché An abbia chiusura compatta e dunque fn ∈ Cc(X); fn
converge crescendo a χA e dunque dal Teorema della convergenza monotona otteniamo

µ(A) = lim
n→∞

ˆ
fndµ = lim

n→∞

ˆ
fndν = ν(A).

Essendo ν di Radon, presi E ∈ BX e ε > 0, esisteranno, per il lemma precedente, un aperto A e un
chiuso C tali che C ⊂ E ⊂ A e ν(A\C) < ε, ma essendo A\C aperto allora µ(A\C) = ν(A\C) < ε
e dunque µ(A) ≤ µ(E) + µ(A \ C) ≤ µ(E) + ε, il che dimostra la regolarità esterna; inoltre,

µ(C) ≥ µ(E)−µ(A \C) ≥ µ(E)− ε, e se X =

∞⋃
n=1

Kn è unione crescente di compatti lo sarà anche

C =

∞⋃
n=1

Cn, con Cn = Kn ∩ C, e avremo µ(Cn) →
n→∞

µ(C), dunque µ è regolare interna.
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Lezioni 37-38 del 04/11/2024

Per queste misure di Radon vale un importante risultato di approssimazione con funzioni continue.

Teorema (di Lusin).
Se µ è una misura di Radon finita su uno spazio metrico localmente compatto X e f : X → R è
misurabile, allora per ogni ε > 0 esistono g ∈ Cc(X) e E misurabile tale che g|E = f |E e µ(Ec) < ε,
e inoltre sup

X
|g| ≤ sup

X
|f |.

In particolare, esiste una successione {gn}∞n=1 in Cc(X) tale che gn →
n→∞

f µ-q.o..

Osservazione.

1. In generale non sarà possibile scegliere ε = 0 nel Teorema di Lusin, cioè non tutte le funzioni
misurabili sono uguali q.o. ad una funzione continua: ad esempio, non esiste nessuna funzione
continua che coincida con f(x) = segno(x) per m-q.o. x ∈ R.

2. Il teorema non dà informazioni sull’insieme dei punti dove una funzione misurabile è continua:
ad esempio, f = χQ∩[0,1] è uguale alla funzione continua g ≡ 0 m-q.o. su R, coerentemente
con l’enunciato del teorema, ma non è continua in nessun punto.

Esempio.
Se f = χE è la funzione caratteristica di un boreliano di X a chiusura compatta, nel Teorema di
Lusin si può scegliere g = φA,K con K compatto e A aperto tali che K ⊂ E ⊂ A e µ(A \K) < ε, la
cui esistenza è garantita dalla regolarità dimostrata nel lemma precedente; a meno di rimpicciolire
A, si può supporre che A sia compatto, e cioè che φA,C ∈ Cc(X).

Dimostrazione del Teorema di Lusin.
Anzitutto possiamo supporre che f sia limitata: se non lo è, fissato ε > 0 considereremo al suo
posto fχEn con En := {|f | ≤ n}, che verifica µ(En) →

n→∞
µ(X) e n sufficientemente grande affinché

µ(Ec
n) < ε; chiaramente fχEn sarà limitata e coinciderà con f su Ec

n. Assumendo f limitata, a
meno di comporre con una mappa lineare potremo supporre 0 ≤ f ≤ 1.
Dal Teorema di approssimazione con funzioni semplici esisterà una successione {ϕn}∞n=1 di funzioni

semplici tali che ϕn →
n→∞

f , ovvero f =

∞∑
n=1

ψn con ψn := ϕn − ϕn−1, e inoltre dalla costruzione

di ϕn segue che ψn assume solo valori 0,
1

2n
, dunque f =

∞∑
n=1

1

2n
χEn

per opportuni En boreliani;

prendendo, grazie al Teorema di regolarità delle misure, un compatto K tale che µ(K) ≥ µ(X)− ε,

potremo scrivere allo stesso modo fχK =

∞∑
n=1

1

2n
χFn

con Fn = En ∩K. Dato ε > 0, prendiamo un

compatto Cn e un aperto An tali che Cn ⊂ Fn ⊂ An e µ(An) ≤ µ(Cn) +
ε

2n
e definiamo

h :=

∞∑
n=1

1

2n
φAn,Cn

:

h è continua perché lo sono le φAn,Cn e la serie converge totalmente, ed è a supporto compatto
scegliendo An ⊂ A per ogni n con A compatto, lecito in quanto X è localmente compatto; inoltre,

essendo φAn,Cn
= χFn

al di fuori di An \ Cn, avremo h = f su E := K \
∞⋃

n=1

(An \ Cn), il cui

complementare misura

µ(X \ E) = µ(X)− µ(K) + µ

( ∞⋃
n=1

(An \ Cn)

)
< ε+

∞∑
n=1

(µ(An)− µ(Cn)) < ε+

∞∑
n=1

ε

2n
= 2ε.

Infine, definendo

g(x) =

 h(x) se |h(x)| ≤ ∥f∥C0(X)

∥f∥C0(X) se h(x) > ∥f∥C0(X)

−∥f∥C0(X) se h(x) < −∥f∥C0(X)

,
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avremo ∥g∥C0(X) ≤ ∥h∥C0(X) e g coinciderà con h nei punti in cui h coincide con f , dunque
µ({g ̸= f}) ≤ µ({h ̸= f}) < 2ε.

Vediamo ora come considerare misure che possano assumere anche valori negativi. Una delle prin-
cipali novità è che consideremo solamente misure finite, per evitare conflitti dovuti alla somma di
infiniti con segno opposto.

Definizione.
Una misura con segno (finita) su una σ-algebra M su X è una funzione ν : M → R numerabil-
mente additiva, cioè:

En ∩ Em = ∅ ∀n,m ∈ N, n ̸= m ⇒ ν

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

ν(En).

Un insieme misurabile E ⊂ M si dice:

positivo per ν se ν(F ) ≥ 0 per ogni insieme misurabile F ⊂ E;

negativo per ν se ν(F ) ≤ 0 per ogni misurabile F ⊂ E;

nullo per ν se è allo stesso tempo positivo e negativo, cioè ν(F ) = 0 per ogni misurabile F ⊂ E.

Esempio.

1. Dato uno spazio misurabile (X,M, µ) e f integrabile, ν = fµ : E 7→
ˆ
E

fdµ è una misura con

segno, perché data un’unione disgiunta

∞⋃
n=1

En possiamo applicare un corollario del Teorema

della convergenza dominata alla serie di fχEn , che verifica
∑
n=1

ˆ
|fχEn |dµ =

ˆ
|f |dµ <∞,

in quanto |fn| ≤ |f |, e dunque

ˆ
⋃∞

n=1 En

fdµ =

ˆ
fχ⋃∞

n=1 En
dµ =

ˆ ∞∑
n=1

fχEn
=

∞∑
n=1

ˆ
fχEn

dµ =

∞∑
n=1

ˆ
En

fdµ.

2. Una misura è una misura con segno se e solo se è finita.

3. Una combinazione lineare aν1 + bν2 di misure con segno ν1, ν2 con a, b ∈ R è ancora una
misura con segno; in particolare, la differenza di due misure con segno è una misura con
segno.

4. La restrizione ν|E di una misura con segno ν a un insieme misurabile E ∈ M è ancora una
misura con segno; ν|E è una misura (positiva) se e solo se E è positivo per ν, mentre (−ν)|E
è una misura positiva se e solo se E è negativo per ν.

Osservazione.

1. Data una misura con segno ν, se {En}∞n=1 è una successione crescente di insiemi misurabili

allora ν

( ∞⋃
n=1

)
En = lim

n→∞
ν(En); se {En}∞n=1 è una successione decrescente di misurabili

allora ν

( ∞⋂
n=1

)
En = lim

n→∞
ν(En).

2. Le misure con segno non sono in generale monotone, perché se F ⊂ E e ν(E \ F ) < 0 allora
ν(E) = ν(F ) + ν(E \ E) < ν(F ).

3. Ogni insieme E che sia nullo per una misura con segno ν verifica ν(E) = 0; se ν è positiva,
vale anche il viceversa perché in questo caso ν è una misura e dunque è monotona, ma ciò è
falso per misure con segno generali: se E1 ∩ E2 = ∅ e ν(E1) = −ν(E2) > 0, allora E1 ∪ E2

ha misura nulla ma non è nullo.
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4. Un sottoinsieme di un insieme positivo (rispettivamente negativo, nullo) è un insieme positivo
(risp. negativo, nullo); l’unione numerabile di insiemi positivi (risp. negativi, nulli) è ancora
un insieme positivo (risp. negativo, nullo).

I seguenti risultati ci permettono di scomporre una misura con segno in una differenza di due misure
positive, in modo essenzialmente unico.

Teorema (di decomposizione di Hahn).
Data una misura con segno ν esistono un insieme P positivo per ν e un insieme N negativo per ν
tali che P ∪N = X e P ∩N = ∅; inoltre, se P ′, N ′ è un’altra decomposizione con le stesse proprietà,
allora P ′ \ P e N ′ \N sono nulli.
In particolare, scrivendo E = (E ∩P )∪ (E ∩N), ogni misurabile può essere scritto come unione di
un insieme positivo e di un insieme negativo.
La decomposizione X = P ∪N è chiamata decomposizione di Hahn per ν.

Osservazione.
La decomposizione di Hahn non sarà in generale unica, perché gli insiemi ν-nulli potrebbero appar-
tenere a P oppure a N .

Esempio.
Se ν(E) = fµ allora P è un qualsiasi misurabile contenente {f > 0}, contenuto in {f ≥ 0}, unito
a un qualsiasi insieme E con µ(E) = 0.
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Lezioni 39-40 del 05/11/2024

Dimostrazione del Teorema di decomposizione di Hahn.
Mostriamo che la decomposizione è unica a meno di insiemi nulli: se P,N e P ′, N ′ sono due
decomposizioni con le proprietà richiesta, allora P ⊃ P \ P ′ = N ′ \ N ⊂ N ′, dunque P \ P ′ è sia
positivo che negativo e dunque nullo, e allo stesso modo N \N ′ è anch’esso nullo. Definendo M :=
sup{ν(E) : E positivo per ν}, esisterà una successione di insiemi positivi Pn tali che ν(Pn) →

n→∞
M ;

l’insieme P =

∞⋃
n=1

Pn sarà positivo, per quanto osservato in precedenza, e inoltre ν(P ) = M . Sarà

ora sufficiente mostrare che N := X \ P è negativo.
Anzitutto, N non può contenere nessun insieme positivo non nullo E, perché se E è positivo e
ν(E) > 0 allora E ∪P è positivo e ν(E ∪P ) = ν(E)+ ν(P ) > M , contraddicendo la massimalità di
M . Dunque, se esistesse E0 ⊂ N di misura positiva allora conterrebbe F ⊂ E0 di misura negativa
e pertanto ν(E0 \ F ) = ν(E0)− ν(F ) > ν(E0); quindi, se N non fosse negativo, potremmo definire
induttivamente εn, En come:

εn := sup {ε > 0 : ∃E ⊂ En−1 : ν(E) ≥ ν(En−1) + ε} ,
En ∈ M tale che ν(En) ≥ ν(En−1) + εn.

dalla formula dell’intersezione decrescente avremo

∞ > ν

( ∞⋂
n=0

En

)
= lim

n→∞
ν(En) ≥

∞∑
n=0

εn + ν(E0),

dunque εn →
n→∞

0. Ripetendo il ragionamento, dovrà esserci E ⊂
∞⋂

n=1

En con ν(E) ≥ ν

( ∞⋂
n=1

En

)
+

ε, per qualche ε > 0, ma poiché εn →
n→∞

0, allora ε > εn per n sufficientemente grande; essendo però

E ⊂ En, ciò è in contraddizione con la definizione di εn, En e N deve pertanto essere negativo.

Definizione.
Due misure, o misure con segno, µ, ν si dicono singolari tra loro se esistono E,F ∈ M tali che
E ∪ F = X, E ∩ F = ∅, E è nullo per ν e F è nullo per µ. Due misure (con segno) singolari tra
loro si indicano con il simbolo µ ⊥ ν.

Esempio.

1. Le restrizioni ν|E1 , ν|E2 di una misura con segno ν a due misurabili E1, E2 sono singolari tra
loro se e solo se E1 ∩ E2 è nullo per ν: in caso affermativo, basta prendere nella definizione
E1 = E,E2 = F ; se invece l’intersezione non è nulla, con qualsiasi decomposizione X = E∪F
con E ∩ F = ∅, E non potrà essere nullo per ν|E1

se E ∩E1 ∩E2 non è nullo per ν e F non
potrà esserlo per ν|E2

se non è nullo F ∩ E1 ∩ E2.

2. La misura di Dirac δx0 su un insieme di misura finita A ⊂ RN contenente x0 e la misura di
Lebesgue sono singolari tra loro: basta prendere E = {x0} e F = A \ {x0}.

3. La misura di Cantor µ su [0, 1], cioè la misura di Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione di
Cantor F è singolare rispetto alla misura di Lebesgue, come segue scegliendo E = C l’insieme
di Cantor e F = [0, 1] \ C; infatti, abbiamo già visto che m(C) = 0 e inoltre, scrivendo

[0, 1]\C =

∞⋃
n=1

(an, bn) come unione disgiunta, F sarà costante su ciascun intervallo e dunque

µ((an, bn)) ≤ µ((an, bn]) = F (bn)− F (an) = 0,

da cui µ([0, 1] \ C) = 0.
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Teorema (di decomposizione di Jordan).
Data una misura con segno ν esiste un’unica coppia ν± di misure finite tali che ν = ν+ − ν− e
ν+ ⊥ ν−. In particolare, ogni misura con segno è la differenza di due misure positive finite.
La coppia ν+, ν− si chiama decomposizione di Jordan; le misure ν+, ν− si chiamano rispetti-
vamente variazione positiva e variazione negativa di ν e la misura |ν| := ν+ + ν− si chiama
variazione totale di ν.

Esempio.

Se ν =

ˆ
fdµ, allora la decomposizione di Jordan è data da ν± =

ˆ
f±dµ e la variazione totale è

|ν| =
ˆ

|f |dµ.

Dimostrazione del Teorema di decomposizione di Jordan.
Data una decomposizione di Hahn X = P ∪N , definiamo ν+(E) := ν(E∩P ) e ν−(E) := −ν(E∩N)
per ogni E ∈ M; essendo P positivo e N negativo, ν± ≥ 0 e dunque sono misure positive, singolari
tra di loro perchéN è nullo per ν+ e P è nullo per ν− e ν(E) = ν((E∩P )∪(E∩N)) = ν+(E)−ν−(E).
Se poi esiste un’altra decomposizione ν = µ+ − µ− con µ+ ⊥ µ− e E,F ∈ M sono tali che
E ∩ F = ∅, E ∪ F = X e µ−(E) = µ+(F ) = 0, allora E è positivo e F è negativo per ν, dunque
X = E ∪ F è un’altra decomposizione di Hahn; quindi dal Teorema di decomposizione di Hahn
saranno nulli P \ E e N \ F = E \ P , dunque essendo µ+ = ν|E avremo

µ+(A) = ν(A ∩ E) = ν(A ∩ E) + ν(A ∩ (P \ E))− ν(A ∩ (E \ P )) = ν(A ∩ P ) = ν+(A)

per ogni A ∈ M, e analogamente µ− = ν−.

Osservazione.
Scrivendo ν±(E) = sup{±ν(E∩F ) : F ∈ M} otteniamo le disuguaglianze triangolari (ν1+ν2)

± ≤
ν±1 + ν±2 e |ν1 + ν2| ≤ |ν1|+ |ν2| per ogni coppia ν1, ν2 di misure, e in tutti e tre i casi l’uguaglianza
vale se e solo se ν1, ν2 ammettono una stessa decomposizione di Hahn. In particolare, ∥ν∥ := |ν|(X)
è una norma sullo spazio delle misure con segno su X.

Definizione.
Data una misura con segno ν scritta in decomposizione di Jordan ν = ν+ − ν−, con ν± misure
positive, definiamo l’integrale di una funzione integrabile rispetto a |ν| come

ˆ
fdν :=

ˆ
fdν+ −

ˆ
fdν−.

Osservazione.
Come per l’integrazione rispetto a misure positive, anche l’integrazione rispetto a misure con segno
è lineare e inoltre ∣∣∣∣ˆ fdν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ˆ (f+dν+ + f−dν−
)
−
ˆ (

f−dν+ + f−dν+
)∣∣∣∣

≤
ˆ (

f+dν+ + f−dν+ + f−dν+ + f−dν−
)

=

ˆ
|f |d|ν|,

con l’uguaglianza che vale se e solo se f ha segno costante sui due insiemi P,N dati dalla decom-
posizione di Hahn; in particolare, |ν(E)| ≤ |ν|(E) e l’uguaglianza vale se e solo se E è positivo o
negativo per ν.
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Lezioni 41-42 del 07/11/2024

Grazie all’introduzione delle misure con segno, possiamo estendere il Teorema di rappresentazione
Riesz a funzionali non necessariamente positivi.

Definizione.
Una misura con segno di Borel ν su uno spazio metrico X si dice di Radon se le variazioni positiva
e negativa ν± sono entrambe misure di Radon. Lo spazio delle misure con segno di Radon su X si
indica con M(X).

Osservazione.

1. Una misura con segno è di Radon se e solo se lo è la sua variazione totale |ν|.

2. Le misure di Radon su X sono uno spazio normato con la norma data dalla variazione totale
∥ν∥M(X) := |ν|(X).

Esempio.
Grazie al Teorema di regolarità delle misure, ogni misura con segno di Borel su RN è di Radon.

Definizione.
Lo spazio duale di uno spazio normato Y è lo spazio dei funzionali lineari e continui su Y e si
indica come

Y ∗ := {L : Y → R : L lineare e continuo}.

Osservazione.

1. Come abbiamo già visto, esistono funzionali lineari non continui e dunque non è superfluo
richiedere la continuità di un funzionale lineare.

2. Lo spazio duale di Y è a sua volta uno spazio normato con ∥L∥Y ∗ := sup
∥y∥≤1

|Ly|; la norma è ben

definita perché se δ è tale che per ∥y∥ < δ ho |Ly| < 1 allora per omogeneità ∥L∥Y ∗ ≤ 1

δ
<∞.

Teorema (di Riesz per misure con segno).
Se X è uno spazio metrico localmente compatto allora L ∈ C0(X)∗ esiste un’unica misura con segno
di Radon µ ∈M(X) su X tale che

Lf =

ˆ
fdµ ∀f ∈ C0(X),

e inoltre questa corrispondenza preserva le rispettive norme, ovvero:

|µ|(X) = ∥µ∥M(X) = ∥L∥C0(X)∗ = sup
−1≤f≤1

Lf.

Esempio.
Nel caso X = N, come abbiamo già visto C0(N) = c0 è lo spazio delle successioni infinitesime; le
misure con segno di Radon ν sono invece determinate dal valore ν({n}) assunto su ciascun punto

n ∈ N e la variazione totale è |ν|(N) =

∞∑
n=1

|ν({n})|. Dunque, una misura con segno di Radon

equivale a una serie assolutamente convergente e quindi, grazie al Teorema di Riesz, c∗0 corrisponde
allo spazio delle serie assolutamente convergenti

ℓ1 :=

{
x : N → R :

∞∑
k=1

|x(k)| <∞

}
.

Lemma.
Ogni funzionale L ∈ C0(X)∗ si può scrivere come differenza L = L+−L− di due funzionali positivi

L± ∈ C0(X)∗.
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Dimostrazione.
Dati L ∈ C0(X)∗ definisco, per f ≥ 0,

L+(f) := sup{Lg : g ∈ C0(X), 0 ≤ g ≤ f},
L−(f) := L+(f)− Lf = sup{L(g − f) : g − f ∈ C0(X), −f ≤ g − f ≤ 0} = (−L)+(f),

e, per f ∈ C0(X) qualsiasi, L±(f) = L±(f+) − L±(f−); vista la simmetria tra L+ e L−, sarà
sufficiente dimostrare che L+ è lineare, continuo e positivo.
Mostriamo la linearità di L+ per f ≥ 0: se 0 ≤ g1 ≤ f1, 0 ≤ g2 ≤ f2 allora 0 ≤ g1+ g2 ≤ f1+ f2, da
cui L+(f1 + f2) ≥ L(g1 + g2) = Lg1 + Lg2, dunque passando all’estremo superiore L+(f1 + f2) ≥
L+(f1) + L+(f2); se poi 0 ≤ g ≤ f1 + f2 allora g1 := min{g, f1}, g2 := max{0, g − f1} verificano
0 ≤ gi ≤ fi per i = 1, 2 e g = g1 + g2, dunque Lg = Lg1 + Lg2 ≤ L+(f1) + L+(f2) e passando
all’estremo superiore L+(f1 + f2) ≤ L+(f1) + L+(f2), il che mostra la linearità tra le funzioni
positive. Scrivendo poi, per f, g qualsiasi, (f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+ ≥ 0, dalla
additività per funzioni positive avremo

L+((f + g)+) + L+(f−) + L+(g−) = L+((f + g)−) + L+(f+) + L+(g+),

da cui segue l’additività per funzioni qualunque, come nella dimostrazione della linearità dell’inte-
grale. L’omogeneità segue dalla definizione per c, f ≥ 0 e, per f qualunque,

L+(cf) = L+(cf+)− L+(cf−) = cL+(f+)− cL+(f+) = cL+(f),

e in modo analogo se c < 0. La positività di L+ segue immediatamente dalla definizione; infine, L+

è continuo perché se fn →
n→∞

f allora, essendo |L+f | ≤ ∥L∥C0(X)∗∥f∥C0(X), otterremo∣∣L+(fn − f)
∣∣ = max

{
(L+(fn − f))+, (L+(fn − f))−

}
= max

{
L+(fn − f)+, L+(fn − f)−

}
≤ max

{
∥L∥C0(X)∗

∥∥(fn − f)+
∥∥
C0(X)

, ∥L∥C0(X)∗
∥∥(fn − f)−

∥∥
C0(X)

}
= ∥L∥C0(X)∗∥fn − f∥C0(X)

→
n→∞

0,

il che conclude la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema di Riesz per misure con segno.

Dal lemma precedente ogni L ∈ C0(X)∗ è del tipo L = L+ − L− con L± : f 7→
ˆ
fdµ± per delle

misure di Radon µ±, dunque f 7→
ˆ
fdµ con µ := µ+ − µ− misura con segno di Radon. Per

verificare che ∥L∥C0(X)∗ = ∥µ∥M(X) anzitutto avremo

|Lf | =
∣∣∣∣ˆ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ˆ |f |d|µ| ≤ ∥f∥C0(X)|µ|(X).

e dunque ∥L∥C0(X)∗ ≤ ∥µ∥M(X); scrivendo poi |µ| = fµ, con f = (χP − χN ) e P,N dati dalla
decomposizione di Hahn, dal Teorema di Lusin per ogni ε > 0 esisterà g ∈ Cc(X) tale che g = f su
un insieme E con |µ|(Ec) < ε e ∥g∥C0(X) ≤ 1, da cui

∥µ∥M(X) =

ˆ
fdµ

= Lg +

ˆ
Ec

(f − g)dµ

≤ ∥L∥C0(X)∗∥g∥C0(X) +

ˆ
Ec

(|f |+ |g|)d|µ|

≤ ∥L∥C0(X)∗ + (∥f∥C0(X) + ∥g∥C0(X))|µ|(Ec)

≤ ∥L∥C0(X)∗ + 2ε,

ed essendo ε arbitrario otteniamo ∥µ∥M(X) = ∥L∥C0(X)∗ .
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Studieremo ora più in dettaglio la struttura delle misure e delle misure con segno. Inizieremo a
definire una proprietà delle misure, antitetica rispetto alla mutua singolarità e legata in qualche
modo alla continuità di funzioni, nel senso che spiegherà il primo risultato che daremo.

Definizione.
Una misura, o misura con segno, ν su una σ-algebra M si dice assolutamente continua rispetto
a una misura µ su M se ν(E) = 0 per ogni E ∈ M tale che µ(E) = 0.
Una misura con segno assolutamente continua rispetto a una misura si indica con il simbolo ν ≪ µ.

Osservazione.

1. L’insieme delle misure con segno assolutamente continue rispetto a una data µ è un sottospazio
vettoriale.

2. Se ν ⊥ µ e ν ≪ µ allora ν = 0 è la misura nulla.

3. La somma di due misure con segno ν1, ν2 singolari tra di loro sarà assolutamente continua

rispetto a µ se e solo se lo sono sia ν1 sia ν2; in particolare, ν ≪ µ se e solo se ν+ ≪ µ e
ν− ≪ µ se e solo se |ν| ≪ µ.

Esempio.

1. La misura ν = fµ è assolutamente continua rispetto a µ per qualsiasi f integrabile o misurabile
positiva; in particolare, lo è la restrizione ν|E = χEµ per ogni misurabile E.

2. Ogni misura con segno ν è assolutamente continua rispetto a |ν|, ma non è assolutamente
continua rispetto a ν+ (rispettivamente ν−), a meno che ν non sia ν− ≡ 0 (risp. ν+ ≡ 0);
in particolare, µ≪ µ per ogni misura positiva µ.
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Lezioni 43-44 del 11/11/2024

Proposizione.
Date una misura con segno ν e una misura µ, ν ≪ µ se e solo se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale
che se µ(E) < δ allora |ν(E)| < ε.
In particolare, se f è integrabile rispetto a µ allora per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che se µ(E) < δ

allora

∣∣∣∣ˆ
E

fdµ

∣∣∣∣ < ε.

Osservazione.
L’enunciato della proposizione è falso se ν è una misura positiva non finita: prendendo ad esempio

µ = m la misura di Lebesgue su (0, 1) e ν(E) =

ˆ
E

1

x
dx, abbiamo m

([
1

n
,
2

n

])
=

1

n
→

n→∞
0 ma

ν

([
1

n
,
2

n

])
= ln 2 ̸→

n→∞
0.

Dimostrazione della proposizione.
Poiché ν ≪ µ ⇐⇒ |ν| ≪ µ e |ν(E)| ≤ |ν|(E), sarà sufficiente considerare il caso di ν ≥ 0.
Se ν ̸≪ µ esisterà E0 tale che µ(E0) = 0 e ν(E0) > 0, allora per ε ≤ ν(E0) la condizione con ε, δ
non sarà soddisfatta per nessun δ > 0.
Viceversa, se non vale la seconda condizione, esisterà un qualche ε > 0 per cui per ogni n ∈ N

esiste En ∈ M tale che µ(En) <
1

2n
e ν(En) ≥ ε; definendo ora Fn :=

⋃
m≥n

Em, F :=

∞⋂
n=1

Fn

avremo µ(Fn) ≤
∞∑

m=n

µ(Em) <
1

2n−1
e dunque µ(F ) <

1

2n−1
per ogni n e cioè µ(F ) = 0, ma

essendo ν(Fn) ≥ ν(En) ≥ ε allora dalla formula dell’intersezione decrescente otteniamo ν(F ) =
lim

n→∞
ν(Fn) ≥ ε e dunque ν non può essere assolutamente continua rispetto a µ.

Il seguente teorema mostra che le misure, o misure con segno, si possono scomporre in due parti
con proprietà molto diverse una dall’altra.

Teorema (di Radon-Nikodym).
Data una misura σ-finita, o misura con segno, ν e una misura σ-finita µ su M, esiste un’unica
coppia λ, ρ di misure σ-finite (rispettivamente, misure con segno) su M tali che

ν = λ+ ρ, λ ⊥ µ, ρ≪ µ.

Esiste inoltre f : X → R positiva e misurabile (risp. µ-integrabile), unica a meno di insiemi di
misura nulla, tale che ρ = fµ; in particolare, se ρ≪ µ allora è del tipo ρ = fµ.
Questa decomposizione si chiama decomposizione di Lebesgue e la f si chiama derivata di

Radon-Nikodym di ν rispetto a µ e si indica con
dν

dµ
.

Osservazione.

1. Il primo enunciato del Teorema di Radon-Nikodym equivale a dire che lo spazio delle misure
con segno è somma diretta dei due sottospazi delle misure singolari rispetto a µ e di quelle
assolutamente continue rispetto a µ.

2. L’enunciato del teorema potrebbe essere falso se una delle due misure non è σ-finita: pren-
dendo ad esempio ν = m la misura di Lebesgue e su RN e µ = # la misura che conta, avremo
m≪ # ma m non si può scrivere come integrale di una qualche funzione rispetto a #, perché
tutte le misure di questo tipo sono infinite su insiemi più che numerabili. Analogamente,
prendendo ν = #, µ = m, ogni misura del tipo ρ = fm è nulla su insiemi numerabili e dunque
se si potesse scrivere # = λ+ ρ sarebbe # = λ ⊥ m che è assurdo.

Esempio.

Se µ = |ν| è la variazione totale di ν, allora λ = 0 e ρ = ν, perché ν ≪ |ν|, e inoltre dν

d|ν|
= χP−χN ,

dove P,N è una decomposizione di Hahn.
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Lemma.
Date due misure finite ν, µ su M che non siano singolari tra loro, esistono ε > 0 e E ∈ M tali che
µ(E) > 0 e E è un insieme positivo per ν − εµ.

Dimostrazione.

Consideriamo, per n ∈ N, la misura con segno ν − 1

n
µ, scriviamo in decomposizione di Hahn per µ

X = Pn ∪Nn e definiamo P :=

∞⋃
n=1

Pn, N :=

∞⋂
n=1

Nn, in modo che X = P ∪N con P ∩N ̸= ∅. N

sarà negativo per ν − 1

n
µ per ogni n, dunque ν(N) ≤ µ(N)

n
per ogni n e cioè ν(N) = 0; se fosse

µ(P ) = 0, allora sarebbe ν ⊥ µ e dunque dev’essere µ(P ) > 0, cioè µ(Pn) > 0 per qualche n. Poiché

Pn è positivo per ν − 1

n
µ, abbiamo concluso ponendo ε :=

1

n
,E := Pn.

Dimostrazione del Teorema di Radon-Nikodym.
Anzitutto sarà sufficiente considerare il caso di µ, ν sono finite: nel caso σ-finito basterà scrivere

X =

∞⋃
n=1

En come unione disgiunta con µ(En), ν(En) < ∞, applicare il Teorema alle misure finite

µn := µ|En
, νn := ν|En

, che si decomporranno dunque come νn = λn + ρn = λn + fnµ e porre

λ :=

∞∑
n=1

λn, ρ :=

∞∑
n=1

ρn, f :=

∞∑
n=1

fn; potremo inoltre restringerci al caso di misure positive perché

in generale, scrivendo in decomposizione di Jordan ν± = λ± + ρ± e ρ± = f±µ, la decomposizione
di Lebesgue sarà ν = (λ+ − λ−) + (ρ+ − ρ−).
Nel caso di una misura positiva finita ν, prendiamo l’insieme di funzioni misurabili

F :=

{
f : X → [0,∞] :

ˆ
E

fdµ ≤ ν(E), ∀E ∈ M
}
,

non vuoto perché 0 ∈ F .

Passo 1 Se f, g ∈ F , allora max{f, g} ∈ F :
prese f, g ∈ F , avremo, per ogni E ∈ M,

ˆ
E

max{f, g}dµ =

ˆ
E∩{f≥g}

fdµ+

ˆ
E∩{f<g}

gdµ ≤ ν(E ∩{f ≤ g})+ ν(E ∩{f < g}) = ν(E);

Passo 2 L’estremo superiore M := sup
F

ˆ
fdµ viene raggiunto:

Prendiamo una successione {fn}∞n=1 in F tale che

ˆ
fndµ →

n→∞
M ; la successione gn :=

max{f1, . . . , fn} sarà monotona crescente, dunque convergerà a una certa f = sup
n∈N

fn, inoltre

gn ∈ F per quanto visto in precedenza e, poiché

ˆ
gndµ ≥

ˆ
fndµ, avremo

ˆ
gndµ →

n→∞
M ,

dunque dal Teorema della convergenza monotona

ˆ
fdµ =M ; del resto, poiché M ≤ ν(E) <

∞, f sarà integrabile rispetto a µ e quindi a valori finiti, a meno di ri-definirla su un insieme
di misura nulla.

Passo 3 λ := ν − fµ è una misura positiva singolare rispetto a µ:
λ ≥ 0 perché f ∈ F ; inoltre, se non fosse singolare, dal lemma precedente esisterebbero E ∈ M
e ε > 0 tali che µ(E) > 0 e E positivo per λ− εµ; ciò vuol dire che εµ|E ≤ λ|E ≤ λ = ν − fµ,

ovvero (f + εχE)µ ≤ ν e cioè f + εχE ∈ F , ma

ˆ
(f + εχE)dµ = M + εµ(E) > M ,

contraddicendo la massimalità di M .

Passo 4 Unicità di λ, f :
Se fosse ν = λ + fµ = λ′ + f ′µ, avremmo λ − λ′ = (f ′ − f)µ, ma essendo λ − λ′ ⊥ µ e
(f − f ′)µ≪ µ dovrà essere λ− λ′ = 0 = (f − f ′)µ, cioè (λ, fµ) = (λ′, f ′µ).
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Corollario.
Data una misura σ-finita µ e una misura σ-finita, o misura con segno, ν su M tali che ν ≪ µ, per

ogni g integrabile rispetto a µ vale

ˆ
gdν =

ˆ
g
dν

dµ
dµ.

Se λ è un’altra misura tale che µ≪ λ, allora ν ≪ λ e
dν

dλ
=

dν

dµ

dµ

dλ
λ-q.o.; in particolare, se µ≪ λ

e λ≪ µ allora
dλ

dµ

dµ

dλ
= 1 λ-q.o. e µ-q.o..

Dimostrazione.
A meno di considerare separatamente ν+, ν− possiamo supporre ν ≥ 0. Se g = χE allora, per

definizione di
dν

dµ
, abbiamo

ˆ
gdν = ν(E) =

ˆ
E

dν

dµ
dµ =

ˆ
g
dν

dµ
dµ;

per linearità, l’uguaglianza sarà vera anche nel caso in cui g è una funzione semplice, applicando poi
il Teorema della convergenza monotona possiamo estenderla a ogni funzione misurabile positiva e
dividendo infine tra parte positiva e negativa otterremo la formula per funzioni integrabili qualsiasi.

Ripetendo il ragionamento con la coppia µ, λ al posto di ν, µ e g = χE
dν

dµ
otteniamo

ˆ
E

dν

dλ
dλ = ν(E) =

ˆ
E

dν

dµ
dµ =

ˆ
E

dν

dµ

dµ

dλ
dλ

per qualsiasi E misurabile, dunque dovrà essere
dν

dλ
=

dν

dµ

dµ

dλ
λ-q.o..
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Lezioni 45-46 del 14/11/2024

Avendo appena introdotto la derivata di Radon-Nikodym, viene naturale chiedersi il legame con la
derivata definita come rapporto incrementale, che può essere facilmente al caso di misure. In altre
parole, dimostreremo una sorta di teorema fondamentale del calcolo per misure.

Definizione.
Una funzione misurabile f : RN → R si dice localmente integrabile se fχE è integrabile per ogni
misurabile limitato E.
Data f localmente integrabile, definiamo la sua media sulla palla Br(x), per x ∈ RN , r > 0 come

Arf(x) =
1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

f ;

definiamo la funzione massimale di Hardy-Littlewood di f come

Hf(x) := sup
r>0

Ar|f |(x) := sup
r>0

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f |.

Proposizione.
Se f è localmente integrabile allora:

1. (x, r) 7→ Arf(x) è continua;

2. x 7→ Hf(x) è misurabile e se f è integrabile su RN allora per ogni a > 0 vale

m
({
x ∈ RN : Hf(x) > a

})
≤ 3N

a

ˆ
|f |dm.

Esempio.

Se f = χ[0,∞) allora Hf(x) =

{
1 se x > 0
1

2
se x ≤ 0

: in particolare, Hf potrebbe non essere continua.

Osservazione.
Sostituendo Hf con f vale una disuguaglianza simile alla precedente, che differisce solo per l’assenza
della costante 3N : infatti,

m
({
x ∈ RN : |f(x)| > a

})
=

1

a

ˆ
{x∈RN : |f(x)|>a}

adm ≤ 1

a

ˆ
{x∈RN : |f(x)|>a}

|f |dm ≤ 1

a

ˆ
|f |dm.

Lemma.

Data una collezione C di palle in RN e c < m

(⋃
B∈C

B

)
, esiste un sottoinsieme finito e disgiunto

B1, . . . , BM ∈ C tale che m

(
M⋃

m=1

m(Bm)

)
>

c

3N
.

Dimostrazione.

Dal Teorema di approssimazione con aperti e compatti, per ogni c < m

(⋃
B∈C

B

)
esisterà un

compatto K ⊂
⋃
B∈C

B tale che m(K) > c e, per compattezza, K ⊂
L⋃

l=1

Al per un numero finito di

palle A1, . . . , AL ∈ C. Definiamo ora B1 come la palla che ha il raggio più grande tra le Al, B2

come la più grande tra le palle disgiunte da B1, B3 la più grande tra quelle disgiunte da B1 e B2,
e cos̀ı via. Se una qualche Al non è tra le Bm allora Al ∩Bm ̸= ∅ e, prendendo il più piccolo m per
cui ciò accade, Al avrà raggio al più uguale a Bm e cioè Al ⊂ B̃m, dove B̃m è la palla concentrica

con Bm di raggio tre volte più grande; dunque avremo K ⊂
M⋃

m=1

B̃m e quindi

c < m(K) ≤ m

(
M⋃

m=1

B̃m

)
= 3Nm

(
M⋃

m=1

m(Bm)

)
.

64



Dimostrazione della proposizione.

1. Poiché m(Br(x)) = m(B1(0))r
N è continua in x, r e non si annulla mai se r ̸= 0, allora

per x → x0 e r → r0 > 0 avremo
1

m(Br(x))
→ 1

m(Br0(x0))
, e dunque basterà far vedere

la continuità di (x, r) 7→
ˆ
Br(x)

fdm; poiché χBr(x) →
(x,r)→(x0,r0)

χBr0
(x0) puntualmente su

{y : |y − x0| ̸= r0}, cioè q.o., e inoltre |fχBr(x)| ≤ |f |χBr0+1(x0), che è integrabile, per

r ≤ r0 +
1

2
, |x − x0| ≤

1

2
, otterremo la continuità applicando il Teorema della convergenza

monotona: ˆ
Br(x)

fdm →
(x,r)→(x0,r0)

ˆ
Br0

(x0)

fdm.

2. Grazie al punto precedente, Hf è estremo superiore di funzioni continue e dunque misurabile.
Fissato a > 0 e x tale che Hf(x) > a, prendiamo rx > 0 tale che Arx |f |(x) > a e ricopriamo
l’insieme {x : Hf(x) > a} con le palle Brx(x); dal lemma precedente, fissato c < m({Hf >

a}), esisteranno un numero finito di Bm = Brxm
(xm) tali che m

(
M⋃

m=1

Bm

)
>

c

3N
e dunque,

poiché su ognuna di queste palle avremo

ˆ
Bm

|f | > am(Bm), allora

c < 3Nm

(
M⋃

m=1

Bm

)
= 3N

M∑
m=1

m(Bm) < 3N
M∑

m=1

1

a

ˆ
Bm

|f |dm ≤ 3N

a

ˆ
RN

|f |dm,

e concludiamo passando al limite per c→ m({Hf > a}).

Questi preliminari ci permettono di ottenere un importante teorema sulla convergenza delle medie,
che generalizza una proprietà elementare dell’integrazione di funzioni continue.

Teorema (di differenziazione di Lebesgue).
Se f è localmente integrabile allora per q.o. x vale:

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y)− f(x)|dy →
r→0

0.

In particolare, Arf(x) →
r→0

f(x) per q.o. x.

Osservazione.
Se f è continua, allora l’enunciato del Teorema di differenziazione di Lebesgue è vero per ogni x,

perché prendendo ε, δ > 0 tali che |x−y| < δ ⇒ |f(x)−f(y)| < ε si ottiene
1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y)−

f(x)|dy < ε per r < δ.

Esempio.

Se f(x) = χ[0,∞) allora f(y) = f(x) per x ̸= 0, y ∈ (−x, x), dunque
1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y) −

f(x)|dy →
r→0

0 per ogni x ̸= 0, ma
1

m(Br(0))

ˆ
Br(x)

|f(y) − f(0)|dy =
1

2
̸→
r→0

0; in particolare,

l’enunciato del Teorema di differenziazione di Lebesgue potrebbe non valere per ogni x.

Dimostrazione del Teorema di differenziazione di Lebesgue.
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Passo 1 Arf(x) →
r→0

f(x) per q.o. x:

Sarà sufficiente fissare M ∈ N e farlo vedere per |x| ≤ M e inoltre, poiché Arf(x) dipende
solo dal valore di f(y) per |y| ≤ |x|+ r, posso considerare fχBM+1(0) al posto di f e supporre

f integrabile su RN .
Scrivendo{

x : Arf(x) ̸→
r→0

f(x)

}
=

∞⋃
n=1

E 1
n
, Ea :=

{
x : lim sup

r→0
|Arf(x)− f(x)| > a

}
,

basterà dimostrare che m(Ea) = 0 per ogni a > 0. Grazie alle proprietà dell’integrale di

Lebesgue, fissato ε > 0 possiamo prendere una funzione continua g tale che

ˆ
|g−f | < ε, che

grazie all’osservazione precedente verificherà Arg(x) →
r→0

g(x) per ogni x, e dunque

lim sup
r→0

|Arf(x)− f(x)| = lim sup
r→0

|Ar(f − g)(x)− (f − g)(x)|

≤ H(f − g)(x) + |f(x)− g(x)|,

quindi per ogni a > 0 avremo

Ea ⊂
{
H(f − g) >

a

2

}
∪
{
|f − g| > a

2

}
,

e grazie alla proposizione e all’osservazione precedenti possiamo stimare la misura di questi
ultimi insiemi:

m(Ea) ≤ m
({
H(f − g) >

a

2

})
+m

({
|f − g| > a

2

})
≤ 3N

2

a

ˆ
|f − g|+ 2

a

ˆ
|f − g|

≤
2
(
1 + 3N

)
ε

a
,

ma essendo ε arbitrario la misura dovrà essere nulla e dunque la dimostrazione è completa.

Passo 2 Conclusione: Sostituendo f con |f − q|, per q ∈ Q, dal passo precedente avremo

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y)− q|dy →
r→0

|f(x)− q|

per ogni x ̸∈ Eq con m(Eq) = 0; dunque m

⋃
q∈Q

Eq

 = 0 e, se x ̸∈
⋃
q∈Q

Eq, fissato ε > 0

esisterà q ∈ Q con |f(x)− q| < ε, dunque

lim sup
r→0

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y)− f(x)|dy ≤ lim sup
r→0

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

(|f(y)− q|+ ε)dy

= |f(x)− q|+ ε

≤ 2ε,

ma essendo ε arbitrario avremo lim
r→0

1

m(Br(x))

ˆ
Br(x)

|f(y)−f(x)|dy = 0 per ogni x ̸∈
⋃
q∈Q

Eq.
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Lezioni 47-48 del 19/11/2024

Estendiamo ora il Teorema di differenziazione di Lebesgue a misure più generali, aiutandoci con il
Teorema di Radon-Nikodym.

Proposizione.
Se ν è una misura finita sui limitati, o misura con segno, di Borel su RN scritta secondo la decom-

posizione di Lebesgue rispetto alla misura di Lebesgue e f =
dν

dm
la sua derivata di Radon-Nikodym.

Allora per q.o. x vale:

lim
r→0

ν(Br(x))

m(Br(x))
= f(x).

Dimostrazione.

Scrivendo ν = λ+ρ con λ ⊥ m e ρ(Br(x)) =

ˆ
Br(x)

fdm, dal Teorema di differenziazione di Lebesgue

deduciamo che
ρ(Br(x))

m(Br(x))
→
r→0

f(x) per q.o. x, e dunque ci basterà far vedere che
λ(Br(x))

m(Br(x))
→
r→0

0

per q.o. x; essendo poi |λ(Br(x))| ≤ |λ|(Br(x)), potremmo restringerci al caso λ ≥ 0.
Essendo λ ⊥ m, esisterà un boreliano E tale che λ(E) = m(Ec) = 0, e sarà sufficiente mostrare
che i punti di E per cui il limite non è zero ha misura nulla; inoltre, come nella dimostrazione del
Teorema di differenziazione di Lebesgue, basterà far vedere che hanno misura nulla gli insiemi del
tipo

Ea :=

{
x ∈ E : lim sup

r→0

λ(Br(x))

m(Br(x))
> a

}
.

Per ogni x ∈ Ea esisterà rx > 0 tale che
λ(Brx(x))

m(Brx(x))
> a; λ sarà inoltre regolare per il Teorema di

regolarità delle misure, perciò dato ε > 0 esisterà un aperto A ⊃ Ea tale che λ(A) < ε e inoltre, a

meno di diminuire rx, avremo
⋃

x∈Ea

Brx(x) ⊂ A. Applicando ora il lemma precedente a
⋃

x∈Ea

Brx(x),

per ogni c < m

( ⋃
x∈Ea

Brx(x)

)
troviamo Brx1

(x1), . . . , BrxM
(xM ) disgiunte tali che

c < 3N
M∑

m=1

m
(
Brxm

(xm)
)
<

3N

a

M∑
m=1

λ
(
Brxm

(xm)
)
≤ 3N

a
λ

( ⋃
x∈Ea

Brx(x)

)
≤ 3N

a
λ(A) ≤ 3N

a
ε,

da cui m(Ea) ≤ m

( ⋃
x∈Ea

Brx(x)

)
≤ 3N

a
ε, e mandando ε a zero si ottiene m(Ea) = 0.

Applicheremo ora i risultati teorici sulla differenziazione di misure alle misure di Lebesgue-Stieltjes
associate a una funzione crescente e continua a destra.

Proposizione.
Se F : R → R è crescente e G(x) := lim

y↘x
F (y), allora:

1. L’insieme di punti di discontinuità di F è numerabile, in particolare F è continua q.o. e
F = G q.o..

2. F e G sono differenziabili q.o.. e F ′ = G′ q.o..

Esempio.

1. La funzione di Cantor F è continua su [0, 1], e dunque F = G, e inoltre F ′ = 0 q.o., perché
F è costante su ogni intervallo di [0, 1] \ C, quindi F ′ = 0 su [0, 1] \ C, che ha misura piena.

2. La funzione F (x) =

∞∑
n=1

1

2n
χ[qn,∞), dove {qn}∞n=1 è una numerazione di Q, è strettamente cre-

scente, perché dati x, y con x < y esisterà qN ∈ (x, y) e dunque F (y)−F (x) ≥ 1

2N
> 0; inoltre,
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è continua su R\Q perché, essendo totalmente convergente, lim
y→x

F (y) =

∞∑
n=1

lim
y→x

1

2n
χ[qn,∞)(y),

che coinciderà con x se e solo se x ̸= qn per ogni n. In particolare, l’insieme dei punti di
discontinuità di una funzione crescente potrebbe essere denso.

Dimostrazione della proposizione.

1. Essendo F crescente, per ogni x in cui F non è continua gli intervalli

(
lim
y↗x

F (y), lim
y↘x

F (y)

)
sono non vuoti e disgiunti, dunque ogni numero razionale apparterrà al più ad uno di questi
intervalli, che avranno quindi cardinalità al più pari a quella di Q e cioè saranno numerabili.

2. Essendo G crescente e continua a destra per costruzione, possiamo considerare la misura di

Lebesgue-Stieltjes µG associata aG, che verificaG(x+h)−G(x) =
{
µG((x, x+ h]) se h > 0
−µG((x+ h, x]) se h < 0

:

essendo finita sui limitati, dal Teorema di regolarità delle misure sarà regolare e dunque, scri-

vendo µG =

ˆ
fdm+λ come decomposizione di Lebesgue, dalla proposizione precedente per

h > 0 otterremo
λ((x, x+ h])

h
≤ 4

λ((x− 2h, x+ 2h))

m((x− 2h, x+ 2h))
→

h→0+
0,

per q.o. x, mentre dal Teorema di differenziazione di Lebesgue analogamente otterremo∣∣∣∣∣ 1h
ˆ
(x,x+h]

f − f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

h

ˆ
(x,x+h]

|f(y)− f(x)|dy

≤ 4

m((x− 2h, x+ 2h))

ˆ
(x−2h,x+2h)

|f(y)− f(x)|dy

→
h→0+

0

per q.o. x; da ciò deduciamo
G(x+ h)−G(x)

h
=

1

h

ˆ
(x,x+h]

f +
λ((x, x+ h])

h
→

h→0+
f(x) e

analogamente per h→ 0−, cioè G′ = f q.o..
Infine, la funzione H := G − F è diversa da zero solo per numerabili {xn}∞n=1, per i quali

H(xn) > 0 e, per ogni M ∈ N,
∑

−M≤xn≤M

H(xn) < ∞, cioè µ :=

∞∑
n=1

H(xn)δxn
è finita sui

limitati; inoltre, µ ⊥ m perché m ({xn}∞n=1) = µ ({xn}∞n=1
c
) = 0, dunque in modo simile al

punto precedente si ottiene∣∣∣∣H(x+ h)−H(x)

h

∣∣∣∣ ≤ H(x+ h) +H(x)

|h|
≤ µ({x, x+ h})

m((x−2|h|,x+2|h|))
4

≤ 4
µ((x− 2|h|, x+ 2|h|))
m((x− 2|h|, x+ 2|h|))

→
h→0

0.

per q.o. x, e cioè H ′ = 0 q.o..

Introduciamo ora una nuova classe di funzioni, che sarà legata alle misure con segno allo stesso
modo in cui le funzioni crescenti continue continue a destra sono legate alle misure positive.

Definizione.
Data F : R → R e x ∈ R definiamo la variazione totale di F in x come

TF (x) := sup

{
N∑

n=1

|F (xn)− F (xn−1)| : N ∈ N, x0 < · · · < xn = x

}
.

F si dice a variazione limitata su R se lim
x→∞

TF (x) = sup
x∈R

TF (x) <∞ e si indica con F ∈ BV .

Preso un intervallo chiuso [a, b], la variazione totale di F su [a, b] è

sup

{
N∑

n=1

|F (xn)− F (xn−1)| : N ∈ N, a = x0 < · · · < xn = x

}
.
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F si dice a variazione limitata su [a, b] se la sua variazione totale su [a, b] è finita e si indica con
F ∈ BV ([a, b]).
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Lezioni 49-50 del 21/11/2024

Osservazione.

1. Se F ∈ BV allora TF (x) ≥ 0 per ogni x e TF è crescente; inoltre, TF (x) > 0 a meno che F
non sia costante in (−∞, x] e TF è strettamente crescente su ogni intervallo in cui F non è
costante.

2. Prendendo come partizione x0 < x1 = x si ottiene che |F (x)| ≤ |F (x0)| + |F (x) − F (x0)| ≤
|F (x0)| + |TF (x)| per ogni x, x0, dunque in particolare le funzioni a variazione limitata solo
limitate.

Esempio.

1. Se F è crescente, allora TF (x) = F (x)− lim
x→−∞

F (x) e dunque F ∈ BV se e solo se è limitata;

in particolare, se F ∈ BV allora anche TF ∈ BV .

2. Se F è Lipschitz, e in particolare se F ∈ C1, allora F ∈ BV ([a, b]) per ogni a, b e la sua
variazione totale su [a, b] è più piccola di (b − a)∥F∥Lip. F potrebbe non essere a variazione
limitata su R: grazie all’esempio precedente, una funzione Lipschitz crescente e illimitata non
sarà a variazione limitata.

3. F (x) :=

{
x sin

1

x
se x ̸= 0

0 se x = 0
, pur essendo continua, non è a variazione limitata su [a, b] se

a ≤ 0 ≤ b, perché scegliendo xn = ± 1

π
(
n+ 1

2

) si ottiene

N∑
n=1

|F (xn)− F (xn−1)| =
N∑

n=1

(|xn|+ |xn−1|) =
1

π

N∑
n=1

(
1

n+ 1
2

+
1

n− 1
2

)
→

N→∞
∞;

allo stesso modo, sarà continua ma non a variazione limitata la funzione

{
|x|α sin

1

x
se x ̸= 0

0 se x = 0
con 0 < α ≤ 1. Viceversa, una funzione crescente e limitata ma discontinua, come ad esempio
la funzione caratteristica di una semiretta χ[x0,∞), pur non essendo continua sarà a variazione
limitata su R.

4. Una combinazione lineare aF+bG di funzioni F,G ∈ BV con a, b ∈ R è anch’essa a variazione
limitata; inoltre, se H : R → R è Lipschitz allora H ◦ F ∈ BV , dunque in particolare anche

|F |, F±,max{F,G},min{F,G} ∈ BV .

Proposizione.

1. Se F ∈ BV allora TF + F e TF − F sono crescenti.

2. Una funzione F : R → R può essere scritta come differenza di due funzioni crescenti limitate

se e solo se F ∈ BV , e in questo caso si può scegliere come funzioni
TF ± F

2
; in particolare,

le funzioni a variazione limitata sono differenziabili q.o..

3. Se F ∈ BV allora lim
x→−∞

TF (x) = 0.

4. Se F ∈ BV è continua a destra, lo è anche TF .

Dimostrazione della Proposizione.

1. Poiché T−F = TF e F è a variazione limitata se e solo se lo è −F , sarà sufficiente mostrare
che TF + F è crescente. Dati x ∈ R e ε > 0, prendiamo x0 < · · · < xN = x tali che
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N∑
n=1

|F (xn)−F (xn−1)| ≥ TF (x)− ε; allora per y > x possiamo approssimare TF (y) scegliendo

x0 < · · · < xN < xN+1 = y e dunque

TF (y) + F (y) ≥
N+1∑
n=1

|F (xn)− F (xn−1)|+ F (y)

≥ TF (x)− ε+ |F (y)− F (x)|+ F (y)

≥ TF (x)− ε+ F (x),

quindi TF (y) + F (y) ≥ TF (x) + F (x).

2. Grazie agli esempi precedenti, le funzioni crescenti e limitate sono a variazione limitata e
anche una qualsiasi combinazione lineare, dunque in particolare una differenza. Viceversa,

possiamo scrivere F =

(
TF + F

2

)
−
(
TF − F

2

)
e dal punto precedente le funzioni

TF ± F

2
sono crescenti; inoltre, TF è limitata perché F ∈ BV e F stessa è limitata per una precedente

osservazione, dunque sono limitate anche
TF ± F

2
.

3. Fissati x ∈ R e ε > 0, troviamo x0 < · · · < xN = x tali che

N∑
n=1

|F (xn)−F (xn−1)| ≥ TF (x)−ε;

dati poi y0 < · · · < yM = x0, la partizione y0 < · · · < yM < x1 < · · · < xN finisce in x0,
dunque

TF (x) ≥
N∑

n=1

|F (xn)−F (xn−1)|+
M∑

m=1

|F (ym)−F (ym−1)| ≥ TF (x)−ε+
M∑

m=1

|F (ym)−F (ym−1)|

e cioè, passando all’estremo superiore sulle y1 < · · · < yN , otteniamo TF (x0) < ε. Essendo
poi TF positiva e crescente, avremo 0 ≤ TF (y) < ε se y ≤ x0, cioè TF (y) →

y→−∞
0.

4. Posto α := lim
y↘x

TF (y) − TF (x) ≥ 0, sarà sufficiente mostrare che α = 0. Se F è continua a

destra, presi x ∈ R e ε > 0 esisterà δ > 0 tale che per 0 < h < δ avremo |F (x+h)−F (x)| < ε
e 0 ≤ TF (x+ h)− lim

y↘x
TF (y) < ε; esisteranno poi x = x0 < · · · < xN = x+ h tali che

N∑
n=1

|F (xn)− F (xn−1)| ≥ TF (x+ h)− TF (x)− ε ≥ α− ε.

Inoltre, essendo x < x1 < x+ δ, avremo anche

N∑
n=2

|F (xn)− F (xn−1)| ≥ α− ε− |F (x1)− F (x)| ≥ α− 2ε,

e dunque prendendo x = y0 < · · · < yM = x1 tale che

M∑
m=1

|F (ym)− F (ym−1)| ≥ TF (x1 + h)− TF (x)− ε ≥ α− ε,

scegliendo la partizione x = y0 < · · · < yM = x1 < · · · < xN = x+ h avremo

2α− 3ε ≤
M∑

m=1

|F (ym)− F (ym−1)|+
N∑

n=2

|F (xn)− F (xn−1)| ≤ TF (x+ h)− TF (x) ≤ α+ ε,

cioè α ≤ 4ε e dunque α = 0.
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Corollario.
Se F ∈ BV allora è continua tranne al più su un insieme numerabile, è derivabile quasi ovunque,
e inoltre, per ogni x ∈ R, esistono finiti i limiti

lim
y↘x

F (y), lim
y↗x

F (y), lim
y→−∞

F (y), lim
y→∞

F (y).

In particolare, lo spazio delle funzioni a variazione limitata ha come norma ∥F∥BV := lim
x→∞

TF (x)+

lim
x→−∞

|F (x)|.

Ci soffermeremo ora sul legame tra funzioni a variazione limitata e misure con segno, legame forse
già intuibile dalla terminologia utilizzata.

Definizione.

Data F ∈ BV , la coppia
TF + F

2
,
TF − F

2
si chiama decomposizione di Jordan;

TF ± F

2
si

chiamano rispettivamente variazione positiva e variazione negativa di F .
Una funzione a variazione limitata si dice normalizzata se è continua a destra e lim

x→−∞
F (x) = 0

e si indica con F ∈ NBV .

Osservazione.

1. NBV è un sottospazio lineare di BV , in cui la norma si può scrivere come ∥F∥BV =
lim
x→∞

|TF (x)|.

2. Data F ∈ BV , una funzione a variazione limitata normalizzata sarà data da G(x) :=
lim
y↘x

F (y) − lim
y→−∞

F (y) e sarà uguale a F a meno una costante e G′ = F ′ q.o.: anzitutto

i due limiti che definiscono G esistono perché F = F1 − F2 è differenza di funzioni crescenti

limitate, e inoltre G(x) = lim
y↘x

F1(y) −
(
lim
y↘x

F2(y) + lim
y→−∞

F (y)

)
è anch’essa differenza di

funzioni crescenti limitate e quindi è in BV e dunque NBV perché per costruzione è continua
a destra e va a 0 a −∞; infine, l’uguaglianza tra F e G segue dal fatto che F è differenza di
funzioni non decrescenti e dalla proposizione sulle funzioni non decrescenti.
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Lezioni 51-52 del 22/11/2024

Proposizione.

1. Data una misura con segno di Borel ν, F (x) := ν((−∞, x]) ∈ NBV ; viceversa, data F ∈
NBV esiste un’unica misura con segno di Borel νF tale che F (x) = νF ((−∞, x]), e inoltre
|νF | = νTF

.

2. Se F ∈ NBV allora F ′ è integrabile rispetto a m; inoltre, νF ⊥ m se e solo se F ′ = 0 q.o. e

νF ≪ m se e solo se F (x) =

ˆ x

−∞
F ′(t)dt per ogni x.

Osservazione.

1. Questo risultato fornisce una corrispondenza biunivoca ν ↔ F tra misure con segno ν su BR
e funzioni F ∈ NBV ; questa biiezione è lineare e preserva le norme nei rispettivi spazi.

2. Grazie all’osservazione precedente, deduciamo che anche tutte le funzioni a variazione limi-
tata sono derivabili q.o. con derivata integrabile, e in particolare lo sono tutte le funzioni
Lipschitz in quanto a variazione limitata su ogni intervallo limitato; queste ultime, avendo
per definizione rapporti incrementali uniformemente limitati, sono dunque caratterizzate dal
fatto di essere derivabili quasi ovunque con derivata limitata.

Dimostrazione della proposizione.

1. Se ν = ν+ − ν− è una misura con segno scritta in decomposizione di Jordan, allora F±(x) :=
ν±((−∞, x]) è crescente e continua a destra e inoltre lim

x→−∞
F±(x) = 0 e lim

x→∞
F±(x) =

ν±(R) < ∞ e dunque F = F+ − F− è differenza di funzioni crescenti limitate e inoltre è
continua a destra e tende a 0 a −∞, dunque è a variazione limitata normalizzata; viceversa,

se F ∈ NBV allora F =
TF + F

2
−TF − F

2
con

TF ± F

2
crescenti, limitate e continue a destra,

dunque dal Teorema di costruzione delle misure di Borel avremo
TF (x)± F (x)

2
= ν±((−∞, x])

per opportune misure di Borel finite ν± e cioè F (x) = νF ((−∞, x]) con νF = ν+ − ν−. Infine,
avremo

TF (x) =
TF (x) + F (x)

2
+
TF (x)− F (x)

2
= ν+((−∞, x]) + ν−((−∞, x]) = |νF |((−∞, x])

e cioè |νF | = νTF
.

2. Scrivendo νF = fm+ λ come decomposizione di Lebesgue, avremo, come nelle dimostrazioni

precedenti,
F (x+ h)− F (x)

h
=

νF ((x, x+ h])

h
→

h→0+
f(x) per q.o. x, e analogamente per

h → 0−; quindi F ′ = f q.o. ed in particolare è integrabile. Scrivendo infine νF = F ′m + λ,
nel caso singolare avremo νF = λ se e solo se F ′ = 0 q.o. mentre nel caso assolutamente

continuo calcolando in (−∞, x] otterremo F (x) =

ˆ x

−∞
fdm.

Definizione.
Una funzione F : R → R si dice assolutamente continua se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che
per ogni unione disgiunta (a1, b1), . . . , (aN , bN ) di intervalli si ha

N∑
n=1

(bn − an) < δ ⇒
N∑

n=1

|F (bn)− F (an)| < ε,

e si indica con F ∈ AC. F si dice assolutamente continua su [a, b] se la condizione precedente
è soddisfatta quando gli intervalli (a1, b1), . . . , (aN , bN ) sono contenuti in [a, b], e si indica con
F ∈ AC([a, b]).
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Osservazione.
Se f è assolutamente continua allora è anche uniformemente continua, come segue prendendo un
solo intervallo nella definizione.

Esempio.

1. Una funzione Lipschitz, e in particolare una funzione derivabile con derivata limitata, è asso-

lutamente continua: se K è la sua costante di Lipschitz, dato ε è sufficiente prendere δ =
ε

K
nella definizione.

2. La funzione di Cantor F non è assolutamente continua: infatti, poiché l’insieme di Cantor

C ha misura nulla, per ogni δ > 0 è possibile scegliere un aperto A =

∞⋃
n=1

(an, bn), scritto

come unione disgiunta, di misura m(A) =

∞∑
n=1

(bn − an) < δ tale che C ⊂
N⋃

n=1

(an, bn) ma

∞∑
n=1

|F (bn)−F (an)| = 1, perché F è costante su ogni intervallo di [0, 1] \C, dunque passando

ad un’opportuna unione finita avremo

N∑
n=1

(bn − an) < δ,

N∑
n=1

|F (bn)− F (an)| ≥
1

2
;

in particolare, non tutte le funzioni uniformemente continue sono assolutamente continue.

Proposizione.

1. Se F ∈ AC([a, b]) allora F ∈ BV ([a, b]).

2. Se F ∈ NBV allora F ∈ AC se e solo se νF ≪ m. In particolare, data f integrabile abbiamo

F (x) :=

ˆ x

−∞
fdm ∈ NBV ∩ AC; viceversa, se F ∈ NBV ∩ AC allora F ′ è integrabile e

valgono:

F (x) =

ˆ x

−∞
F ′dm, TF (x) =

ˆ x

−∞
|F ′|dm.

Osservazione.
La proposizione ci dà ulteriori informazioni sulla corrispondenza biunivoca tra misure con segno e
funzioni a variazione limitata normalizzate: il sottospazio delle misure con segno ν ≪ m assolu-
tamente continue è in corrispondenza biunivoca con le funzioni F ∈ NBV ∩ AC, e la norma su

quest’ultimo spazio è ∥F∥ =

ˆ ∞

−∞
|F ′|dm.

Esempio.
Una funzione periodica di classe C1 non costante è assolutamente continua, in quanto Lipschitz,
ma non è a variazione limitata; in particolare, AC ̸⊂ BV .

Dimostrazione della proposizione.

1. Data F ∈ AC([a, b]) prendiamo δ corrispondente a ε = 1 nella definizione di continuità
assoluta; fissando poi a = x0 < · · · < xN = b, suddivideremo gli intervalli (xn−1, xn) in M

gruppi {(xn−1, xn)}Nm+1

n=Nm+1 per opportuni 1 = N1, . . . , NM = N , con M =

⌊
b− a

δ

⌋
+ 1, in

modo che, a meno di raffinare la partizione,

Nm+1∑
n=Nm+1

(xn−xn−1) < δ. Dunque

Nm+1−1∑
n=Nm

|F (xn)−

F (xn−1)| < 1 e quindi

N∑
n=1

|F (xn) − F (xn−1)| < M ≤ b− a

δ
+ 1, cioè TF (b) − TF (a) ≤

b− a

δ
+ 1 <∞.
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2. Se νF ≪ m allora l’assoluta continuità segue applicando la proposizione che caratterizza le

misure assolutamente continue alle unioni disgiunte di intervalli semi-aperti E =

N⋃
n=1

(an, bn],

perché m(E) =

N∑
n=1

(bn−an) < δ e |νF (E)| ≤
N∑

n=1

|νF ((an, bN ]| < ε. Viceversa, se F ∈ NBV ∩

AC, allora anche TF ∈ NBV ∩AC perché, se

N∑
n=1

(bn−an) < δ allora

N∑
n=1

M∑
m=1

(xn,m−xn,m−1)

per ogni partizione an = xn,0 < · · · < xn,M = bn e dunque

N∑
n=1

(TF (bn)−TF (an)) = sup

{
N∑

n=1

M∑
m=1

|F (xn,m)− F (xn,m−1)| : an = xn,0 < · · · < xn,M = bn

}
< ε;

preso un boreliano E di misura m(E) = 0, dal Teorema di approssimazione con aperti e

compatti troveremo un aperto A =

∞⋃
n=1

(an, bn) tale che m(A) =

∞∑
n=1

(bn − an) < δ; per ogni

N ∈ N avremo

N∑
n=1

|νF |((an, bn)) ≤
N∑

n=1

|νF |((an, bn]) =
N∑

n=1

|TF (bn)− TF (an)| < ε,

dunque passando al limite per N → ∞ otterremo |νF |(E) ≤ |νF |(A) < ε e cioè νF (E) = 0,
quindi νF ≪ m.
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Lezioni 53-54 del 25/11/2024

Il seguente teorema fornisce condizioni necessarie e sufficienti per la validità del Teorema fonda-
mentale del calcolo.

Teorema (Teorema fondamentale del calcolo per Lebesgue).
Per una funzione F : [a, b] → R le seguenti condizioni si equivalgono:

1. F ∈ AC([a, b]);

2. F (x)− F (a) =

ˆ x

a

fdm per qualche f integrabile su [a, b];

3. F è derivabile q.o. su [a, b] con F ′ è integrabile su [a, b] e F (x)− F (a) =

ˆ x

a

F ′dm per ogni

x.

Esempio.

1. Poiché le funzioni Lipschitz sono assolutamente continue, deduciamo che il Teorema fonda-
mentale del calcolo vale anche per le funzioni Lipschitz, incluse quelle non derivabili come ad
esempio F (x) = |x|.

2. La funzione F (x) = xa, con 0 < a < 1, pur non essendo Lipschitz, è assolutamente continua
su [0, 1] perché vale il Teorema fondamentale del calcolo, come segue ragionando su [ε, 1] e
passando poi al limite per ε ↘ 0 usando la continuità di F e il Teorema della convergenza
dominata:

F (x)− F (0) = lim
ε↘0

(F (x)− F (ε)) = lim
ε↘0

ˆ x

ε

F ′ =

ˆ x

0

F ′.

3. La funzione di Cantor F , che come abbiamo visto non è assolutamente continua, è derivabile

q.o. con F ′ = 0 q.o. ma F (1)− F (0) = 1 ̸= 0 =

ˆ 1

0

F ′.

Dimostrazione del Teorema fondamentale del calcolo per Lebesgue.

1 ⇒ 3 Dal primo punto della proposizione precedente, F ∈ BV ([a, b]) ∩ C([a, b]), dunque

F̃ (x) :=

 F (x)− F (a) se a ≤ x ≤ b
F (b)− F (a) se x > b
0 se x < a

∈ NBV ;

dal secondo punto della proposizione precedente seguirà che

F (x)− F (a) = F̃ (x) =

ˆ x

−∞
F̃ ′dm =

ˆ x

a

F ′dm.

3 ⇒ 2 Ovvio.

2 ⇒ 1 Definendo f̃(x) :=

{
f(x) se a ≤ x ≤ b
0 se x < a oppure x > b

, dal secondo punto della proposizione

avremo F̃ (x) :=

ˆ x

−∞
f̃dm ∈ NBV ∩ AC, dunque in particolare è assolutamente continua su

[a, b] e quindi anche F (x) = F̃ (x) + F (a) ∈ AC([a, b]).

Introduciamo adesso alcuni spazi, di importanza fondamentale in analisi funzionale, di funzioni
misurabili che soddisfano alcune proprietà di integrabilità.
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Definizione.
Dato uno spazio misura (X,M, µ) e p ≥ 1 definiamo lo spazio Lp su X rispetto a µ come l’insie-
me delle funzioni misurabile con p-esima potenza integrabile, quozientato rispetto alla relazione di
uguaglianza µ-q.o., ovvero:

Lp(X,M, µ) :=

{
f : X → R : f misurabile e ∥f∥p :=

(´
|f |pdµ

) 1
p <∞

}
∼

,

f ∼ g ⇐⇒ f = g µ-q.o..

L’estremo superiore essenziale di una f misurabile è l’estremo superiore a meno di insiemi di
misura nulla, cioè

esssupXf := inf{a ∈ R : µ({x ∈ X : f(x) ≥ a}) = 0};

lo spazio L∞ su X rispetto a µ è l’insieme delle funzioni con estremo superiore essenziale del
valore assoluto finito, quozientato rispetto all’uguaglianza q.o., ovvero:

L∞(X,M, µ) :=

{
f : X → R : f misurabile e ∥f∥∞ := esssupX |f | <∞

}
∼

.

Quando non c’è rischio di ambiguità, denoteremo Lp(X,M, µ) semplicemente come Lp(µ) o Lp.
Gli spazi Lp rispetto alla misura che conta # saranno indicati con ℓp(X) := Lp(X,P(X),#). Nel
caso X = N scriveremo

ℓp := ℓp(N) :=

{
x : N → R :

∞∑
k=1

|x(k)|p <∞

}
.

Osservazione.

1. Se f ∈ Lp allora |f |p è integrabile e dunque finita q.o., e quindi anche f sarà finita q.o..

2. Dalla disuguaglianza elementare |f + g|p ≤ (2max{|f |, |g|})p ≤ 2p(|f |p + |g|p) deduciamo che
la somma di due funzioni in Lp è una funzione Lp; essendo poi ∥cf∥p = |c|∥f∥p, deduciamo
che lo spazio Lp è uno spazio vettoriale, come suggerisce la terminologia.

3. L’estremo inferiore che definisce lo spazio L∞ è in realtà un minimo perché, applicando la

formula dell’unione crescente alla scrittura {|f | > ∥f∥∞} =

∞⋃
n=1

{
|f | ≥ ∥f∥∞ +

1

n

}
si ottiene

µ({|f | > ∥f∥∞}) = lim
n→∞

µ

({
|f | ≥ ∥f∥∞ +

1

n

})
= 0,

dunque |f | ≤ ∥f∥∞ q.o.; in particolare, f ∈ L∞ se e solo se è limitata q.o., cioè esiste un
insieme di misura nulla al di fuori del quale f è limitata.

4. Se X è uno spazio metrico compatto e µ è di Borel allora ogni funzione continua è li-
mitata e dunque ha un “rappresentante” in L∞(X,BX , µ); se inoltre µ è positiva su ogni
aperto, allora sup

X
|f | = ∥f∥∞ per ogni f continua, dunque C(X) può essere visto come

un sottospazio di L∞. Indebolendo le ipotesi con X localmente compatto avremo Cc(X)
e C0(X) come sottospazi di L∞, dunque in particolare C([a, b]) ⊂ L∞ ([a, b],B[a,b],m

)
e

Cc

(
RN
)
⊂ C0

(
RN
)
⊂ L∞ (RN ,BRN ,mN

)
.

Mostriamo anzitutto che lo spazio L∞, nonostante sia definito in modo apparentemente diverso, è
in realtà un caso limite degli spazi Lp.

Proposizione.
Per ogni f misurabile vale lim inf

p→∞
∥f∥p ≥ ∥f∥∞.

Inoltre, se f ∈ Lp0 per qualche p0 ≥ 1, allora lim sup
p→∞

∥f∥p ≤ ∥f∥∞ e in particolare

∥f∥p →
p→∞

∥f∥∞.
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Osservazione.
L’ipotesi f ∈ Lp per p ≥ p0 è essenziale per la seconda affermazione: infatti, se µ(X) = ∞, nessuna
costante appartiene a Lp per p <∞ e dunque

∥c∥p = ∞ ̸→
p→∞

|c| = ∥c∥∞.

Dimostrazione della Proposizione.
Preso EM : {x ∈ X : |f(x)| ≥M}, per M < ∥f∥∞, avremo

∥f∥p ≥
(ˆ

EM

|f |p
) 1

p

≥M (µ(EM ))
1
p →

p→∞

{
M se µ(EM ) <∞
∞ se µ(EM ) = ∞ ;

in ogni caso, lim inf
p→∞

∥f∥p ≥M per ogni M < ∥f∥∞ e dunque lim inf
p→∞

∥f∥p ≥ ∥f∥∞.

Se poi f ∈ Lp0 allora per p ≥ p0 avremo

∥f∥p =

(ˆ
|f |p

) 1
p

=

(ˆ
{|f |≤∥f∥∞}

|f |p
) 1

p

≤
(ˆ

∥f∥p−p0
∞ |f |p0

) 1
p

= ∥f∥1−
p0
p

∞ ∥f∥
p0
p
p0 ,

dunque passando al limite superiore otterremo lim sup
p→∞

∥f∥p ≤ ∥f∥∞.
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Lezioni 55-56 del 26/11/2024

I risultati seguenti sono le basi su cui è costruita gran parte della teoria degli spazi Lp.

Proposizione (Disuguaglianza di Hölder).

Date f, g misurabili e p, q ∈ [1,∞] tali che
1

p
+

1

q
= 1, allora:

ˆ
|fg| ≤ ∥f∥p∥g∥q;

e in particolare fg ∈ L1 se f ∈ Lp, g ∈ Lq.

Due esponenti p, q che verificano
1

p
+

1

q
= 1 si chiamano esponenti coniugati.

Lemma (Disuguaglianza di Jensen).
Se ν(X) = 1, F : R → R è convessa, h è ν-misurabile e h, F ◦ h sono positive o ν-integrabili, allora

F

(ˆ
hdν

)
≤
ˆ

(F ◦ h)dν.

Dimostrazione.
Essendo F convessa, i suoi rapporti incrementali saranno crescenti e quindi

F (t)− F (s)

t− s
≥ sup

r<s

F (s)− F (r)

s− r
=: F ′

−(s) se t > s,

F (s)− F (t)

s− t
≤ inf

r>s

F (r)− F (s)

r − s
=: F ′

+(s) se t < s,

dunque F (t) ≥ F (s) + C(t − s) per qualche C = C(s) = min{F ′
+(s), F

′
−(s)}; prendendo ora

s =

ˆ
hdν e t = h(x) per x ∈ X e integrando si ottiene:

ˆ
(F ◦ h)dν =

ˆ
F (h(x))dν(x)

≥
ˆ (

F

(ˆ
hdν

)
+ C

(
h(x)−

ˆ
hdν

))
dν(x)

= F

(ˆ
hdν

)
+ C

ˆ
h(x)dν(x)− C

ˆ
hdν

= F

(ˆ
hdν

)
.

Dimostrazione della Disuguaglianza di Hölder.
Se q = ∞ allora avremo |g(x)| ≤ ∥g∥∞ per µ-q.o. x e dunque

ˆ
|fg| =

ˆ
|f(x)||g(x)|dµ(x) ≤

ˆ
|f(x)|∥g∥∞dµ(x) = ∥f∥1∥g∥∞;

se q = 1 si ragiona in modo analogo, invertendo il ruolo di f e g.
Per 1 < q <∞, la disuguaglianza è banalmente verificata se ∥g∥q = ∞ oppure ∥g∥q = 0, perché in
quest’ultimo caso avremo g ≡ 0 q.o. e quindi fg ≡ 0 q.o.; possiamo dunque restringerci al caso in

cui è un numero positivo. Applicando la Disuguaglianza di Jensen con la misura ν :=
|g|q´
|g|qdµ

µ,

h =
|f |

|g|q−1
e F (t) := |t|p si ottiene

(ˆ
|fg|

)p

=

(ˆ
|f |

|g|q−1

|g|q´
|g|qdµ

dµ

)p(ˆ
|g|qdµ

)p
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= F

(ˆ
hdν

)(ˆ
|g|qdµ

)p

≤
ˆ
(F ◦ h)dν

(ˆ
|g|qdµ

)p

=

(ˆ
|f |p

|g|p(q−1)

|g|q´
|g|qdµ

dµ

)(ˆ
|g|qdµ

)p

= ∥f∥pp∥g∥pq ,

cioè ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Corollario (Disuguaglianza di Hölder generalizzata).

Se p, q ∈ [1,∞] verificano
1

p
+

1

q
≤ 1, allora

∥fg∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q, dove
1

r
=

1

p
+

1

q

e in particolare fg ∈ Lr se f ∈ Lp, g ∈ Lq.

Più in generale, se p1, . . . , pN ∈ [1,∞] verificano
1

p1
+ · · ·+ 1

pN
≤ 1 allora

∥f1 . . . fN∥r ≤ ∥f1∥p1
. . . ∥fN∥pN

, dove
1

r
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pN

e in particolare f1 . . . fN ∈ Lr se f1 ∈ Lp1 , . . . , fN ∈ LpN .

Dimostrazione.
La prima affermazione segue applicando la Disuguaglianza di Hölder a |f |r, |g|r con gli esponenti

coniugati
p

r
,
q

r
:

∥fg∥rr =

ˆ
|f |r|g|r ≤

(ˆ
(|f |r)

p
r

) r
p
(ˆ

(|g|r)
q
r

) r
q

= ∥f∥rp∥g∥rq.

La seconda affermazione può essere dimostrata per induzione: la base induttiva è la prima af-
fermazione; supponendo infine l’enunciato vero per N , applicando il primo enunciato con f =

f1 . . . fN , g = fN+1 ed esponenti
1

p
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pN
,
1

q
=

1

pN+1
, e poi il passo induttivo, si ottiene

∥f1 . . . fN+1∥r = ∥ (f1 . . . fN ) fN+1∥r
≤ ∥f1 . . . fN∥p∥fN+1∥pN+1

≤ ∥f1∥p1
. . . ∥fN∥pN

∥fN+1∥pN+1

Proposizione (Disuguaglianza di Minkowski).
Per ogni f, g misurabili e p ∈ [1,∞] vale

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

In particolare, ∥ · ∥p è una norma sullo spazio Lp.

Dimostrazione.
Se p = 1 è sufficiente applicare puntualmente la disuguaglianza triangolare |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+
|g(x)| e integrare. In modo simile, per p = ∞ otteniamo |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ∥f∥∞ +
∥g∥∞ per q.o. x e dunque ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞.

Se p ∈ (1,∞) allora applicando la Disuguaglianza di Hölder con esponenti coniugati
p

p− 1
, p si

ottiene

∥f + g∥pp =

ˆ
|f + g|p−1|f + g|
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=

ˆ
|f + g|p−1|f |+

ˆ
|f + g|p−1|g|

≤
(ˆ (

|f + g|p−1
) p

p−1

) p−1
p
(ˆ

|f |p
) 1

p

+

(ˆ (
|f + g|p−1

) p
p−1

) p−1
p
(ˆ

|g|p
) 1

p

= ∥f + g∥p−1
p (∥f∥p + ∥g∥p),

dunque ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

Osservazione.

1. Nel caso p = 1, identificando la funzione f ∈ L1(µ) con la misura con segno ν = fµ, la
norma coincide con la variazione totale di ν, dunque L1(µ) può essere visto come lo spazio
delle misure con segno assolutamente continue rispetto a µ, sottospazio dello spazio di tutte
le misure con segno.

2. Come per la convergenza in media, che coincide con la convergenza nella norma L1, la con-
vergenza in norma Lp implica la convergenza in misura e, per una sotto-successione, quasi
ovunque; tuttavia la successione stessa potrebbe non convergere q.o., come dimostra lo stesso
controesempio già visto.

3. La convergenza nella norma L∞ implica la convergenza quasi ovunque perché se fn →
n→∞

f in

L∞, allora |fn(x)− f(x)| ≤ ∥fn − f∥∞ per q.o. x.

Esempio.

fn(x) =
1

xn
→

n→∞
0 in Lp([1,∞)) ⇐⇒ p <∞.

Infatti, ∥fn∥∞ = 1 ̸→
n→∞

0, mentre per p <∞ abbiamo

∥fn∥pp =

ˆ ∞

1

(
1

xn

)p

dx =

ˆ ∞

1

1

xnp
dx =

[
− 1

(np− 1)xnp−1

]∞
0

=
1

np− 1
→

n→∞
0.

La successione fn inoltre non può convergere a nessun’altra funzione in L∞ perché se la funzione
limite non è continua e la convergenza uniforme mantiene la continuità.

Possiamo ora dimostrare che gli spazi Lp soddisfano una proprietà fondamentale nello studio degli
spazi funzionali, ossia la completezza.

Teorema (di completezza degli spazi Lp).
Per ogni p ∈ [1,∞], gli Lp sono spazi normati completi con la norma ∥ · ∥p.

Dimostrazione nel caso p = ∞.

Se ∥fn−fm∥∞ →
n,m→∞

0 allora {fn}∞n=1 è di Cauchy rispetto alla convergenza uniforme su

( ∞⋃
n,m=1

En,m

)c

,

dove En,m sono gli insiemi di misura nulla dove |fn − fm| > ∥fn − fm∥∞, dunque fn converge

uniformemente su

( ∞⋃
n,m=1

En,m

)c

e cioè q.o.; posta dunque

f(x) :=


lim

n→∞
fn(x) se x ̸∈

∞⋃
n,m=1

En,m

0 se x ∈
∞⋃

n,m=1

En,m

avremo ∥fn − f∥∞ = sup
(
⋃∞

n,m=1 En,m)
c
|fn − f | →

n→∞
0.
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Lezioni 57-58 del 27/11/2024

Dimostrazione della completezza degli spazi Lp per p <∞.

Data {fn}∞n=1 di Cauchy prendiamo nk →
k→∞

∞ tale che ∥fnk+1
− fnk

∥p ≤ 1

2k
. Allora g :=

∞∑
k=1

|fnk+1
−fnk

| verifica, dalla Disuguaglianza di Minkowski, ∥g∥p ≤
∞∑
k=1

∥fnk+1
−fnk

∥p ≤ 1, quindi

g è finita q.o.; ciò vuol dire che la serie

∞∑
k=1

|fnk+1
(x)− fnk

(x)| converge per q.o. x, e dunque anche

fnk
(x) = fn1

(x)+

k−1∑
l=0

(fnl+1
(x)− fnl

(x)) convergerà per q.o. x a una qualche f(x). Avremo inoltre

fn →
n→∞

f in Lp perché se ∥fn − fm∥p < ε per n,m ≥ N , allora dal Lemma di Fatou si ottiene

ˆ
|fn − f |p ≤ lim inf

k→∞

ˆ
|fn − fnk

|p < εp.

Vediamo ora che tipi di inclusioni ci sono tra gli spazi Lp al variare di p.

Proposizione.
Data f misurabile e p, q, r ∈ [1,∞] che verificano p < q < r, allora:

1. Lq ⊂ Lp +Lr, cioè ogni funzione in Lq può essere scritta come somma di una funzione in Lp

e una in Lr.

2. Lp ∩ Lr ⊂ Lq e inoltre
∥f∥q ≤ ∥f∥1−θ

p ∥f∥θr,

con θ ∈ (0, 1) tale che
1

q
=

1− θ

p
+
θ

r
.

In particolare, i valori di p per cui f ∈ Lp sono un intervallo di [1,∞]. Se poi f ∈ L1 ∩ L∞,
cioè è integrabile e limitata q.o., allora f ∈ Lp per ogni p, cioè tale intervallo è l’intera
semiretta estesa [1,∞].

3. Se µ(E) ≥ δ > 0 per ogni E misurabile tale che µ(E) ̸= 0 allora Lq ⊂ Lp, e in particolare
ℓq(X) ⊂ ℓp(X), e inoltre

∥f∥q ≤ 1

δ
1
p−

1
q

∥f∥p.

4. Se µ(X) <∞ allora Lq ⊂ Lr e inoltre

∥f∥q ≤ µ(X)
1
q−

1
r ∥f∥r.

Osservazione.

1. In generale, l’insieme di valori per cui una data funzione è in Lp potrebbe essere un qualsiasi

intervallo in [1,∞]: per p1 < p2 fissati, la funzione f(x) =


1

x
1
p2

se 0 < x ≤ 1

1

x
1
p1

se x > 1
appartiene

a Lp(R) se e solo se p ∈ (p1, p2); con piccole modifiche, si può trovare una funzione considerare
un qualsiasi intervallo chiuso, semiaperto oppure una semiretta o un singolo punto.

2. Se valgono le ipotesi sia del punto 3. che del 4. allora tutte le norme Lp sono equivalenti; ciò è
possibile solo negli spazi di misura finita in cui la misura è limitata dal basso da una costante
positiva, cioè in cui ci sono solo un numero finito di insiemi di misura positiva e dunque gli
spazi Lp sono finito-dimensionali.
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3. Se µ(X) <∞, allora L∞(X,M, µ) è uno spazio normato con la norma Lp ma non è completo
per nessun p < ∞: infatti, fissata 0 ≤ f ∈ Lp \ L∞, la successione fn = min{f, n} sarà di
Cauchy perché dal Teorema della convergenza dominata deduciamo che, se m > n,

∥fn − fm∥pp =

ˆ
{f≥n}

(min{f,m} − n)p ≤
ˆ
{f≥n}

fp →
n,m→∞

0;

del resto, fn non può convergere ad alcuna funzione in L∞ perché, se cos̀ı fosse, il limite
sarebbe anche q.o., a meno di una estratta, ma il limite puntuale è f , che non appartiene a
L∞. Allo stesso modo, ogni volta che Lq ⊊ Lp, Lq con la norma Lp è uno spazio normato
non completo.

Dimostrazione della proposizione.

1. Data f ∈ Lq, definiamo g := fχ{|f |>1} e h := fχ{|f |≤1}, dunque per ogni p ∈ [1, q) abbiamo

ˆ
|g|p =

ˆ
|f |pχ{|f |>1} ≤

ˆ
|f |qχ{|f |>1} ≤

ˆ
|f |q <∞,

mentre per r ∈ (q,∞) abbiamo

ˆ
|h|r =

ˆ
|f |rχ{|f |≤1} ≤

ˆ
|f |qχ{|f |≤1} ≤

ˆ
|f |q <∞,

e chiaramente ∥h∥∞ ≤ sup |h| ≤ 1.

2. Applicando la disuguaglianza di Hölder alle funzioni |f |(1−θ)q, |f |θq con esponenti coniugati
p

q(1− θ)
,
r

qθ
si ottiene

∥f∥qq =

ˆ
|f |(1−θ)q|f |θq ≤

∥∥∥|f |(1−θ)q
∥∥∥

p
q(1−θ)

∥∥|f |θq∥∥ r
qθ

= ∥f∥q(1−θ)
p ∥f∥qθq .

3. Nel caso q = ∞, per ipotesi avremo µ ({|f | ≥M}) ≥ δ per ogni M < ∥f∥∞, dunque

ˆ
|f |p ≥

ˆ
{|f |≥M}

|f |p ≥
ˆ
{|f |≥M}

Mp ≥ δMp,

dunque per l’arbitrarietà di M otterremo ∥f∥∞ ≤ 1

δ
1
p

∥f∥p; per q < ∞ invece avremo, dal

punto precedente,

∥f∥q ≤ ∥f∥
p
q
p ∥f∥

1− p
q

∞ ≤ ∥f∥
p
q
p

(
1

δ
1
p

∥f∥p
)1− p

q

≤ 1

δ
1
p−

1
q

∥f∥p.

4. Applicando la disuguaglianza di Hölder alle funzioni |f |q, 1 con esponenti coniugati
r

q
,

r

r − q
:

∥f∥qq =

ˆ
|f |q1 ≤ ∥|f |q∥ r

q
∥1∥ r

r−q
= ∥f∥qrµ(X)1−

q
r .

Ora confronteremo questi spazi Lp appena introdotti con altri spazi funzionali, concentrandoci in
particolare sulle proprietà di densità di alcuni spazi rispetto agli altri.

Proposizione.

1. Le funzioni semplici sono dense in L∞.

2. Le funzioni semplici nulle al di fuori di un insieme di misura finita sono dense in qualsiasi
Lp con p ∈ [1,∞).
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3. Se µ è una misura di Radon su X, le funzioni continue a supporto compatto Cc(X) sono dense

in Lp(X,BX , µ) per p ∈ [1,∞); in particolare, ciò è vero per la misura di Lebesgue su RN e
per ℓp, dove sarà denso lo spazio

Cc(N) = c00 := {x : N → R : ∃K ∈ N : x(k) = 0 ∀ k > K} .

dalle successioni definitivamente nulle.

Osservazione.
Le funzioni semplici nulle al di fuori di un insieme di misura finita non possono essere dense in
L∞, tranne ovviamente nel caso di una misura finita, perché ad esempio non potranno approssimare
la funzione caratteristica di un misurabile di misura infinita. Inoltre, poiché la chiusura di Cc(X)
rispetto alla norma ∥ · ∥∞ è C0(X), Cc(X) non sarà mai denso in L∞(X), tranne nel caso banale
in cui C0(X) = C(X) = L∞(X), che corrisponde a X è compatto e discreto e cioè finito.
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Lezioni 59-60 del 28/11/2024

Dimostrazione della proposizione.

1. Applicando il Teorema di approssimazione con funzioni semplici a f+ e f− troveremo due
successioni {ϕn}∞n=1, {ψn}∞n=1 di funzioni semplici tali che ϕn ↗

n→∞
f+, ψn ↗

n→∞
f−; definiamo

fn := ϕn−ψn. Poiché f ∈ L∞ è limitata al di fuori di un insieme E di misura nulla, dallo stesso
teorema avremo fn →

n→∞
f uniformemente su Ec e dunque ∥fn − f∥∞ = sup

Ec

|fn − f | →
n→∞

0.

2. Definiamo fn come nel punto precedente; per costruzione avremo |fn| ≤ |f |, dunque se f ∈ Lp

allora anche fn ∈ Lp e quindi sarà nulla al di fuori di un insieme di misura finita in quanto

∞ >

ˆ ∣∣∣∣∣
M∑

m=1

cmχEm

∣∣∣∣∣
p

=

M∑
m=1

|cm|pµ(Em). Essendo poi fn →
n→∞

f puntualmente e |fn− f |p ≤

(|fn|+ |f |)p ≤ 2p|f |p, dal Teorema della convergenza dominata otterremo fn →
n→∞

f in Lp.

3. Grazie al punto precedente, ogni funzione in Lp può essere approssimata da funzioni sem-
plici nulle fuori da un insieme di misura finita, dunque basterà far vedere che ogni funzione
semplice di questo tipo si può approssimare con funzioni continue; inoltre, per linearità po-
tremo ulteriormente restringerci al caso di funzioni caratteristiche χE di insiemi di misura
finita. Per il Teorema di Lusin (applicato alla misura finita µ|E) esisterà, per ogni ε > 0, una
g ∈ Cc(E) ⊂ Cc(X) tale che µ({g ̸= χE}) < ε e sup |g| ≤ sup |χE | = 1, dunque

ˆ
|g − χE |p =

ˆ
{g ̸=χE}

|g − χE |p ≤ 2pµ({g ̸= χE}) < 2pε.

Analizzeremo infine la struttura dello spazio duale di Lp, come era stato fatto in precedenza con lo
spazio C0(X).

Proposizione.
Se p, q sono esponenti coniugati con 1 ≤ q <∞ e g ∈ Lq, allora

∥g∥q = sup

{∣∣∣∣ˆ fg

∣∣∣∣ : ∥f∥p = 1

}
.

Lo stesso risultato vale per q = ∞ con misure σ-finite.

Osservazione.
Dalla disuguaglianza di Hölder deduciamo che

∥g∥q ≥ sup

{∣∣∣∣ˆ fg

∣∣∣∣ : ∥f∥p = 1

}
,

dunque la proposizione equivale a dire che la disuguaglianza di Hölder è ottimale.

Esempio.
Il risultato potrebbe essere falso nel caso q = ∞ e µ non σ-finita: definiamo infatti µ su X = {0, 1}
come

µ(∅) = ∅, µ({0}) = 1, µ({1}) = µ({0, 1}) = ∞.

Allora, g := χ{1} ∈ L∞ con ∥g∥∞ = 1 ma

ˆ
fgdµ = 0 per ogni f ∈ L1 perché ogni f ∈ L1 deve

avere f(1) = 0.
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Dimostrazione della proposizione.
Grazie alla osservazione precedente, basterà dimostrare che

S(g) := sup

{∣∣∣∣ˆ fg

∣∣∣∣ : ∥f∥p = 1

}
≥ ∥g∥q.

La disuguaglianza è banale se g ≡ 0; altrimenti, per q <∞ prendiamo

f :=
1(´

|g|q
)1− 1

q

|g|q−1segno(g) :

avremo ˆ
|f |p =

´
|g|(q−1)p(´
|g|q
)(1− 1

q )p
=

´
|g|q´
|g|q

= 1

e dunque

S(g) ≥
ˆ
fg =

´
|g|q(´

|g|q
)1− 1

q

= ∥g∥g.

Infine, se q = ∞, per ogni M < ∥g∥∞ l’insieme {|g| ≥ M} avrà misura positiva e dunque, essendo
σ-finito, sarà unione numerabile di insiemi di misura finita e positiva; in particolare, conterrà un

misurabile E con 0 < µ(E) <∞, dunque scegliendo f =
1

µ(E)
segno(g)χE otterremo

S(g) ≥
ˆ
fg =

1

µ(E)

ˆ
E

|g| ≥M

e quindi, per l’arbitrarietà di M , S(g) ≥ ∥g∥∞

Osservazione.
Dalla dimostrazione della proposizione deduciamo che, per q < ∞, l’estremo superiore è in realtà
un massimo perché viene raggiunto dalla funzione f definita nella dimostrazione; se invece q = ∞,
l’estremo superiore potrebbe non essere raggiunto, anche nel caso σ-finito: prendendo infatti x ∈ ℓ∞

definita da x(k) = 1 − 1

k
avremo ∥x∥∞ = 1 ma, comunque si scelga y ∈ ℓ1 con ∥y∥1 = 1 e K ∈ N

tale che y(K) ̸= 0, varrà la disuguaglianza stretta∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

x(k)y(k)

∣∣∣∣∣ ≤
K∑

k=1

|x(k)y(k)|+
∞∑

k=K+1

|x(k)y(k)|

≤
(
1− 1

K

) K∑
k=1

|y(k)|+
∞∑

k=K+1

|y(k)|

<

K∑
k=1

|y(k)|+
∞∑

k=K+1

|y(k)|

= 1.

Teorema (del duale di Lp).
Se p, q ∈ (1,∞) sono esponenti coniugati, allora per ogni L ∈ (Lp)∗ esiste un’unica g ∈ Lq tale che

Lf =

ˆ
fg, ∀f ∈ Lp,

e questa corrispondenza preserva le norme, cioè:

∥g∥q = ∥L∥(Lp)∗ = sup{|Lf | : ∥f∥p = 1}.

Lo stesso risultato è vero se p = 1 e lo spazio misura è σ-finito.

Esempio.
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1. Nel caso p = 1 e µ non σ-finita l’enunciato del teorema è falso: prendendo, come nell’esempio
precedente, µ su {0, 1} che vale µ({0}) = 1, µ({1}) = ∞, L1 sarà costituito da tutte le funzioni
nulle in 1, e dunque è 1-dimensionale, mentre L∞ avrà tutte le f : {0, 1} → R e quindi è
2-dimensionale e non può essere in corrispondenza biunivoca con il duale di L1.

2. Nel caso p = ∞ il teorema è falso anche per misure σ-finite: ed esempio, il funzionale L ∈ ℓ∗∞
definito come Lx = lim

k→∞
x(k) per le successioni che ammettono limite ed esteso opportu-

namente a tutto ℓ∞ non può essere del tipo Lx =

∞∑
k=1

x(k)y(k); se cos̀ı fosse, prendendo

x = ek := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) otterremmo 0 = y(k) e cioè y = 0 ovvero L = 0, che è assurdo.
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Lezioni 61-62 del 02/12/2024

Lemma.
Siano p, q sono esponenti coniugati, µ è σ-finita e g misurabile e tale che ϕg ∈ L1 per ogni ϕ
semplice e nulla fuori da un insieme di misura finita e

Mq(g) := sup

{∣∣∣∣ˆ ϕg

∣∣∣∣ : ϕ semplice con ∥ϕ∥p = 1

}
<∞;

allora g ∈ Lq e Mq(g) = ∥g∥q.

Dimostrazione.
Anzitutto, dalla Disuguaglianza di Hölder deduciamo che Mq(g) ≤ ∥g∥q e dunque basterà dimo-
strare la disuguaglianza opposta.

Nel caso q <∞ scriviamo X =

∞⋃
n=1

En come unione crescente di insieme di misura finita e prendia-

mo, grazie al Teorema di approssimazione con funzioni semplici, una successione di funzioni semplici
{ψn}∞n=1 tale che ψn →

n→∞
g e |ψn| ↗

n→∞
|g| q.o.. Definendo poi

ϕn :=
1(´

En
|ψn|q

)1− 1
q

|ψn|q−1segno(g)χEn ,

poiché le funzioni segno sono semplici, lo sarà anche ϕn; come nella dimostrazione della proposizione
precedente, avremo ∥ϕn∥p = 1 e dunque, applicando il Teorema della convergenza monotona,

Mq(g) ≥
ˆ
ϕng ≥

ˆ
|ϕnψn| =

(ˆ
En

|ψn|q
) 1

q

→
n→∞

∥g∥q.

Infine, nel caso q = ∞, se per assurdo fosse M∞(g) < ∥g∥∞, allora l’insieme {|g| ≥ M∞(g) + ε}
avrebbe misura positiva per qualche ε > 0, dunque scegliendo un suo sottoinsieme E con 0 <

µ(E) <∞ e ϕ :=
1

µ(E)
segno(g)χE otterremo ∥ϕ∥1 = 1 e

M∞(g) ≥
ˆ
ϕg =

1

µ(E)

ˆ
E

|ϕ| ≥M∞(g) + ε.

Dimostrazione del Teorema del duale di Lp.

Passo 1 Se µ è finita, ogni L ∈ (Lp)∗ è del tipo Lϕ =

ˆ
ϕdν per ogni ϕ semplice, per qualche misura

con segno ν:
Dato L, poniamo ν(E) := LχE , che è ben definita e a valori reali perché, essendo µ finita, le
funzioni semplici sono in Lp; inoltre, ν è una misura con segno perché se gli {En}∞n=1 sono

disgiunti allora la serie

∞∑
n=1

ν(En) converge in Lp a χ

( ∞⋃
n=1

En

)
in quanto

ˆ ∣∣∣∣∣χ⋃∞
n=1 En

−
N∑

n=1

χEn

∣∣∣∣∣
p

=

ˆ ∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

χEn

∣∣∣∣∣
p

=

∞∑
n=N+1

µ(En) →
N→∞

0

e dunque, essendo L lineare e continuo,

ν

( ∞⋃
n=1

En

)
= L

(
χ⋃∞

n=1 En

)
= L

(
lim

N→∞

N∑
n=1

χEn

)
= lim

N→∞

N∑
n=1

L(χEn) =

∞∑
n=1

ν(En).

Avremo dunque LχE =

ˆ
χEdν per ogni misurabile E e, grazie alla linearità di L e dell’in-

tegrale, Lϕ =

ˆ
ϕdν per ogni funzione semplice ϕ.
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Passo 2 Conclusione nel caso in cui µ è finita.
Anzitutto, ν ≪ µ perché se µ(E) = 0, allora χE = 0 in Lp e dunque ν(E) = 0; dunque,

dal Teorema di Radon-Nikodym, L(χE) = ν(E) =

ˆ
E

gdµ per un’unica g ∈ L1(µ) e, per

linearità, Lϕ =

ˆ
ϕgdµ per tutte le ϕ semplici. Per definizione di norma del funzionale avremo

sup
∥ϕ∥p=1

∣∣∣∣ˆ ϕg

∣∣∣∣ ≤ ∥L∥(Lp)∗ < ∞, dunque dal lemma precedente g ∈ Lq e ∥g∥q ≤ ∥L∥(Lp)∗ e,

per la densità delle funzioni semplici in Lp, avremo Lf =

ˆ
fgdµ anche per ogni f ∈ Lp,

dunque per Hölder ∥L∥(Lp)∗ ≤ ∥g∥q e quindi vale l’uguaglianza.

Passo 3 Estensione al caso σ-finito:

Scriviamo X =

∞⋃
n=1

Xn come unione crescente di insiemi di misura finita: su ciascun Xn fissato

si può applicare quanto appena visto alla restrizione di L alle funzioni nulle fuoriXn, dunque se

f |Xc
n
≡ 0 allora Lf =

ˆ
fgn per qualche gn; inoltre, vista l’unicità di gn, avremo gn = gm q.o.

per m > n e quindi, a meno di ri-definirla su un insieme di misura nulla, si può definire g su X

come g|Xn
= gm. Facciamo ora vedere che Lf =

ˆ
fg per ogni f ∈ Lp: anzitutto, usando il

Teorema della convergenza monotona, ∥g∥q = lim
n→∞

∥gn∥q = lim
n→∞

∥L∥(Lp(Xn))∗ ≤ ∥L∥(Lp)∗ , e

quindi g ∈ Lq e ∥g∥q ≤ ∥L∥(Lp)∗ ; inoltre, dal Teorema della convergenza dominata deduciamo

fχXn
→

n→∞
f in Lp, dunque

∣∣∣∣ˆ (fχXn
− f)g

∣∣∣∣ ≤ ∥fχn − f∥p∥g∥q →
n→∞

0, e per la continuità

di L

Lf = lim
n→∞

L(fχXn
) = lim

n→∞

ˆ
Xn

fg =

ˆ
fg,

e infine otteniamo ∥L∥(Lp)∗ ≤ ∥g∥q, da cui l’uguaglianza, grazie alla disuguaglianza di Hölder.

Passo 4 Estensione al caso generale per q <∞:
Per ogni misurabile E ⊂ X σ-finito esisterà gE ∈ Lq(E), unica a meno di insiemi di misura

nulla, tale che Lf =

ˆ
fgE per ogni f ∈ Lp nulla fuori da E mentre, come prima, se F è

σ-finito e F ⊃ E allora gF |E = gE e dunque ∥gF ∥q ≥ ∥gE∥q. Posto ora

M := sup{∥gE∥q : E σ- finito} ≤ ∥L∥(Lp)∗ <∞,

se ∥gEn
∥q →

n→∞
M allora E :=

∞⋃
n=1

En è σ-finito e inoltre ∥gE∥q ≥ ∥gEn
∥q, dunque ∥gE∥q =M ;

se ora F è σ-finito e F ⊃ E allora
ˆ

|gF |q ≤Mq =

ˆ
|gE |q =

ˆ
|gF |q −

ˆ
|gF\E |q,

dunque gF\E = 0 q.o. e gF = gE q.o.. Presa poi f ∈ Lp, allora F := E ∪ {x : f(x) ̸= 0} è

σ-finito e dunque, essendo f nulla fuori da F , Lf =

ˆ
fgF =

ˆ
fgE e quindi si può scegliere

g = gE per ogni f . L’uguaglianza delle norme di g e L segue come nei punti precedenti, il che
conclude la dimostrazione.
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Lezioni 63-64 del 03/12/2024

Come ultimo argomento del corso introdurremo una nuova classe di misure, che generalizza in qual-
che senso la misura di Lebesgue e servirà a “misurare” sottoinsiemi di RN che abbiano ”dimensione”
minore di n e la cui misura di Lebesgue è dunque nulla. Ciò sarà particolarmente utile nel caso di
curve, superfici e sotto-varietà, e quindi avrà un importante legame con la geometria.

Definizione.
Sia X uno spazio metrico, s ≥ 0, δ > 0. Per ogni sottinsieme A ⊂ X definiamo

Hs
δ (A) := inf

{ ∞∑
n=1

diam (En)
s : A ⊂

∞⋃
n=1

En, diam (En) ≤ δ

}
,

dove il diametro di un insieme è dato da

diam (E) := sup{d(x, y) : x, y ∈ E}.

La misura esterna di Hausdorff s-dimensionale è data dal limite

Hs(A) := lim
δ→0

Hs
δ (A).

Osservazione.

1. La definizione è ben posta perché, al diminuire di δ, la collezione di insiemi su cui si prende
l’estremo inferiore si ingrandisce, e dunque l’estremo inferiore aumenta; possiamo dunque
scrivere equivalentemente

Hs(A) = sup
δ>0

Hs
δ (A).

2. Si tratta effettivamente di una misura esterna perché Hs
δ lo è in quanto costruita attraverso

l’estremo inferiore di ricoprimenti, come visto in precedenza, e lo è anche Hs in quanto
estremo inferiore di misure.

3. Nel caso s = 0 la misura esterna 0-dimensionale di Hausdorff coincide con la misura che
conta perché diam (En)

0 = 1 per ogni En.

4. Non è restrittivo scegliere nella definizione degli insiemi chiusi En = En, perché il diametro di
un insieme coincide con quello della chiusura. Si può, in alternativa, supporre che gli insiemi

siano aperti, sostituendo En con l’aperto
{
x ∈ X : d(x,En) <

ε

2n

}
, che ha diametro minore

o uguale a diam (En) +
ε

2n
. Nel caso X = R è possibile scegliere gli En come intervalli chiusi

o intervalli aperti.

5. Intuitivamente, se A è un sottoinsieme “s-dimensionale” di RN , come ad esempio un aperto
in un sottospazio affine s-dimensionale, la misura della porzione di A contenuta in un insieme
di diametro r dovrebbe essere all’incirca proporzionale a rs.

6. La scelta di prendere insiemi di diametro sempre più piccolo è fondamentale per tenere conto
di insiemi limitati ma dalla forma irregolare, e a cui dunque vorremo dare lunghezza infinita.
Prendendo infatti δ ≥ diam (A) si potrebbe scegliere E1 = A,En = ∅ per n ≥ 2, cioè coprire
A con sé stesso, e si otterrebbe Hs

δ (A) ≤ diam (A)s per s ≥ 0 fissato.

Per ricavare alcune proprietà fondamentali della misura di Hausdorff conviene introdurre prima una
classe di misure esterne di Borel.

Definizione.
Una misura esterna µ∗ su uno spazio metrico X si dice metrica se è additiva su insiemi a distanza positiva,
ovvero:

d(A,B) > 0 ⇒ µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B)
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Osservazione.
Poiché per ogni misura esterna vale µ∗(A ∪B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B), una misura esterna è metrica se
e solo se µ∗(A ∪B) ≥ µ∗(A) + µ∗(B) ogni volta che d(A,B) > 0.

Proposizione.
Ogni misura esterna µ∗ che sia metrica su uno spazio metrico X è una misura sui boreliani di X.

Dimostrazione.
Poiché i sottoinsiemi chiusi generano la σ-algebra dei boreliani, basterà far vedere che i chiusi di X
sono µ∗-misurabili, e cioè che per ogni chiuso C e ogni E ⊂ X di misura µ∗(E) <∞ finita vale

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ C) + µ∗(E \ C).

Gli insiemi An definiti da

An :=

{
x ∈ E \ C : d(x,C) ≥ 1

n

}
sono una famiglia crescente la cui unione è E\C, essendo quest’ultimo chiuso; inoltre, per definizione

abbiamo d(An, C) ≥
1

n
> 0, dunque

µ∗(E) ≥ µ∗((E ∩ C) ∪An) = µ∗(E ∩ C) + µ∗(An),

quindi sarà sufficiente far vedere che µ∗(E \C) ≥ lim
n→∞

µ∗(An). Scrivendo E \C = An ∪
∞⋃

k=n

(Ak+1 \

Ak), dalla subadditività otterremo

µ∗(E \ C) ≤ µ∗(An) +

∞∑
k=n

µ∗(Ak+1 \Ak),

perciò basterà dimostrare che la serie è convergente e poi passare al limite per n→ ∞.
Prendendo ora x ∈ An, y ∈ An+2 \An+1 avremo

d(x, y) ≥ d(x,C)− d(y, C) ≥ 1

n
− 1

n+ 1
> 0,

dunque d(An, An+2 \An+1) > 0 e quindi

µ∗(A2n+1) ≥ µ∗((A2n+1 \A2n) ∪A2n−1) ≥ µ∗(A2n+1 \A2n) + µ∗(A2n−1)

≥ µ∗(A2n+1 \A2n) + µ∗(A2n−1 \A2n−2) + µ∗(A2n−3)

≥ . . .

≥
n∑

k=1

µ∗(A2k \A2k−1),

e analogamente

µ(A2n) ≥
n∑

k=1

µ∗(A2k−1 \A2k−2).

Dunque avremo

∞∑
k=1

µ∗(Ak \Ak−1) ≤ 2µ∗(E) e cioè la serie converge e la dimostrazione è conclusa.

Proposizione (Proprietà delle misure di Hausdorff).
Se X uno spazio metrico e Hs la misura esterna s-dimensionale di Hausdorff su X, per s ≥ 0,
allora:

1. Hs è una misura esterna metrica su X.

2. Hs è invariante per isometrie. Più in generale, se due funzioni f, g : Y → X, definite su
un insieme qualsiasi Y , verificano d(f(y), f(z)) ≤ Cd(g(y), g(z)) per qualche C > 0 e ogni
x, y ∈ Y , allora Hs(f(Z)) ≤ CsHs(g(Z)) per ogni Z ⊂ Y .
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3. Se A ⊂ X verifica Hs(A) < ∞ allora Ht(A) = 0 per ogni t > s; viceversa se Hs(A) > 0
allora Ht(A) = ∞ per ogni t < s. Il valore

inf{s ≥ 0 : Hs(A) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(A) = ∞}

si chiama dimensione di Hausdorff di A.

Corollario.
Hs è una misura sui boreliani di X.

Osservazione.
Il terzo enunciato della preposizione afferma che Hs(A) è diverso da 0 e da ∞ per al più un valore
di s, ma potrebbe anche non succedere per nessun s. Prendendo ad esempio A = N ⊂ R = X,

avremo H0(N) = ∞ perché, come abbiamo già visto, H0 = #, mentre Hs(N) =
∞∑

n=1

Hs({n}) = 0

per ogni s > 0 perché i punti hanno dimensione 0.

Dimostrazione delle proprietà delle misure di Hausdorff.

1. Prendiamo A,B ⊂ X tali che d(A,B) > 0 e un ricoprimento {En}∞n=1 tale che diam (En) ≤
δ < d(A,B). In questo modo, nessun En intersecherà sia A che B, e quindi è possibile

suddividere gli En in un ricoprimento di A e uno di B, ottenendo dunque
∞∑

n=1

diam (En)
s ≥

Hs
δ (A)+H

s
δ (B) per ogni ricoprimento di A∪B, e cioè Hs

δ (A∪B) ≥ Hs
δ (A)+H

s
δ (B). Passando

infine al limite per δ → 0 concludiamo che Hs(A ∪B) ≥ Hs(A) +Hs(B).

2. L’invarianza per isometrie segue dalla definizione e dal fatto che il diametro è invariante
per isometrie. Per il resto, fissati ε, δ > 0 prendiamo un ricoprimento {En}n∈N di g(Z)

tale che diam (En) ≤
δ

C
e

∞∑
n=1

diam (En)
s ≤ Hs(g(Z)) + ε; in questo modo, gli insiemi Fn :=

f
(
g−1(En)

)
ricoprono f(Z) e, per le proprietà di f, g, verificano diam (Fn) ≤ Cdiam (Fn) ≤ δ,

dunque

Hs
δ (f(Z)) ≤

∞∑
n=1

diam (Fn)
s ≤ CsHs(g(Z)) + Csε,

e a questo punto è sufficiente passare al limite per ε, δ → 0.
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Lezioni 65-66 del 05/12/2024

Fine della dimostrazione delle proprietà delle misure di Hausdorff.

3. Prendiamo A ⊂ X con Hs(A) < ∞ e, per δ > 0, un ricoprimento {En}∞n=1 di A tale che

diam (En) ≤ δ e

∞∑
n=1

diam (En)
s ≤ Hs(A) + 1; se poi t > s allora

∞∑
n=1

diam (En)
t ≤ δt−s

∞∑
n=1

diam (En)
s ≤ δt−s(Hs(A) + 1),

dunque Ht
δ(A) ≤ δt−s(Hs(A) + 1) e per δ → 0 si ottiene Ht(A) = 0.

Ci concentreremo ora sul caso in cui s è intero e faremo vedere che la misura di Hausdorff coincide
con l’idea intuitiva di misura s-dimensionale. Iniziamo dal caso s = N , in cui la misura di Hausdorff
coincide in realtà con quella di Lebesgue, a meno di una costante moltiplicativa.

Teorema (HN = mN ).
Esiste una costante γN > 0 tale che per ogni boreliano E ∈ BRN vale

HN (E) = γNm
N (E).

Corollario.
Se E ⊂ RN allora Hs(E) = 0 per ogni s > N .

Proposizione.
Sia X uno spazio normato e µ, ν due misure di Radon di X non identicamente nulle.
Se µ, ν sono invarianti per traslazioni allora esiste una costante c > 0 tale che µ = cν.

Dimostrazione.

Sarà sufficiente mostrare che

ˆ
X

fdµ = c

ˆ
X

fdν per ogni f ∈ C0(X); come nella dimostrazione del

Teorema di regolarità delle misure, da ciò seguirà che µ e ν coincidono sugli aperti e, grazie alla
regolarità interna, su tutti i boreliani.
Fissiamo 0 ≤ g0 ∈ C0(X) che sia pari, cioè g0(x) = g0(−x) per ogni x ∈ X; questa g potrà essere
ottenuta prendendo una qualsiasi 0 ≤ h0 ∈ C0(X) e definendo g0(x) := h0(x)+h0(−x). Applicando
il Teorema di Fubini e sfruttando l’invarianza per traslazioni si ottiene

ˆ
g0dν

ˆ
fdµ =

ˆ
g0(y)

(ˆ
f(x)dµ(x)

)
dν(y)

=

ˆ
g0(y)

(ˆ
f(x+ y)dµ(x)

)
dν(y)

=

ˆ (ˆ
g0(y)f(x+ y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ (ˆ
g0(y − x)f(y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ (ˆ
g0(x− y)f(y)dν(y)

)
dµ(x)

=

ˆ (ˆ
g0(x− y)dµ(x)

)
f(y)dν(y)

=

ˆ (ˆ
g0(x)dµ(x)

)
f(y)dν(y)
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=

ˆ
g0dµ

ˆ
fdν,

per ogni f ∈ C0(X), e cioè

ˆ
fdµ = c

ˆ
fdν con c =

´
g0dµ´
g0dν

∈ (0,∞).

Dimostrazione di HN = mN .
Per la proposizione precedente, HN è una misura invariante per traslazioni sui boreliani di RN . Una
volta dimostrato che HN è finita sui compatti, e dunque di Radon per il Teorema di regolarità delle
misure, e che non è identicamente nulla, sarà quindi sufficiente applicare la proposizione precedente;
poiché inoltre ogni compatto è contenuto in un’unione finita di cubi, sarà sufficiente mostrare che
0 < HN (Q) <∞ per ogni cubo Q ⊂ RN .

Anzitutto, dividendo Q in kN cubi di diametro
diam (Q)

k
e ricoprendo Q con questi cubi darà, per

δ ≤ diam (Q)

k
,

HN
δ (Q) ≤ kN

(
diam (Q)

k

)N

= diam (Q)N ;

inoltre, poiché ogni E ⊂ RN è contenuto in una palla di raggio diam (E), avremo mN (E) ≤
m(B1(0))diam (E)N , dunque per ogni ricoprimento {En}∞n=1 di Q otterremo

m(Q) ≤
∞∑

n=1

m(En) ≤ m(B1(0))

∞∑
n=1

diam (En)
N ,

da cui HN (Q) ≥ m(Q)

m(B1(0))
> 0, e la dimostrazione è conclusa.

Passiamo ora al caso delle varietà s-dimensionali di RN , per cui dimostreremo una formula analoga
al cambio di variabile per l’integrale di Lebesgue, coerente con quanto già visto nei corsi di base.

Definizione.
Una sotto-varietà k-dimensionale di RN è un sottoinsieme X ⊂ RN tale che per ogni x ∈ X
esistono un suo intorno A ⊂ RN , un aperto B ⊂ Rk e una mappa Φ : B → A iniettiva di
classe C1 tale che Φ(B) = X ∩ A e DΦ : Rk → RN è iniettiva per ogni x ∈ B. Φ si chiama
parametrizzazione di X.

Osservazione.
Per la separabilità di RN , ogni sotto-varietà X può essere ricoperta da numerabili aperti A per
cui X ∩ A ha una parametrizzazione. Dunque ci restringeremo al caso in cui X = X ∩ A ha una
parametrizzazione globale.

Definizione.
Lo Jacobiano di una mappa lineare T : Rk → RN è definito come

J(T ) :
√
det(T ∗T ),

dove T ∗ : RN → Rk è l’operatore aggiunto di T .

Osservazione.
L’operatore T ∗T : Rk → Rk è semi-definito positivo, dunque il suo determinante è non negativo e
quindi lo Jacobiano ben definito, perché, per ogni x ∈ Rk,

(T ∗T )x · x = Tx · Tx = |Tx|2 ≥ 0.

Teorema (Formula di area).
Sia X ⊂ RN una sotto-varietà k-dimensionale parametrizzata da Φ. Allora, per ogni funzione
Borel-misurabile f : X → R che sia positiva o integrabile rispetto a Hk vale

ˆ
X

fdHk =

ˆ
B

(f ◦ Φ)J(DΦ)dHk.
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In particolare, per ogni boreliano E ⊂ B anche Φ(E) ∈ B(X) è boreliano e

Hk(Φ(E)) =

ˆ
E

J(DΦ)dHk.

Corollario.
Ogni sotto-varietà k-dimensionale di RN ha dimensione di Hausdorff pari a k.

Esempio.

1. Il caso k = N equivale alla formula di cambio di variabile per l’integrale di Lebesgue.

2. Il caso k = 1 corrisponde a una curva parametrica γ : [a, b] → RN e in questo caso J(Dγ) =√
γ′1(t)

2 + · · ·+ γ′N (t)2 = |γ′(t)|, da cui si ricavano le note formule di integrazione lungo una

curva e di lunghezza di una curva:

ˆ
γ([a,b])

fdH1 =

ˆ b

a

f(γ(t))|γ′(t)|dt, H1(γ([a, b])) =

ˆ b

a

|γ′(t)|dt.

3. Il caso k = 2, N = 3 corrisponde a una superficie parametrica nello spazio tridimensionale
Φ(u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)); si può calcolare, direttamente o applicando la formula di
Cauchy-Binet, che lo Jacobiano coincide con la norma del prodotto vettoriale ∂uΦ ∧ ∂vΦ, e
dunque si riottengono le altre formule note:

ˆ
Φ(E)

fdH2 =

ˆ
E

(f ◦ Φ)|∂uΦ ∧ ∂vΦ|dm, H2(Φ(E)) =

ˆ
E

|∂uΦ ∧ ∂vΦ|dm
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Lezioni 67-68 del 09/12/2024

Proposizione.
Per ogni T : Rk → RN lineare e E ⊂ RN vale

Hk(T (E)) = J(T )Hk(E)

Dimostrazione.
Scegliendo una rotazione R : RN → RN che manda l’immagine di T in Rk × {0} e chiamando S :=
RT , dall’invarianza per isometrie otterremo Hk(S(E)) = Hk(T (E)), e inoltre S∗S = T ∗R∗RT =
T ∗T , da cui J(S) = J(T ). Identificando poi Rk × {0} con Rk e applicando la formula di cambio
di variabile per l’integrale di Lebesgue in Rk otterremo mk(S(E)) = |detS|mk(E); essendo però

J(S) =
√
(detS∗)(detS) = |detS|, vista l’equivalenza tra HN e mN , avremo:

Hk(T (E)) = Hk(S(E)) = γNm
k(S(E)) = γNJ(S)m

k(E) = J(S)Hk(E) = J(T )Hk(E).

Lemma.
Per ogni sotto-varietà k-dimensionale X ⊂ RN parametrizzata da Φ : B → RN e α > 1 esiste una
successione di sottoinsiemi boreliani disgiunti {Bn}∞n=1 che ricopre B e una successione di mappe
lineari {Tn}∞n=1 da Rk a RN tali che

1

α
|Tnz| ≤ |DΦ(x)z| ≤ α|Tnz| ∀x ∈ Bn, z ∈ Rk

1

α
|Tnx− Tny| ≤ |Φ(x)− Φ(y)| ≤ α|Tnx− Tny| ∀x, y ∈ Bn.

Dimostrazione.

Preso α > 1, fissiamo ε > 0, β > 1 tali che
1

α
+ ε <

1

β
< 1 < β < α − ε e un sottoinsieme denso e

numerabile T dello spazio degli operatori da Rk a RN . Per T ∈ T e m ∈ N definiamo BT,m come
l’insieme degli x ∈ B tali che

1

β
|Tnz| ≤ |DΦ(x)z| ≤ β|Tnz| ∀z ∈ Rk

1

α
|Tnx− Tny| ≤ |Φ(x)− Φ(y)| ≤ α|Tnx− Tny| ∀y ∈ B con |x− y| < 1

m
.

Gli BT,m sono definiti attraverso delle disuguaglianze in cui appaiono funzioni continue, dunque sono
boreliani; possiamo inoltre supporre che questi insiemi numerabili siano disgiunti, eventualmente
intersecando l’n-esimo insieme con il complementare dei primi n − 1. Per concludere sarà dunque
sufficiente che questi insiemi BT,m ricoprono tutto l’insieme B e scegliere Bn = BT,m, Tn = T .
Preso x ∈ B, definisco η := inf{|DΦ(x)z| : |z| = 1}, che sarà positivo per l’iniettività di Φ, e scelgo

T ∈ T tale che ∥T −DΦ(x)∥ < β − 1

β
η ≤ (β − 1)η: in questo modo,

|Tz| ≤ |DΦ(x)z|+ |Tz −DΦ(x)z| ≤ |DΦ(x)z|+ (β − 1)η|z| ≤ β|DΦ(x)z|,

e analogamente |Tz| ≥ 1

β
|DΦ(x)z|, il che dimostra la prima disuguaglianza. Per l’altra, definiamo

η′ := inf{|Tz| : |z| = 1}, che è positivo perché T è iniettivo per la precedente disuguaglianza, e
avremo, per qualche m ∈ N,

|x− y| < 1

m
⇒ |Φ(y)− Φ(x)−DΦ(x)(y − x)| < εη′|y − x| < ε|T (x− y)|,

da cui si ottiene

|Φ(y)−Φ(x)| ≤ |Φ(y)−Φ(x)−DΦ(x)(y−x)|+|DΦ(x)(y−x)| < ε|Ty−Tx|+β|Ty−Tx| < α|Ty−Tx|;

allo stesso modo, |Φ(y)− Φ(x)| > 1

α
|Ty − Tx| e cioè x ∈ BT,m e la dimostrazione è conclusa.
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Dimostrazione della Formula di area.
Sarà sufficiente mostrare la seconda formula, che corrisponde alla prima nel caso di f = χΦ(E):
come sempre, la formula si estenderà alle funzioni semplici per linearità, alle funzioni positive per
approssimazione e alle funzioni di segno qualunque dividendo tra parte positiva e negativa.
Mostriamo anzitutto che Φ manda boreliani in boreliani: se C ⊂ B è chiuso allora è unione
numerabile di compatti, perché lo è B, e per la continuità di Φ anche Φ(C) è unione numerabile
di compatti e in particolare boreliano; per le proprietà di σ-algebra, Φ(E) sarà boreliano anche per
ogni boreliano E ⊂ B.
Fissato ora α > 1, prendiamo Bn, Tn come nel lemma e definiamo En := E ∩ Bn. Dalle proprietà
della misura di Hausdorff avremo, per ogni x ∈ En, F ⊂ Rk,

1

αk
Hk(Tn(F )) ≤ Hk(DΦ(x)F ) ≤ αkHk(Tn(F )),

dunque, dalla proposizione precedente, per ogni x ∈ En,

1

αk
J(Tn) ≤ J(DΦ(x)) ≤ αkJ(Tn).

Dalla seconda formula del lemma e dalle proprietà di Hk otteniamo invece

1

αk
Hk(Tn(En)) ≤ Hk(Φ(En)) ≤ αkHk(Tn(En)),

ma essendo Hk(Tn(En)) = J(Tn)H
k(En) allora

1

α2k
Hk(Φ(En)) ≤

1

αk
J(Tn)H

k(En) ≤
ˆ
En

J(DΦ(x))dHk(x) ≤ αkJ(Tn)H
k(En) ≤ α2kHk(Φ(En));

sommando infine su n si ottiene

1

α2k
Hk(Φ(E)) ≤

ˆ
E

J(DΦ)dHk ≤ α2kHk(Φ(E)),

e la dimostrazione è conclusa passando al limite per α→ 1.
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Lezioni 69-70 del 10/12/2024

Consideriamo ora il caso di dimensioni di Hausdorff non intere. Questo caso riguarderà in particolare
gli oggetti cosiddetti auto-simili, cioè in cui ogni piccola parte dell’insieme assomiglia all’insieme
stesso rimpicciolito. A questa categoria appartengono i frattali ma anche un oggetto già incontrato
più volte nel corso come l’insieme di Cantor.

Definizione.
Una similitudine di fattore r > 0 è una mappa affine S : RN → RN del tipo S(x) = rTx+ a dove
T è una mappa lineare ortogonale e a ∈ RN è un vettore qualsiasi.
Data una famiglia finita di similitudini Σ = {S1, . . . , Sm} con lo stesso fattore r < 1 definiamo, per

ogni E ⊂ RN :

Σ(E) :=

m⋃
i=1

Si(E).

E si dice invariante rispetto a Σ se Σ(E) = E.

Osservazione.
Se E è invariante rispetto a Σ, allora Σk(E) := Σ ◦ . . . ◦ Σ︸ ︷︷ ︸

k volte

= E, dunque E coincide, per ogni k,

con l’unione di mk copie di sé stesso rimpicciolite di un fattore rk.

Esempio.

1. L’insieme di Cantor ottenuto rimuovendo ricorsivamente il terzo centrale aperto dall’inter-
vallo [0, 1] è invariante rispetto alla famiglia di similitudini

Σ := {S1, S2}, S1(x) :=
x

3
, S2(x) :=

x

3
+

2

3
.

2. Più in generale, si può considerare l’insieme di Cantor generalizzato fissando β ∈
(
0,

1

2

)
e rimuovendo ricorsivamente da [0, 1] un intervallo aperto largo 1−2β volte l’intero intervallo.
Questo insieme, che ha proprietà analoghe all’insieme di Cantor già studiato, è invariante
rispetto alla famiglia

Σ := {S1, S2}, S1(x) := βx, S2(x) := βx+ 1− β.

3. Il triangolo di Sierpinski è il sottoinsieme di R2 ottenuto partendo da un triangolo fissato,

ad esempio di vertici (0, 0), (1, 0),

(
1

2
, 1

)
, dividendolo in quattro triangoli simili unendo i

punti medi dei tre lati, rimuovendo il triangolo centrale e ripetendo il procedimento. Questo
insieme è invariante rispetto a

Σ := {S1, S2, S3}, S1(x) :=
x

2
, S2(x) :=

x

2
+

(
1

2
, 0

)
, S3(x) :=

x

2
+

(
1

4
,
1

2

)
.

4. Il fiocco di neve di Koch è il sottoinsieme di R2 ottenuto dal segmento [0, 1] rimuovendo
il terzo centrale del segmento, sostituendolo con gli altri due lati di un triangolo equilatero
avente per base il terzo centrale e ripetendo il procedimento. Questo insieme è invariante
rispetto a

Σ := {S1, S2, S3, S4}, S1(x) :=
x

3
,

S2(x) =
Tπ

3
x

3
+

(
1

3
, 0

)
,

S3(x) =
T−π

3
x

3
+

(
1

2
,

√
3

6

)
,
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S4(x) =
x

3
+

(
2

3
, 0

)
.

dove T±π
3
è la rotazione di ±π

3
.

Proposizione.
Dato un insieme finito di similitudini Σ con un fattore r < 1 e un compatto non vuoto X ̸= ∅ che
sia invariante rispetto a Σ, esiste una misura di Borel µ tale che:

• µ(X) = µ
(
RN
)
= 1;

• µ(A) > 0 per ogni A ⊂ X aperto;

• µ(E) =
1

mk

m∑
i1,...,ik=1

µ
(
(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1(E)
)
per ogni boreliano E ⊂ RN e ogni k ∈ N.

Esempio.
Nel caso dell’insieme di Cantor la misura data dalla proposizione precedente è la misura di Cantor
già incontrata in precedenza. Più in generale, dato un insieme di Cantor generalizzato di parametro
β, si può costruire una funzione di Cantor generalizzata F con proprietà analoghe, e la misura data
dalla proposizione sarà la misura di Lebesgue-Stieltjes associata a F .

Dimostrazione.
Fissato x ∈ X e n ∈ N, definiamo µn come

µn :=
1

mn

m∑
i1,...,in=1

δSi1
◦...◦Sin (x).

Sarà sufficiente far vedere che

ˆ
fdµk converge per ogni f ∈ C(X) fissata: tale limite sarà un

funzionale lineare positivo su C(X), e dunque dal Teorema di rappresentazione di Riesz sarà del

tipo f 7→
ˆ
fdµ per qualche misura di Radon µ su X, che estenderemo a zero sui boreliani di RN

come µ(E) := µ(E ∩ X) per ogni E ∈ B
(
RN
)
, e che verificherà tutte le proprietà richieste. Per

costruzione infatti avremo

µ(X) =

ˆ
1dµ = lim

n→∞

ˆ
1dµn = µn(X) = 1;

inoltre, Si1 ◦ . . . ◦ Sik(x) ∈ Si1 ◦ . . . ◦ Sik(X), ognuno dei quali ha diametro pari a rkdiam (X) e la
cui unione è X, quindi ogni aperto A di X dovrà intersecare Σk({x}) per k sufficientemente grande

e dunque µ(A) ≥ 1

mk
> 0; infine, per la definizione di µn avremo, per ogni k, n,

µn+k(E) =
1

mk

m∑
i1,...,in=1

µl

(
(Si1 ◦ . . . ◦ Sin)

−1(E)
)

dunque passando al limite per n→ ∞ (con il solito argomento in cui si passa da funzioni continue
a funzioni caratteristiche) otteniamo anche la terza proprietà.

Per mostrare la convergenza di

ˆ
fdµn e concludere, notiamo anzitutto che

ˆ
fdµn =

1

mn

m∑
i1,...,in=1

f(Si1 ◦ . . . ◦ Sin(x));

per continuità, fissato ε > 0 esiste N > 0 tale che se |x − y| < rNdiam (X) allora |f(x) −
f(y)| < ε, e poiché diam (Σn({x})) ≤ diam (Σn(X)) = rndiam (X), per n > l > N avremo
|f(Si1 ◦ . . . ◦ Sin(x))− f(Si1 ◦ . . . ◦ Sil(x))| < ε, da cui∣∣∣∣ˆ fdµn −

ˆ
fdµl

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣ 1

mn

m∑
i1,...,in=1

f(Si1 ◦ . . . ◦ Sin(x))−
1

ml

m∑
i1,...,il=1

f(Si1 ◦ . . . ◦ Sil(x))

∣∣∣∣∣∣
=

1

mn

∣∣∣∣∣∣
m∑

i1,...,in=1

f(Si1 ◦ . . . ◦ Sik(x))−
m∑

il+1,...,in=1

m∑
i1,...,il=1

f(Si1 ◦ . . . ◦ Sil(x))

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

mn

m∑
i1,...,in=1

|f(Si1 ◦ . . . ◦ Sik(x))− f(Si1 ◦ . . . ◦ Sin(x))|

< ε,

il che mostra che

{ˆ
fdµn

}∞

n=1

è di Cauchy e quindi converge.
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Lezioni 71-72 del 12/12/2024

Per calcolare la dimensione di Hausdorff di un insieme invariante X è necessaria una condizione
aggiuntiva che garantisca che gli insiemi Sj(X) abbiano intersezione trascurabile. Con questa ipotesi
in più, proveremo ora a risalire dal gruppo di similitudini all’insieme invariante.

Definizione.
Un insieme separatore per una famiglia finita di similitudini Σ = {S1, . . . , Sm} su RN è un
insieme aperto non vuoto A ̸= ∅ tale che

Σ(A) ⊂ A, Si(A) ∩ Sj(A) = ∅, ∀i ̸= j.

Esempio.
Negli esempi visti in precedenza, è possibile scegliere A = (0, 1) nel caso dell’insieme di trasforma-
zioni rispetto a cui è invariante l’insieme di Cantor, anche per l’insieme di Cantor generalizzato;
per le trasformazioni rispetto a cui è invariante il triangolo di Sierpinski è possibile prendere A
come l’interno del triangolo iniziale; nel caso del fiocco di neve di Koch è possibile prendere A come
l’interno dell’inviluppo convesso della figura iniziale.

Proposizione.
Data una famiglia Σ di similitudini di fattore r < 1 che ammette un insieme separatore A, esiste

un compatto non vuoto X che è invariante per Σ, dato da X :=

∞⋂
k=0

Σk
(
A
)
.

Esempio.
In tutti i casi già visti (insiemi di Cantor generalizzati, triangolo di Sierpinski, fiocco di neve di
Koch) l’insieme invariante è quello che già stiamo considerando.

Dimostrazione.
X è invariante rispetto a Σ per costruzione, è compatto perché intersezione di compatti ed è non
vuoto perché conterrà il limite di ogni successione {xk}∞k=1 ottenuta scegliendo xk ∈ Σk

(
A
)
.

Teorema (Dimensione degli insiemi auto-simili).
Sia Σ = {S1, . . . , Sm} una famiglia di similitudini con fattore r < 1 che ammette in insieme
separatore A e sia X l’insieme invariante rispetto a Σ. Allora:

1. 0 < Hs(X) <∞ per s := log 1
r
m, e in particolare X ha dimensione di Hausdorff s;

2. Hs(Si(X) ∩ Sj(X)) = 0 per ogni i ̸= j.

Osservazione.
Considerando l’insieme di similitudini Σ := {S1, S2} su R date da S1(x) = βx, S2(x) = βx +

1 − β, come nel caso degli insiemi di Cantor ma con β ∈
(
1

2
, 1

)
, non esiste nessun insieme

separatore: infatti, avremo Σ(A) ⊂ A se e solo se (0, 1) ⊂ A mentre S1(A) ∩ S2(A) = ∅ equivale

a sup(A) − inf(A) >
1

β
− 1, che è incompatibile con la condizione precedente. Del resto, in questo

caso l’enunciato del teorema è falso: un insieme invariante è [0, 1], che ha dimensione di Hausdorff
1 e non log 1

β
2 > 1.

Prendendo invece β =
1

2
l’insieme invariante è ancora [0, 1] che infatti ha dimensione 1 = log2 2.

Corollario.
L’insieme di Cantor generalizzato, il triangolo di Sierpinski e il fiocco di neve di Koch hanno
dimensione di Hausdorff, rispettivamente, log 1

β
2, log2 3, log3 4.

In particolare, scegliendo β ∈
(
0,

1

2

)
, è possibile ottenere insiemi con dimensione di Hausdorff pari

a un qualsiasi s ∈ (0, 1).
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Lemma.
Sia {Aα}α∈A una collezione di aperti disgiunti in RN tali che ognuno contenga una palla di raggio
cδ e sia contenuta in un’altra palla di raggio Cδ, per qualche c, C, δ > 0. Allora ogni palla di raggio

δ interseca al più

(
1 + 2C

c

)N

dei chiusi Aα.

Dimostrazione.
Prendiamo una palla B di raggio δ che intersechi una qualche Aα; allora, per ipotesi, Aα è contenuta
in una palla di raggio (1 + 2C)δ e concentrica con B. Se i chiusi Aα che intersecano B sono M ,
per ipotesi avremo M palle disgiunte di raggio cδ contenute in una palla di raggio (1 + 2C)δ;
considerandone la misura di Lebesgue, otterremo Mm(B1(0))(cδ)

N ≤ m(B1(0))((1 + 2C)δ)N , cioè

M ≤
(
1 + 2C

c

)N

.

Dimostrazione della dimensione degli insiemi auto-simili.

Poiché, per ogni k,X = Σk(X) =

m⋃
i1,...,ik=1

Si1◦. . .◦Sik(X) e diam (Si1 ◦ . . . ◦ Sik(X)) = rkdiam (X) =:

δk, allora ricoprendo X con questi ultimi insiemi otteniamo

Hs
δk
(X) ≤

m∑
i1,...,ik=1

diam (Si1 ◦ . . . ◦ Sik(X))s = mkrksdiam (X)s = diam (X)s,

e poiché δk →
k→∞

0 allora Hs(X) ≤ diam (X)s <∞.

Per mostrare che Hs(X) > 0 prendiamo c, C tali che l’insieme separatore A contenga una palla di

raggio
c

r
e sia contenuto in una palla di raggio C. Mostreremo cheHs(X) ≥

(
c

1 + 2C

)N

=:
1

M
> 0

facendo vedere che se {En}∞n=1 è un ricoprimento di X e diam (En) ≤ 1 allora

∞∑
n=1

diam (En)
s ≥ 1

M
,

ma poiché ogni insieme di diametro δ è contenuto in una palla di raggio δ allora basterà mostrare

che se X ⊂
∞⋃

n=1

Bn per qualche palla Bn di raggio δn ≤ 1 allora

∞∑
n=1

δsn ≥ 1

M
; ciò a sua volta

seguirà dopo aver dimostrato che µ(B) ≤Mδs per ogni palla B di raggio δ ≤ 1, dove µ è la misura

invariante vista in precedenza, perché otterremo 1 = µ(X) ≤
∞∑

n=1

µ(Bn) ≤M

∞∑
n=1

δsn.

Prendendo ora k =

⌈
log 1

δ

log 1
r

⌉
, in modo che rk < δ ≤ rk−1, avremo µ(B) =

1

mk

m∑
i1,...,ik=1

µ
(
(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1(B)
)
,

ma poiché per costruzione X ⊂ A, allora ciascun addendo sarà non nullo solo se B interse-
ca (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1
(
A
)
; del resto, poiché gli aperti (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1(A) sono disgiunti per

definizione di insieme separatore, contengono una palla di raggio crk−1 ≥ cδ e sono contenuti
in una palla di raggio Crk ≤ Cδ, per il lemma B può intersecare solamente M degli insiemi
(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1
(
A
)
= (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

−1(A) e dunque concludiamo che

µ(B) ≤ M

mk
µ(X) =Mrks ≤Mδs.

Infine, poiché ogni Si contrae le distanze di un fattore r, allora Hs(Si(X)) = rsHs(X) =
1

m
Hs(X),

e dunque Hs(X) =

m∑
i=1

Hs(Si(X)); essendo però X =

m⋃
i=1

Si(X), cioè è possibile solo se tutte le

intersezioni hanno misura nulla Hs(Si(X) ∩ Sj(X)) = 0.
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