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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (24 FEBBRAIO 2010)
Ri1PASSO

wamz{;%y(nw¢wm
0 (z,y) = (0,0)
f & una funzione di classe C'* in R?\{0} perché rapporto di funzioni di classe C'* in cui il
denominatore non & nullo quindi per provare la differenziabilita di f su R? & sufficiente
provare che f & differenziabile in (0,0). Per prima cosa osserviamo che f ammette
derivate parziali nell’ origine in quanto
af im f(t,0) = £(0,0)
0 t

—(0,0) = lin

dx t—

=0=1
i t dy

Adesso proviamo la differenziabilita di f in (0,0)

f(h, k) — £(0,0)— < V£(0,0). (h, k) >‘ B ‘ h2k? B h2k?
Vh2 + k2 (h* + k2)VRZ + k2| (h* + k2)VAZ + k2
2 2 4 2 32 .2 R R,
k h h*+k* h"+k _ \/11.2 e ( AL_)__E()‘()) 0

< - < ;

TR+ R2VRZFEZ T R+ k2 VRZ k2
quindi f e differenziabile.
Per provare che f non ¢ di classe C'' dobbiamo far vedere che almeno una delle derivate
parziali di f non ¢ continua.

£ 2;1'y2 —u 41_5!12 onaican
% (z,y) =14 =0r ~wror 5@y # 0,0
dx 0 altrimenti

& 222, 22243
ﬂ(;x.y) = I—Z,Tu{f - (72?;_? se (z,y) # (0,0)
dy 0 altrimenti

_— of g . — :
Notiamo che — non ¢ continua nell’origine perché

oy
fiss O (z.2%) = 1i 2% 228 o ko £0 of (0,0)
im —(z,z°) = lim - —=1l=-—== = —(0,
—0 Jy e—0 x4 + 2t (224)? 2 2 oy

Quindi f & differenziabile su tutto R? ma non ¢ di classe C'!

2. Siccome f(z,g(z)) = 0¥ z € R derivando rispetto ad = otteniamo che

0 d
0= af(;z:,g(;z:)) = 0—1(;1:,9(3‘.)) + g'(;zr)%(m,g(;r)) VzeR
In particolare per = ( siccome g(0) = 0 abbiamo che 0 = %(U,O) + g'(())%((},()) =
2¢'(0) = ¢'(0) =0

Derivando di nuovo rispetto ad x la relazione precedente otteniamo che

r)2 i a2 . («) ; N2 p f)'Z
or mmdf+gu0f+um(df+ uff)

0=—= A 2y 5.3
Ox? oxdy dy dzdy ¢ y?




3.

quindi per = = 0 si ottiene 0 =1+ 2g" (0) = ¢"(0) = ~5

1

Siccome ¢'(0) = 0 e ¢”(0) < 0 allora 0 & un punto di massimo relativo per g.

(a)

|sinz| < |x]

$d xT T xT
|sinzx| = /—sintdt = /costdt < /|cost|dt < /1 dt
o dt 0 0 0

Si poteva anche dimostrare la disuguaglianza utilizzando il teorema di Lagrange:
Va € R applicando il teorema di Lagrange alla funzione sinz nell’intervallo (0, z)
(o (z,0) ) otteniamo che 3 £ = &(z) € (0,z) tale che sinx = sinax —sin0 =
cos§ - (x—0) = cos&-x. Passando ai moduli si ottiene che |sinz| = | cos&]|z| < |z].
Anche le prossime disuguaglianze possono essere dimostrate tramite il teorema di
Lagrange.

= ||

2
[1 —cosz| < il

f.l)d x x
|1 — cosx| =|cosx — cosO| = / costdt‘: / sintdt‘ﬁ / |sint|dt’§
. o dt 0 0
t| dt| = -a®
ar| = o

3
|z —sinz| < =" |

|z —sinz| < ‘/ldt—/costdt‘ =
/‘ﬂﬁ‘ mF
0

[tanz| < 2|z| se |z| <1
[sinz| _ |z] |z] |z]

IN

/1—costdt’ < ‘/ |1—cost|dt‘
0 0

<

|tanz| = = 2|z|

cosx ~ |cosx| T cosl T cos %

3
xr
| arctan x| < / < / 1dt| = ||
1+1¢2 0
le” — 1] < 3|z| se |z| <1
X

x
le® — 1] < ’/ eldt| < ‘/ elwdt‘ = el®l|z| < e|z| < 3|
0 0

|arctan x| < |z

| sinh x| < 3|z| se |m\ <1
xT —x _ R T __ P St
le® — | e —1+1—e7| < le® — 1| n |1 —e 7|
5 3 2 2 - 2 2 -
< 2ol + 2ol = 3lal.

[sinhz| =

DO =

log(1 + )| < 2fe] se |z] <
/‘Su/ ‘—ﬂﬂ
o 1+t =)o 1-12

A= {(z,y) eR®:2® + ¢ <1,z + y| > 1}
A & la regione ottenuta intersecando il cerchio unitario con le regioni y > 1 — |z| e
y <lzf -1

[log(1 + z)| =




(b) B = {(x,y) ER*:1<a?+32 <4, |yl < \/§|m|}

B ¢ laregione ottenuta intersecando la corona di raggi 1 e 2 con I’ insieme —+/3|z| <

y < V3|z|

(¢) C={(v.y) eR?: o — ¢ < 1}
C' & la porzione di piano delimitate delle iperboli 22 —y? =1ey? —2%2 =1




(d) Dz{(:ay)eRQ:ogx_smy, 2 < 2}
Y

D & la regione di piano compresa tra l’asse y e il grafico della funzione z = 22¥

y
nell’intervall0 [—m, 7]

(a) E={(z,y,2) YER? 2% 9% 4+ 22 < 1,22 +y? + 22 <2y}
FE ¢ linsieme ottenuto intersecando la palla di centro (0,0,0) e raggio 1 con la palla
di centro (0,1,0) e raggio 1

o0
o

tetraedro ottenuto tagliando il settore z,y,z > 0 con il piano z +y+2 =1

{(z,y,2) eER*:z+y+2<1,2>0,y>02>0}
il
e ¢ il piano ortogonale al vettore (1,1, 1) passante per (0,0,1))

F:
Fé
(ch




(c) G ={(z,y,2) € R* : max{|z|, |y|, [} < 1}
G ¢ il cubo centrato nell’origine con spigoli di lunghezza 2

A
.
.“,Q i

2
Z
e i iy,

(d) H={(z,y,2) eR*: 2? +y* + 2° < 1,2° + ¢ < 2%}
H & D'intersezione tra la palla unitaria e I'interno del cono z? + y? = z
vertice in (0,0, 0), asse parallelo all’asse z e angolo di apertura 7.

2 avente

1

86"00'-51.0

(e) I = {(w,y,z) €R3: (\/m—3>2+22:1}

I &1l toro ( la ciambella ) ottenuta ruotando attorno all’asse z il cerchio del piano
yz di equazione (y — 3)? + 2% = 1.




6. (a)

T cosz +oo oo +oo
/ —5 dx = / e eosxdr = e 2 sinx‘ —|—2/ e Psing de =
0 € 0 0 0
oo o +oo
:2/ e Psing dr = 2(—62"’”00530‘ —2/ e 2 cosx dx) =
o . 0 0
o0 o0
o Ccos T ..
22—4/62ICOS$d1}=2—4/ 5. dz  quindi
+ 0 + 0 ¢
oo oo
CcosS T cosT 2
5/ 5 dx —2:>/ —dx: -
e xT

4m 4m 2m
\/1—cosxd:v—/ \/2sin® fdm—\f/ | sin — \dm—\f/ sin — dm—i—
0

4
V3 singdx:—%/icosg’ +2\/§cos5 — W24+ 2V2 422+ 2v2 =
0 27

2

=82

T 1
| st
0o 2-+cosx

Poniamo t = tan £ allora dt = 1(1 4 ¢?)dz e cosz = HtQ quindi

/’r 1 d /°° 1 2dt /” 2 it 2/°° dt

—_—aQr = —_— = _—m = =

0 2+cosx o 2+}+gl—|—t2 0 2+2t2 4112 0o 3+1t2
<2

2/°° dt = 2 /°° N T ™

= — _— = e ——=adz = —=arctanz -

3 .Jo AW V3o 1+22 V3 o 32 V3
1+ (%

toog? g -3

/3 zt—9 dr

. . 2 —x—3 A B Czx+D
Cerchiamo A, B, C, D tali che por— _x—\f—i—x—i—f—i_ x2—|—3'
Az + V3)(2? +3) + B(x —V3)(22 +3) + (Cz + D)(2? - 3) = 2> — 2 - 3 =
A(x® + /322 + 32+ 3V3) + B(2® — V32?2 4+ 32 — 3v3) + Cx® + Dx? —3Cx — 3D =
2?2 —x—3=23(A+B+C)+2%(AV3—-BV3+D)+x(3A+3B —3C)+3V3A -
3V3B - 3D =% —z — 3 da cui

A+B+C=0 A+B+C=0
AV3-BV3+D=1 A+B-C=—3
=

3A+3B-3C=-1 Af—BerD_l

3V3A4-3V3B-3D=-3 fA V3B —-D=-1
Dalle prime due equazioni si ricava che C' = g mentre dalle ultlme due che D = 1.
Sostituendo questi valori nel sistema otteniamo { AV3_ B \/§ —0 da cui A =
B=-1.

2 _r— 11 11 lr+1

Dunque v L3 _ 6+ e quindi

¢ -9 __Ex—\/g_ﬁx+\/§+$2+3

/+°°x—x—3dx__1 * dx _i/ dx 1 * +/°°da:
3 -9 12 )52 -3 12 x+\f 32243 J3x2+3

1 *  dz
— ——log(z —V3) — —1 —1 3 M-
B og(x — V/3) og(z +V3) + 0g(az+)3—|—/3 213
1 2+ 3\ |~ oo dx 1 [~ dz
= —log [ =—= A PO L I I
12 Og<x23)3 +/3 213 128l T8 +3/3 <L>2+1
<" V3
1 3 [~ 1 1 3
:——log2+£ —— dy = ——log2+£arctany =
12 3 S5 1+? 3 -
_ 1y 2+£(5_z)_£ 1o
12%° T3 \973) 78" 128
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 2 (3 Marzo 2010)
SPAZI NORMATI, CONTRAZIONI

nx
b= e 1
1 1 1 2
nr 1 2n‘x 1
n = n dr = - dr = — " dr= —1 1 2 2 _
ul /02|f )l de /o T+ n222"" Zn/o T2z = g 1ol +"w)0
log(1 + n?)
N 2n '
I fulloo = sup |fn(z)| da
z€0,1]

Siccome f,, & una funzione continua in [0, 1] questo sup & il massimo di f,
nell’intervallo [0, 1]. Siccome
, n(l +n22%) —2n%22  n(1 —n22?) 9 9 1
= = =0+ =l zr==+-
Fa(@) (14 n2z2)? (14 n2x2)? e * n

abbiamo || f,]|co = max{fn(()),fn (711) ,fn(l)} = max{O L } = %

"2 14 n2
In particolare siccome || fp|loo —3 0 mentre || fn[1 = 0 le due norme non
possono essere equivalenti.

2. fulz) = en sin®z. Sia f(z) = sin? z. Proviamo che f,, "= f in (C([0,7]), | - [|1)-

£ = flh :/ |fu() = f(2)|dx :/ e sin’ & — sin® o] dz = / e —1fsin*z dv <
0 0 0
S/ (e% — 1)sin®z dz = (e — 1)/ sinz dz < (e7 — 1>/ Ldz = m(en —1) =50,
0 0 0
Quindi f, =5 f in (C([0,7]), | - [l1)-

3. zy(k) =

n
nek +1

1 o0
Per prima cosa osserviamo che z,(k) = — V n quindi Z |zn (k)P < 00
ok

k=1
1
Vpciot z, € £, Vp > 1. Sia x € £, definita da z(k) = — notiamo che
e
.- | n 1 1 I 1
zn—2|l1 = z |20 (k) —2 (k)| = Z nek+1 ek = Z m < o Z 2k
k=0 k=0 k=0 k=0
1 1 n [o.°] . . n (o9} . N
= n1 -1 ~3°0 quindi z, 2 2 in {;. Piu in generale V p > 1
nl—=
abbiamo che
Zn — zllp < |20 — 2|1 =3 0 quindi z,, =3 = in £,
(71)k+1
4. z, (k) =
k) = G
= (—1)k+1 = 1 = 1 1
s kZ:O (2k + 2)l(2n)F+1 ,;0 (2k + 2)l(2n)F+1 ; e A



In particolare ||z, ||; "= 0 qunidi , converge a 0 in £,

5. xn(k) =
00 _k o0 1
e n 1 1 1 =
= ]{/’ = f— — — n
1z 1 E |z (K] ];_0 n n];_ ﬂl—e_% P
0 oo 2 - 1 1 1
2 _ 2 _ . _ n
bl = Sl = S = E S et L =

n—oo
Dato che ||z,|]2 — 0 allora z,, converge a 0 in 5.

Invece x, non converge in ¢; infatti se per assurdo 3 x € f; tale che
n—oo . n—oo . . n—oo

X, — xinfy allora ||z, —z|2 < ||zn—2|1 — 0quindiz, — x anche

in /5. Ma allora per unicita del limite in /5 si dovrebbe avere z = 0 che &

assudo perche allora ||z,||1 = ||z, — 2||1 =3 0 mentre il conto precedente
1
ci dice che ||z, |1 = 1% .

E24+nk+2k+n
2+ 1D(n+k)

6. z,(k) =

(@) (k)_k:Q—l—nk:—&—Qk—i—an
W T T Dt k) k

k1

Vn quindi z,, € {3 e x, ¢ {4

K2 +nk+2k+n  k+1[°
(B2+1)(n+k) k2+1

lzn—al3 = D lealk)—z(k)? = Y
k=0

k=0
00 00 2 o0 21
< =
S| - () 7 -z;(kzﬂ) -
<i§: kY ="730 perché i Z
= n2 B2+ 1 P Z k2+1 k2+1

Quindi z,, converge ad x in /5.

(c) Utilizzando il fatto che n + k > 2v/nk abbiamo che

oo oo

zn — 1 :Z|$n( Z

k=0 =0

B +nk+2k+n  k4+1|
(R2+1D)(n+k) k21|

o0

o0 oo 1
< =
kzzok2+1 n+ k) ;kQJrl n+k)_;k‘2+12s/nk 2ﬁ;k2+1

In particolare dato che ; 2l < oo si ha che ||z, — z||1 < oo (

o0
cioe z,, —x € £y) e che ||z, —z|; < —= e

0 quindi

n—oo .
Ty, —2x — 01in 47.



® nlog(lJr%/E)
7. 2n(k) = ——2072
V1+ k2

Osserviamo per prima cosa che se x > 0 allora

T
7—ldt
i<

1
Usando questo fatto ricaviamo che se z(k) = ——— allora

VE VI + k2

|log(14ax)—z| =

1 T @
— 1 dt:/ —dtg/ tdt = =
1+t o 1+t 0

o0 1 o0 1)L
[EXITEDY nlog (1+n\/E) B 1 _ ‘nbg (1+n\/E> VE
" — VIR VEVI+E| = V12

oo’]og(l_FL)_L o
Z nVk nvk Z 2kn2 1 Z L nj)oo
prt V14 k2 V14 k2 “ o = kV1+ k2

> 1 =1
erché —_— — 00
P kz:lk\/lJrk? 25
11
n — 137377 y Uy Uy
8. x ( 53 0,0 )

(a) Siccome z,, ¢ definitivamente nulla allora |z,|1 < oo perché & una
somma, finita. Quinidi x,, € #1.
11
(b) Ve > 0sen. > LalloraV n,m > n. sihache ||z, — )|l = maxq —, }
n’m
Dunque z,, & una successione di Cauchy rispetto a || | oo-
(¢) Supponiamo per assurdo Che 3z € 4 tale che ||z, — [0 —3 0. Al-

loraV ksen > ksihache |- — z(k) =

= |xn(k) —z(k)| < Hxn — 2o — 0

1
quindi necessariamente z(k) = —. Ma allora Z lz(k)| = Z y =

il che e assurdo perche z € /1. In partlcolare ( El, Il lloc) non & com-
pleto perché x,, &€ una successione di Cauchy in questo spazio ma non
¢ convergente.

9. Sia ® : C([0,1]) — C([0,1]) definita da ®(f)(z) = /x IO gy,

0
Per prima cosa osserviamo che ®(f) € C([0,1]) perché ¢ la funzione in-

tegrale di una funzione continua, quindi ® & ben definita. Inoltre se
f,g9 € C([0,1]) si ha che

[ eroa [ aval < [P0 a0 <
0 0 0

< / U310 F ()~ B g()de = 3 / "1 - g)ldt <3 gl / P -

[@(f)(2)=®(g)(2)| =

IN



3
=3 =9l f:c < 2 IF = glleo-

Pertanto [|®(f) — ()]l szl[%plllq’(f)(w)— ®(9)(@)] < 7

Quindi ® & una contrazione su C([0, 1]).
(Abbiamo usato il fatto che se z,y < 1 allora |e” — e¥| < 3|z — y|)

10. X ={f € C([0,1]): 0 < f(zx) <1Vax}
®: X — C([0,1]) CD(u)(x):l—l-l/o u?(t)dt.

21F = glloo-

3 3

(a) Siano f, € X e f € C([0,1]) tali che ||fn — flloo — 0, proviamo
che £ € X [fu— flle =5 0= fulz) — f(z) ¥ & € [0,1] quindi
passando al limite nella disuguaglianza 0 < f,,(z) < 1 otteniamo che
0< f(z) <1Vze[0,1] cioe che f € X.

Quindi X & chiuso perche contiene i limiti di tutte le sue successioni.

(b) Sia u € X allora 0 < u(x) <1V z quindi

11 v 1 1 [ 1 1 2

Pertanto ®(X) C X. Inoltre se u,v € X allora abbiamo che

|mmu%¢wmn:E+;Almmw§—§AZ%m4:;

1 [* 9 _
g/0 (1) —2 (£) | dt = /|u () [u(t)+o()|dt < 2 /\u o(t)|dt =

2 xT
5 [ lu= vllcdt = Zollu = ol < Sl v
0
(¢) Il teorema delle contrazioni ci dice che ® ha un unico punto fisso u €

1 1 /"
C([0,1]). Per la definizione di punto fisso si ha 3 + 3 / u?(t)dt = u(x)
0
V x € [0,1]. Questa relzione ci dice che u & in realta di classe C! e
derivando rispetto ad x si ottiene che u & soluzione dell’equazione
o (x) = Fu(x)
u(0) = § '

Per trovare u dobbiamo dunque risolvere ’equazione:

qu(t) —2(t) dt‘
0

IN

IN

differenziale

T (t T Uy 1 14 1 1
[0 [ [P L
o u*(t) 0o 3 oyt 3 A 3 u(x) 3

1 3
:>u(x):_1 =
3T —3 99—z
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 3 (10 MARZO 2010)
TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA, SPAZI METRICI

1. (a) F(z,y) = arctan(x) 4+ e~ ¥ — cos(zy) & di classe C* in un intorno dell’origine
F
— or eV
con F(0,0)=0¢e¢ 8y(0’0) e Y 4 zsin(zy) |(Iy —(00) = —1:#£0,
dunque per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C*(B,.(0), B,(0))
tale che I'insieme di livello {F = 0} & il grafico della funzione g; sup-
ponendo p < 1, abbiamo che |F(z,0)| = | arctan(z)| < |z| < r, dunque

P P
posto T = ———— = —1, per avere sup |F(z,0)|<Z=—— ¢
92(0,0) 2€B,(0) 2 2|7

r
1 Taa(x,y)‘ =|1—e? +asin(ay)| <
Y

()

sufficiente porre r = =; inoltre

2
7
< |1 —e¥| + |z|sin(zy)| <3| —y|+ |z < 3p+7 < 5> dunque per
OF 1. .
avere sup 1 —T—/(z,y)| < = ¢ sufficiente prendere p =
(,4)€B,(0)x B, (0) dy 2

1
=7 e di conseguenza r = —; per calcolare lo sviluppo di Taylor al

14

secondo ordine di g, notiamo che essendo arctan(z) + e =9 — cos(zg(x))
d

=0V € B,-(0), allora0 = . (arctan(m) +e9@) cos(xg(x))) ‘ 0"

1 .

1422

=1-4'(0)=
=

— ¢/ ()™ + (g (z) + g(x)) sin(zg(x))
= ¢'(0) = 1, perché g(0) = 0, e analogamente 0 = & (arctan(z)+

dxz?
-2
+e 9@ Cos(xg(x))) . ﬁ + g (2)e 9 — g"(z)e 9+

+H2/ () + 2" (@) snage) + (29 (@) + 9(0)? coslag())]—y = 1-
40 = ¢"(0) =1 = (@) = 9(0) + ¢ O + L Va? 0 (s?) = 0t
+%2 + 0 (2?).

(b) F(z,y) = e* —sin(x +y) — 1 &di classe C" in un intorno dell’origine

F
con F(0,0) =0e — oy (0,0) = 2e*¥ — cos(z + y) |(xy =1+# 0, dunque
per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C'(B,(0), B,(0))

tale che I'insieme di livello {F = 0} & il grafico della funzione g; sup-

)=(0,0)

1
ponendo p < 2 abbiamo che |F(z,0)| = |sin(z)| < |z| < r, dunque

p
posto T = ———— =1, per avere sup |F(z,0)|<Z=_—— &
5:-(0,0) 2€B,(0) 2 27

OF
sufficiente porre r = g; inoltre 1 — Ta—(ac7 y)’ =]1- 2e?V + cos(z+
Y



+ 2 2
y)| < |2—262y|+\cos(a:+y)—1|§12|y|+%§12/)+ %4—
p? 2 p? 105
+& +Tp<12p+§+%+%§12p+§+g+§=?p7dunque
T

1
per avere sup — (x, )’ < B ¢ sufficiente prendere

(z,y)€Br(0)x B, (0)

e di conseguenza r = ; per calcolare lo sviluppo di Tay-

_ 4
P~ 105 105
lor al secondo ordine di g, notiamo che essendo 29®) — sin(z + g(z))—

d
—1=0Vz € B,(0), allora0 = . (629(’”) —sin(z + g(x)) — 1)
T

= 2¢'(2)e?@® — (1 + ¢'(x)) cos(z + g(w))‘wzo =g'(0)-1= 9/<0:) =

d ,
= 1, perché g(0) = 0, e analogamente 0 = ] (egg(“) —sin(z + g(x))—

1), = 49 (2)e*@ 4 2¢" ()@ + (1 + ¢/ (x))?sin(z + g(z))—
—g"(x) cos(z + g(x))|,—g = 4+ ¢"(0) = ¢"(0) = =4 = g(z) = g(0)+

/ 9"(0) 5 2 2 2
—|—g(0)x+?x +o0(2*) =2+ 22% 4+ o (27).
2 . e —1—xz . < gs 1.
F(z,y) =2y +y+sm(my)+f n (0,0) ¢ di classe C" in

un intorno dell’origine con F(0,0) =0 e o9 (0 0) = 2zy + 1+

+2 cos(2Y)|(2,9)=(0,0) = 1 # 0, dunque per il teorema della funzione
implicita 3r,p >0 e g € C(B,(0), B,(0)) tale che I'insieme di liv-
ello {F =0} & il grafico della funzione g; supponendo r,p <1, ab-

. e —1—=x le? —1] ||
b he |F(x,0)| = < — — = 2r,
iamo che |F(x,0)| 5 < +2_2+2
dunque posto T'= 57— =1, per avere sup |[F(z,0)| <
Ty(oa O) z€B,-(0)
oF
< g = 2”;;“ ¢ sufficiente porre r = g inoltre |1 — Tay (z y)) < |2zy|+
3
+|x cos(zy)| = 2 |ay| + |z|| cos(zy)| < 2rp+ 1 < ? +2 13 4p7 dunque
oF 1
per avere sup 1-T—(, y)’ < — ¢ sufficiente prendere
(2,y)€B,(0)x B, (0) dy 2
2 1
p= 3 e di conseguenza r = 6; per calcolare lo sviluppo di Taylor al

secondo ordine di g, notiamo che essendo zg?(z) + g(z) + sin(zg(z))+
rT—1-— d
+% =0Vz € B,(0), allora0 = — (2g°(z) + g(z) + sin(zg(z))+

dx
)| = 2 @) + @) (@) + (o)
0
g (2)) cos(ag(e) +

o=
et —1

2
2

d
= 0, e analogamente 0 = — (ng(x) + g(z) +sin(zg(x)) +

dx?
,f)
2
+9g

=¢'(0) = ¢'(0) = 0, perché g(0) =
z=0

e—l

W 29(z)g' (x) + 22 (¢ (2) + g(x)g" (2)) + 29(2)g (z)+
"(x) + (29 (2) + 2g” (x)) cos(zg(2)) — (9(x) + 29 (x))? sin(wg(x))+



9"(0)

S| =g 0) - 5= g0 = 5 = o) = 9(0) + g O + T a

e
2 =0

2 a? 2
+o(z ) = IJro(m )
F(21,22,y) = y* — cosh(z123) in (0,0,1) & di classe C* in un intorno

del punto (0,0,1) con F(0,0,1) =0e 85 (0,0,1) = 3y ‘(mhm W)=(00.1) =
=3 # 0, dunque per il teorema della funzione implicita Jr,p > 0 e
g € C*(B,((0,0)), B,(1)) tale che l'insieme di livello {F =0} & il
grafico della funzione g; supponendo r, p < 1, abbiamo che |F(x1,z2,1)| =
le*1P2 4 e T1%2 — 1 — 1] < le*r®2 — 1]

= |1 — cosh(zi22)| = 5 < 5 +
vz 3 3 3 3 3
le 5 | < §|JC1I2| + §|x1z2\ < 3 (z% —|—z§) < 51"2 < 3" dunque
posto T' =
1 1 p P
= —=—— = —, per avere sup |F(x1,22,1)] < = = ——
500,00 3 (@1,22)€B,((0,0)) 6 27|
N : P . OF 9
¢ sufficiente porre r = =; inoltre |1 — Ta—(x,y) =1-y*|=|1-
Y
OF
—yl[1+yl < p(1+ [y]) < 3p, dunque per avere sup 1=T—(z,y)| <
(21,22,5) € B ((0,0)) X B, (0) oy

1 1 1
< — e sufficiente prendere p = —, e di conseguenza r = —; per calco-
lare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che essendo

d
g*(x1,12) — cosh(zyz2) = 0Va € B,(0), allora0 = - (9% (21, 22)—
1

dg
—cosh(xlxg))|(zl,x2):(010) = i’>92(9617362)aaC (w1, 22)—

0 0

—zasinh(2122)(;, 20)=(0,0) = 339 (0,0) = 5‘791(0 0) = 0, perché
d 3

g(0,0) = 1, analogamente 0 = i (9°(z1,22) — cosh(z12)) |(I1’I2):(0’0) =

0 ) 9]
= 392(x1,m2)8—g(x1,x2) — 1 sinh(z129) = a—g(0,0) =
T2 , (@1,22)=(0,0) 972
dg d 3
= g(o 0) = 0, 0= df ( (1'1,132) — COSh(mll'Q))|(w17w2):(070) =
dg 0%g
=6 e 3
g(x1,x2) <8x1 (331,$2)> + 39 (931,372)8 %2(331,562)
9%g 0%g
2
— x5 cosh(x1x2)|(h7z2):(o70) = 38 5(0,0) = pres (0,0)=0,0=
= @ (9% (21, 22) — cosh(z12))| = 3¢9%(x1, )6729(30 T2)+
dl'ldIQ 1,42 142 (#1,22)=(0,0) 1,42 8(1?183}2 1,42
g g
29 29 _ h _
+6g(x1, x2)8x1 (x1, x2) o1s (21, xgz T1X9 COS (.13123‘2)
. 0%g 0%g
— s1nh(x1x2)|(£17$2)=(070) = *3m(0, O) = 8x18x2 (O 0) =0e
d2

g 2
_ 3 _
= i (9% (21, 22) = cosh(122)) |, 0 00) = Gg(an,xz)(azQ (3617962)) +



2 »g 2 »yg

+3g97 (1, 22) 75 (x1, 22) — o7 cosh(z122) =3—= (O 0) =
25 (x1,72)=(0,0) 0z}
2( 0) =0= g(x17x2) = 9(0,0) + <vg(050)7 (3517332»+

< ( 0)(z1,22), (71, 72))
2

+0(x%+x§):1+o(:c%+x§).

F(x1,x0,y) = log(1 + x120y) — arctan(zix2) + elzi+az)y —yin (0,0,1)
¢ di classe C' in un intorno del punto (0,0,1) con F(0,0,1) =0 e
@(070’ 1) = _ itz (x% + x%) el@i+ad)y _ _
Oy L+ zizay (@1,22,4)=(0,0,1)

= —1 # 0, dunque per il teorema della funzione implicita Jr,p > 0

e g € C'(B,((0,0)), B,(1)) tale che I'insieme di livello {F = 0} & il
grafico della funzione g; supponendo r, p < 1, abbiamo che |F (21, 22,1)| =

= ‘log(l + 2122) + arctan(zi2y) + €717 — 1‘ < |1 + log(z1z2y) |+

2 2
+| arctan(zyz2)| + emitTs _ 1‘ < |2z122| + a —;—mz +3 (2} +23) <
9 9
< 5 (ac? —|—x§) < 57“2, dunque posto T = 7%(0,0) = —1, per avere
sup |[F (71, 72,1) < pP=_L_ e sufficiente porre r = Q;
(z1,22)€B,((0,0)) 2 2|7 9
. oF 19 2212
inoltre |1 — T — a9y (z, y)‘ ‘14-3?1%22/ (m? + m2) e( T+z3)y <
T1T2 2 (23+22)y |x1x2| 5 2y <
_’1+x1:172y’+‘(x1+x2)6 ,1+ (af +a3) <
4 oF
<4 (ac% + x%) =42 < —p, dunque per avere sup ’1 —T—(z, y)‘ <
9 (w1,22,9)€ Br (0) X B, ((0,0)) dy

1 9 1
< = ¢ sufficiente prendere p =1 < —, e di conseguenza r = g; per
calcolare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g, notiamo che
2 2
essendo log(1 + x1229(21, x2)) — arctan(zz2) + e(ai+a3)g(@1,e2)_

d
—g(x1,22) =0 Vo € B.(0), allora 0 = . (log(1 4+ z1229(z1, 22))—
1

— arctan(zy22) + e(witod)g@ea) _ g(w1,72))

9 (21,22)=(0,0)
12255 (21, T2) + 229(21, T2) To dg ( ) (@24
= - —(z1,72) (x
1+ 21229 (21, 72) 1+ a3a3 Oy T
)
+23) + 221 9(21, 22)) e(#i+ad)g(r,z2) _ 079(3317562) _
e (1,22)=(0,0)
Jg Jg

d
= o (0,0) = 8—961(0 ,0) = 0, analogamente 0 = i (log(1+

+x1729(21, 22)) — arctan(zizz) + e(wited)g(er,es) _ g(z1,22))

5 (w1»12):(0)0)
r1To5L (21, x2) + T19(21, 72) T 0
_ Oxo ’ . 12 > + g (1‘1,1’2) (l‘%-i‘
1+ z1229(x1, 22) 1+ xfzs Oxo

0
+x§) + 21‘29(3:1,902)) e(2+a3)g(z1,02) _ a—g(xl,xg) =
T2 (#1,22)=(0,0)




dg dg d?
— 99.0,0) = 0,0 = 2 (log(1 -
Dig (0,0) = o (0,0)=0,0 e (log(1 + x1229(x1, x2))
— arctan(z122) + e(w1+12)_ (T1,22) _ g(x1,22)) _

(w1,22)=(0,0)
2
(14 21229(21, 72)) (2 : 552(%]1(%1, T2) + x1mz§7§(fﬂ1,m2))

(1 +$1$29(3312, r3))?
($1Q7236T‘.]1($1’-T2) +$29($1,$2)> 21‘138%

" o+ (52 o) a3+
(1+ 21329(21, 22))? (1 + 2223)? Oy

2 0%g 0
+$§) + 2z19(w1,22)) " + 022 "l (xl,l‘z) (l"% + 33%) + 256187;91(331,562)4-
2

0
+2g(z1,22) + Qxl—g W(xl’ x2)
7

Oz (z1,22)=(0,0)
82 2 2

0%g d
=2- F(O 0) = W(O 0)=2,0= dz1dos (log(1 + z1z29(21,22))—

(xl, J@)) e(mzﬂg)g(zhm) B

_ arctan(331$2) + e( 1+ac2)9(9c1,x2) — g(xh 372))‘(0 0 =

2
(ib”laan1 + m1@% + 9625% + 9(901,552)) (1 + z1229(21, 72))
(1 + z1229(71, 72))?
($1$2 92, T 3329(9017332)) (331332%’2(3317932) + 3019(901,532))

(12+1’1I29($17$2))2

2,.2
riry —1 0%g ) ) dg
200 29
(1+ 2222)° * <(8x18x2 (z1,22) (2] +a3) + 222 O, (w1, 22)+

9y 99 99
+2x18x2(x1,x2)) + (%(xl,xg) ((E% + IE%) + 2xlg(x1,x2)> (%(.’El,xg) (IE%'F

_|_

+1‘§) + 2xgg(x1,x2))) e(ai+a3)g(@1,m2) _ 3 (z1,22) =
, , le-’”? (w1,22)=(0,0)
0%g 0%g d
=— 0,0) = 0,0) =0e0 = ~— (log(1 =
83@1352( ,0) 8371952( ,0) e a2 (log(1 4+ z1229(1,22))

2
arctan(ziws) + e(witad)g@raz) _ g(w1,72))

(z1,22)=(0,0)
2
(14 21329(21, 72)) (2$15%($1, x2) + $15€227§(5€1, $2))

(1+ x1ng(ﬂc1,2xz))2

(xlzza%(zl, z2) + z1g(21, I2)> 22370 N << dg

(14 z1229(21, 22))? (14 2223)° Oy

(331,.%2) (1‘%4‘
2. ?
—|—x§) + 2xgg(x1,x2)) 913 g(ﬂfl,ﬂfg) (x?—k

0 g
+z§) + 2.’,52%(.’1:1, x2) + 2g(x1,x2) + 2z2 Ep (z1, ;1;2)> e(ﬁ—&-m%)g(zl,zz)_
2 2

82g 0%g 0%g
(w1, 22) =2- (0 0) = (0,0) =2 = g(x1,22) =
8 913 (z1,22)=(0,0) 8 395%

:g(O’O)+<v9(070)7(x171'2)> < ( )($1,2$2),(x1’x2)>

—|—0(m%—|—
+x§) =1+1‘§+$§+0(l‘%+$2).



T + T+
2. F(xaylayQ) = ( b2 2 )

l+z+yl 1+z+y3
(a) F &diclasse C'! in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0,0) = (0,0) e

oF Ele(gHy)Qz) o 0 1
1+z4y? 1+z+yi
dy ——(0,0,0) = 1 12 —2y2(o:+y12) L1 0 )
1+x+y5 (1+I+y§) (z,y1,y2)=(0,0,0)

aF\ !
& invertibile (con T' = (6‘) = ( (1) (1) )), dunque per il teorema
Y

della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C*(B,(0), B,((0,0))) tale che
F(z,g1(2), g2(x)) = 0 Va € B(0).

2 2
1
(b) Supponendo r < fepg 1 abbiamo che || F'(x,0,0)| = \/<1_T_$> + <1f_m> =

3
=2 i < i = 3|z| < 3r, dunque per avere sup |F(x,0,0)] <

1+ x| 21— % 2€B,(0)
< p__2°F < e sufficiente prendere r = ﬁ; inoltre, Io—
4 4Tl 2HT|| 12
OF Lo 01 *291(I+y22) T 1+ .
Iaty? Ty
~T——(z,y1,92) = o1/ \1o0 ( 951 ) *2y2(I+?141) -
ay 1 2 2
+a+y3 (1+2+y3)
z+y§2 2yz(zty1) )
_ retv:  (14a+y3) iché | T Y2
- 2y (z+y2) oy} » dunque poiché l+z+y3|—
(1+T+y%)2 I+a+yf
13 2
AV o Py, 13, |20ty |
1-1 6 67 | (1+2+12)°
2 x|+ 52 52
< M < 4(2p(r + p)) = 16p” + 16rp = gp < 5h
T2

<4(2p(r + p)) = 4p* + 4rp =

2y1(z +y2) | _ 2lynl(lz] + |y2])
(1+x+y%)2 B 1-3
52 52
:fngfpe $+y12
3 3 1+2+y;

13
= FP’ per avere sup

(#,91,y2)€Br(0) x B, (0,0)

11 <%

oF
Iy — Tafy(xayl,m)

EELTRE B
3p 2esu-

3 1
ficient d = — —.
ciente prendere p 208 532

x4 gao(x) d x4+ go(x)
— = =0V B,.(0), all 0= ———M——~"—
1+z+ g3 () z € B:(0), allora dr1+z+ g3 ()

_ (U4 g@) L+ +gi(@) — (=4 g2(x)) (1 + 291 ()91 (7))
(142 + g3 ()’ =
=14 65(0) = g5(0) = —1, perché g1 (0) = 0 = g2(0), dunque g5(z) =
= g2(0) + g5(0)z + o(z) = —z + o(z); analogamente, 0 =
_d_zta _ (+gi@) (L+a+g3(z)
dv 1+ + g3 () |,_, (1+ 2+ g2(x))”

<2 sup

OF
= Iy = T——(x,1,92)
(2,y1,y2)€B,(0)x B, (0,0) Oy

o0

e di conseguenza r =

=0

(¢) Poiche




(144 g3(x))

(@ + g1(2)) (1 + 295(2)g2(x))

dunque |®(z) — (y)| < lz—yl

e quindi ® € una contrazione in [—

2’2

=0
= g1(z) = —x + o(x).
COS (m) 1
3. (a) zp(k) = ———— > x(k) = Vp > 1, perché ||z, — x|, <
s |1—cos | ——+— 0 1
n(k+1)> 2n(k+1
<o =3[P S e
k=0 + k=0 +
R
= 0
3
2”]92:0 (k—|—1)2
n n— ()"
0) 2al) =3 1 1 Zl 1 11 (2k+1)
xn = - = - = 1 =
(2 + INPAR (2 + 1)) 2P+1 11— 5y
1- <2k1-s-1>n o 1
= o = x(k) = 5 Vp > 1, perché ||z, — x|, < |lzn —2f|1 =
1 ( 1 n+1 4
= e 2k+1) 1 — 1 L \" I 1
S| <Y w(mrr) Spmla-
k=0 k=0 k=0
1 1 n—00
S . - )
on+1 1_% on
. X . x
4. arctan (1 + sin (§>> = z: posta ®(z) = arctan (1 + sin <§)>, si ha che
S (Z 1
¢ ({*zvﬁb - [*I,E},einoltre@'(:rﬂ = s (3) NS5
272 272 2(1+ (1+sin(3)")] 2
z —y T

)

™ . . . .
e pertanto, essendo [75, 5} un sottoinsieme chiuso di R, ® ha un unico

s . ™ T . .
punto fisso, cioe esiste un’unico valore = € [—5, 5] che risolve ’equazione

arctan (1 + sin (g)) =d(z) = z.
To=a2>1 ) - 1 .
5. { 2, =11 wn}ﬁ_l : posta ®(z) =1+ il ha che ®([1, +00)) C
1 1
C [1,4+00) e inoltre |®'(x)| = ‘_(55"‘1)2 < 152 > 1, dunque |®(x)—

|z -y
P <z I
W< —;

Va,y € [1,+00); quindi, essendo [1,+00) un sottoin-

sieme chiuso di R, per il teorema delle contrazioni I’equazione x = ®(x) ha
un’unica soluzione in [1,4+00) e la soluzione & data dal limite della succes-
sione x,, = ®(z,—1), per qualunque scelta di zp € [1,400); cid equivale a
dire che il limite della successione di partenza e 'unica soluzione maggiore

1
di 1 dellequazione r =14+ —— <2’ +z=x+1+1< 22 =2, che &

X

+1



proprio V2.
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TEOREMI DELLA FUNZIONE IMPLICITA E DELLA FUNZIONE INVERSA

1 1
1. F(xy,z9,y) = e1%2Y 4 cos (23) - —— — ——.
(z1,72,9) (2) 1tz 14y
(a) F & di classe C* in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0,0) =0 e
OF 1
+-(0,0,0) = z130" ™Y + — =1+ 0, dunque
ay (1 + y) (z1,22,y)=(0,0,0)

per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0 e g € C'(B,((0,0)), B,(0))
tale che F(x1,x2,9(z)) =0 Vz € B.((0,0)).

1
1+.’£1

1
(b) Supponendor, p < 2 si ha che |F(z1,22,0)| = |1 4 cos (w%) -

4 4
T T T r 5
-1 < |1—cos(x§)| + ‘1—1—3:1 < 32-1- 1_% < 5+27“§ ir,dunque
P p
postoT = w—————— = lperavere sup |F(z1,22,0)] <= =—r
5(0,0,0) +€B,(0) 2 2|7
. . _ P or B
¢ sufficiente prendere r = = inoltre, |1 — Ta—(:cl, Zzo,y)| = |1—
Y
1 20yl 3, 5
—T1T0e™t Y — — | < |py@wale® Y 4+ Z— . < — (x7 +25) +
aor| =7 irye <201+
P> +2p

3 3 123
i Zr? 4+12p < Zr 4 12p < =—=p, dunque per avere
(-3 2 2 10

sup
(w1,22,y)€B,((0,0)) X B, (0)

¢ sufficiente prendere

DN | =

OF
1- Tay(mlax%y)‘ §

, e di conseguenza r = —.
123

1 1
L+xr  1+g(x1,20)

e@1229(21,72) 4 oog (a:%) —

P~ 123

=0Vx €

1
1+£C1

0
_ <ng(gj17x2) +I15E285(1}1,12)) 6z1z2g(m1,x2)+
1

(¢) BEssendo e®1#29(¥1:72) 4 cog (23)

€ B,(0,0), allora 0 = e

)
1 +g($1,$2) (z1,22)=(0,0)
1 %(%171'2)

+ %9
(I+21)? (14 g(z1,22))?

(0,0) = 87:“(0’0) =

99
Bxl

(%1,22)=(0,0)

d 1
=-1 1 te 0 = — [ e*1®29(z1,72) 2
, analogamente o (e + cos (‘TQ) 1 o

0
= <$19($1,$2) + 95196285(5517952)) em1729(@1,02)
2

1
1 +g($17$2)) (21,22)=(0,0)
99 (11, 29) Oy Jg

o sin (42 Dxs — 99 0.00= 29 0.0) =
X2 Sl (12) + (1 +g($1,.’1}2))2 ( o0 83’32( ) ) = 8%‘2( » )
xr1,r2)=(Y,



(whw?):(o’o)

0 @ < 21229(21,%2) 4 (0g (23) 1 1 >
=0, — (e ’ x3) — —
daz? 2 1421 1+ g(w,20)

0 2 d
= <($29($17$2)+$1$26’xgl(fﬂ1,952)) +2$287i($1,$2)+

gﬁ, 1 2
+$1I2829(1’1,$2)> eT1T2g(T1,w2) _ 2 dx? (21, 22)(1 + g(z1,22))
Ox ) (1+m2)? (14 g(z1,22))*

2((98:v (xl’xQ)) (1+g($1,$2)) 82 0 0

B (1 + g(ar, 22))! = a2 00) -
2 o (111I2):(0’0)

0%g d 1

—s =4 = z1z2g(T1,22) . 2\ _
= ax% (O, O) ) O dxldxz (6 ~+ cos (1?2) . n o

0
= <<9($175€2) + IzaTi(iEhIQH

1
_]+—g(x1,x2))

9y
+$167x1

99 eroag(r.0) oA (1 + g(21,72))?
+$13328I2($17$2)>) ¢ + (14 g(x1,22))*

(w17w2):(070)
2

0
(w1, 22) + 7172 ) + (5529(5517%2) + wlfﬂzaﬂi(%,xz)) (x19(z1,22)+

g
81‘181‘2

2551 (flv@)aaz (w1, 22)(1 + g(21,22)) d%g
1+ g(z1,29))* - 0x10x9 0,0)=
) o (1,22)=(0,0)
0%g d 1
= 0,0)=0e — z1z29(x1,72) 2\ .
0x10x2 (0,0)=0e dx3 (e +cos (%) 14+

1 dg )2
— — = r19(T1,22) + T1T2— (%1, +
1+g(sc1,:c2)) (21,22)=(0,0) << 19(z1,2) ! 26332( 1 72)
2

0 0 .
+2.T187i(£€1,§62) —+ ml@(’)xg(m’@)) emlfL’Zg(il?lal’Z) — 2sin (zg) —

24 (o1, 2) (14 gln,22))? —2 (22 (o1, 22)) (1 g(ar,22))
(1+g(z1,22))*

—422 cos (asg) +
(5131,5172):(0,0)

82 0%g

= 527(0:0) = 5.7(0,0) = 0= gla1,2) = 9(0,0) +(V9(0.,0), (r1, 22))+

(H, (0 0)(I1~T2) (z1,72))

+ 5 +o(a:f+x§)=1—x1+2:c%+o(xf+

+13).

sinx
2. F(x,y1,y2) = <1og Yo + €Y' — coszx, arctan(y1ya) — W)
1

(a) Fe&diclasse C! in un intorno del punto (0,0, 1), inoltre (0,0, 1) = (0,0)

1
OF ev1 1
e 6—y(0,0, 1) = ( Y2 _ 2ypsinz Zf )

TFy292 N2 Try2y2
vivs - (240i) U192/ | (a0,02)=(0,0,1)

21
= ( } (1) ),éinvertibile (conT = (?,)5(0,0, 1)) = ( (1) jl )),

dunque per il teorema della funzione implicita 3Ir,p >0 e g €
€ C'(B,(0), B,((0,1))) tale che F(x,g1(x),g2(x)) =0 Va € B,.(0).




sin® x

T

1
(b) Supponendor <lep< 2 si ha che ||F(z,0,1)|| = \/(1 —cosz)? +

IN

zt  z? \/r4 72 r 3
— 4+ — + — < — < —r, dunque per avere su F(z,0,1)] <
T S g S g dmaweperavere sup (11,0,

d ¢ sufficiente prendere r = g; inoltre, I, —

pP__ P L P
4 4T — 2T

1— Y2 _ 2yisinz Yy
oF Hyivs  (2442)° 1+y7y2
—T8—($7y17y2) = Y2 2y; sinx eyt 1 — 1 + Y1
Y Hyiy: ' (2442)° y2 " 1+yly3

, dunque

Y2 2yising |1—y2|+y1y2 2\y1|\smx\

1+ y2y3 (2+y%)2 1+ 33 2+ 12)?
2
<|1—yo| +y 4+2|yz||x| Sp+§p +§,p+ip+%:%p,

y»  2psinz | L -yl +ytys
1+ yiys (2+y1)2 T 1+l
|Z/1|| |

2

poiché |1 —

Y1
— 53| <I|nl<p,
C1+yivs

2|y || sin x|
<2+ y3)?
9  p? 77 Y1 |y2—1|
+ P sy <apr Tp+r < oo = 4
g TOPSEPTYPT e = 19P s 1+yiys |ya|

+y1| < 2|ys — 1] + ly1| < 3p, dunque per avere sup Ity —
(z,y1,y2)€B-(0)xB,(0,0)

9
PP+

+3Iy\<p+4

+1—e”| < |1— y2\+y14+

<

<2 sup
(z,y1,92)€B-(0)x B,(0,0)

I, - T%(%yhyz)
-1 , 1

< 5 ¢ sufficiente prendere p = 7 € di conseguenza r = =
(¢) Essendo log(gz(x)) + €9 — cosz = 0 Va € B,.(0), allora 0 =

d g5(x)
_ g1(z) — 4 g1(z) 4 J2\)
= dz’ (log(QQ (CL‘)) + e COS ﬂ:) ‘IZO (gl (,T)e + 9o (I)

+sinz)|,_o = ¢1(0) + g5(0) = ¢1(0) = —g5(0); analogamente, essendo
sin _ 1(@)g1(x) + g2(x)g5(x)
=0 1+ g (2)g3(2)

1 , 1
——-=00)=-=
- D) 91(0) 9

+o(z) e go(x) =1— 3 + o(x).

oF
T—
ay (x7y17y2)

oo

+

0= %arctan(gl( )go(x)) +

__cosw 2sin zgq () g} ()
2+ gi(x) | (2+gi(x))
= g5(0) = 5= gi(x) =

z
2
3. Sia F : R — R definita da F(y) = y* +y + coshy.
(a) F & di classe C' in un intorno dell’origine con F(0) = 1, inoltre
F'(0) = 2y + 1+
+sinhy|,_, =1 0, dunque per il teorema della funzione inversa
Jr,p>0ege CY(B.(1),B,(0)) tale che F(g(u)) = u Vu € B,(1).

1
(b) Supponendo p <1, posto T = F1(0) = 1sihache |l —TF'(y)| = |-2y|+
+ [sinhy| < 2|y| + |sinhy| < 5]y| < 5p, dunque affinché sup |1—
y€B,.(0)
—TF'(y)| =5p < 1 ¢ sufficiente prendere p = L er=-2_-P2_
=2 10 9T ~ 2



20
(c) Essendo F(g(u)) = uVu € B,(1), alloral = %F(g(u)) = F'(g(u))g'(u)
2
Vu € B.(1) = ¢'(1) = F’l(O) =1le analogamenteF(/)/— j—F(g(u)) =
= Pl (@7 + F(g(u)g” () = o' (1) = DS g percn
F"(0) = 2+ coshyl,_y = 3, dunque g(u) = g(1) + ¢'(1)(u — 1)+
92(1)<u—1)2+o((u—1)2):(u—1)—g(u_1 +o((u—1)?).

4. F(x,y) = (\/1 + a2 — eretany gy 43 +y2).

(a) F &diclasse C' in un intorno dell’origine con F(0,0) = (0,0), inoltre

T N earctany i
_OF_ (0,0) = ( Vita? T+y? ) = ( (1) 01 >éin_
(z,y)=(0,0)

A(z,y) 14322 2y
OF -
vertibile (con T = (M(O,O)> = ( —01 (1) )), dunque per il
teorema della funzione inversa 3r, p > 0 e g € C*(B,.((0,0)), B,((0,0)))
tale che F'(g(u,v)) = (u,v) Y(u,v) € B-((0,0)).

OF —3z2 -2
(b) Supponendo p < 1, sihachely — T——(0,0) = . 1 ear?ﬁany ,
8($,y) N - T+y2
x
dunque oiché—3x2<32<3,—2 <2,’ <2zl <2
que p | | <3p° < 3p, | y\,pm 7| < 2p
earctamy y2 |1 _ earctany| N
1— < 1— arctany < 2_|_
N TR e Trp SY o Rmelse
OF
+3|y| < 4p, dunque per avere sup ]IQ - T(a:,y)H <
(z,y)EB,( 8(1:, y)
<2 sup H]Ig — H — ¢ sufficiente prendere

(z,y)€B,((0,0))

= di < .
14 16 € dl conseguenza r = 64 4||T||oo ~ 2||TH

(¢) Essendo F(g(u,v)) = (u,v) V(u,v) € By(
1) ) 0.0)=

oF dg 1
m(g(%”))m( )0) 0

T (4, )
+<<5‘gl( agl >,(u,v)>+o( u2+v)*v+0(\/u2+02)

allora

0

e analogamente gg(u v)=—-u+o (m)

2 ey

5. F(x,y) = (arctanx—f— % —Incosy,y + —— T + cosh (:1: +y ))

(a) F &diclasse C' in un intorno dell’origine con F(0,0) = (0,2), inoltre



ye™V Gmy(1+y2)—2746xy

1+y?

Lo, o OF - 10
= ( 0 1 > ¢ invertibile (con T' = (8y (0, 0)) = ( 0 1 >), dunque

per il teorema della funzione inversa 3r, p > 0 e g € C'(B,.((0,0)), B,((0,0)))
tale che F(g(u,v)) = (u,v) V(u,v) € B.((0,0)).

OF (0,0) = ( 71+1w2 +x tany

OF
Supponendo p < 1, si ha che [ — T——— =
) O(z,y)
1-—- 52 — 7 - tan% .
= zy ze™V (14+y*)—2ye™? . ;
ijQ (2% + y?) ey 2y sinh (22 + y?)
2

dunque poiché |1

—w‘””‘ﬂﬂz*$'<f2+'x'<fﬂ+p<

< 2p, | — tany| < 2Jy| < 2p, ’— — 2z sinh (2 +y2)‘ < [yle™+

ye*?

1+ y2
+2|z|sinh (z® + y?) < 3ly| + 6]z (z° + y?) <3p+6p° <6pe
re®Y (1 + y2) — 2ye™Y

—2ysinh (2% 4 y®)| < |z]e®™ + 2ly|e™+

1+
+2|y| sinh (x +y ) < 3|z| + 6|y| —|— 6|y| (J:2 + y2) < 9p + 6p> < 15p, dunque
OF
per avere sup H (x,y)H <2l —T——(x,y H
(2,y)€B,((0,0)) d(z,y)
1 1
< 3 e sufficiente prendere p = 30 , e di conseguenza r = 120 = 4”;”00 <
<2
27|

Essendo F(g(u,v)) = (u,v) Y(u,v) € OBT((O,Q)), allora
1

dg (1 dg _
a( )( 9(u,0) 5y (W) = ( 0 ) = o) 2=

1? ! &?
< ) —((1) ?),inoltreo—duQu

(arctan(91 (u,v)) + 91 (;,v)

(u,v)=(0,2)

— Incos(ga(u,v)) =
(u,v)=(0,2)

EEE

_ %2521 (u,0) (1 +gi(u,0) 2g1(u,v) (aﬁ(uﬂ’)) s v)azgl
(1 +g%<u7v>>2 (1+ g2 (u,v))° n

892 U, v ’ 2
0%g

(u,v)=(0,2)
2

d
(0,2) = —1, analogamente 0 = u =

-(0,2)
dudv (1,0)=(0,2)

_82 Ou?
2

2
= (arctan(gl (u,v)) + gi(wv) In cos(ga (u, v)))
dudv 2 (1,0)=(0,2)

2
T (u,0) (14 g3(u,v) 291 (u,v) % (
(1+ g%(“a U))Q (1+ g% u,v)

+ 2z sinh (x2 + y2) 1+ “TQ)Q + 2y sinh (952 + y2) )

(z,y)=(0,0



agl agl %(U, ’U)%(U, U)
*ou (u,v) v (u,0) cos?(ga(u,v))

3291 a2g1 d2
Oudv 0,2) Ou? (0,2)=0e0 a2

P92 (u,v)
Oudv "’

2

+ tan(gz(u, v))

(u,v)=(0,2)

arctan(g; (u,v))+

= 5
(u,0)=(0,2) dv?

_ 385121 (u,v) (14 gi(u,v)) 3
(w)=(02) (1+ g3 (u,v))”
2g1(u, v) (%(“’“))2 g1 991 2
- + U, v u,v) + | =—(u,v +
i e EE e+ ()

2
(%2 (u.v) . )
v ’ 0 g2 - 1o} g1
costlga(u,uy) T o0 g () = Gz 02+

+%’U) — In cos(ga(u, U)))

(u,'u):(O,2)
g _ _ g1 g1
ou2 (032) =-1= gl(u,v) - 91(072) + << u (032)7 v (072)) ’ (U,’U - 2)> +

2’91 2’g1

Ou? oyo — _

S G (u,v —2), (u,v —2) ,
Oudv Ov? ui_

+0(u2+02):u— B

+1=
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1. f(z,y)=2—y E={(z,y)e€R?|22-242=1,0<2z<3}.

Es

B.21
-

-

Notiamo che E = {(z,y) € R? | g(z,y) =0, 0 < z < 3} dove g(z,y) = 22 —2y%— 1. Per
il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti di massimo/minimo di f nell'insieme

{g = 0} sono soluzioni del sistema { qV(]: T))\Vg . Vf(z,y) = (1,-1) e Vg(z,y) =
9(z.y) =
1 =2A%
(2x, —4y) quindi il sistema diventa -1 = -4y
2 -2y%2 =1
Dalle prime due equazioni ricaviamo A = % = ﬁ da cui z = 2y. Sostituendo nell'ultima
equazione troviamo che 4y? —2y2 =1 = 292 = 1 = y = ﬂ:% ex =2y =+V2 Le

o : 5 1 1
soluzioni del sistema sono quindi (v/2, %) e (—\/_ —"ﬁ)‘ I1 punto (—\/5, 'ﬁ) non
& un punto di E quindi 'unico punto critico vincolato di f su E & (v/2, 713) Oltre a

questo punto vanno considerati anche gli estremi di E cioe i punti di (3,2) e (3,—2).
Dunque i possibili punti di massimo/minimo per f su E sono (V2, %), (3,2) e (3,-2).

_ 1
Dedly. s = 3.-2)=5 5> mi =t ax f =t
f(V2, ﬁ) = 75 f(3,2) =1e f(3,—-2) = 5. Dunque ngnf 75 e mijxf 5.

2. f(z,y,2)=2x+3y+62 E={(z,y,2) eR?|a?+y?+22=1}




Sia g(z,y, 2) = %2 +y?+ 2% — 1. Siccome E = {g = 0} i punti di massimo/minimo per f

. . Vf=AVyg
su F sono tra le soluzioni del sistema . Dato che Vf(x,y,2) = (2,3,6
2 =2\x
3=2\y

e Vy(z,y,2) = (2x,2y,22) il sistema diventa 6= 20z

22 22 =1

Dalle prime due equazioni si ricava che \ = % = % cioe x = %y Dalla seconda e dalla
terza equazione troviamo invece che 2\ = % = g da cui z = 2y. Sostituendo le due

relazioni trovate nell’ultima equazione ricaviamo che $y* 4+ y* + 4y? = 1 = 9% =

l=y= :i:%, T = %y = j:% ez =2y = :l:g. Le soluzioni del sistema sono i punti
(%7%7?) € (_%7_%7_9)' f(77%7%) =Te f(_%v_%a_g) = -7 qUIndl mg'xf =Te

mblnf =-T.

. Sia P la parabola di equazione y = z? — 1.

I punti di P che distano meno dall’origine sono i punti di minimo su P della funzione
f(x,y) = 22 + y%. Studiamo dunque f su P. Dato che P = {g = 0} dove g(z,y) =
y — 2 +1 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti critici vincolati di f sono

% = /\% 2r = —2)\x
tra le soluzioni del sistema 8—5 = a—g cioe ¢ 2y =M\

g(;];’y):() y—$2+120
Dalla prima equazione otteniamo che 2z(1+A) =0dacuiz =00 A= —1. Sex =0
dall’ultima equazione si ricava che y = 1 metre se A = —1 dalla seconda equazione si
ottiene y = —% e sostituendo nella terza x = i%. Le soluzioni del sistema sono dunque
(0,1) e (i%,—%). Dato che f(0,1) =1 e f(+—5,—3) = § possiamo dire che i punti

di P che distano meno dall’origine sono (%, —3)e (f%, -3).

. E:{(m,y)GRQ:x+2y22,x2+4y2§4} f(z,y,2) = ™.

'~
)

E ¢ lintersezione tra lellisse 22 + 4y% < 4 e il semipiano = + 2y > 2. I punti di
massimo/minimo di f su E possono trovarsi o all’interno di E oppure sul bordo di
E. I punti di massimo/minimo interni ad F sono punti stazionari di f cioé punti in

: — — Y XY — yemy:
cui Vf = 0. Vf(x,y) = (ye™,ze™) = (0,0) < { et — ()

L’unica soluzione



di questo sistema ¢ il punto (0,0) che perd non ¢ un punto di E (non soddisfa la
condizione x + 2y > 2 ) quindi non ci sono punti critici interni ad E. Cerchiamo ora i
massimi/minimi di f su OF. OF = EyUFE, dove By = {(z,y) | 22 +4y® = 4,2 +2y > 2}
¢ la porzione dell’ellisse 2% + 4y? = 4 contenuta nel semipiano x + 2y > 2 mentre
Ey = {(z,y) | z + 2y = 2,22 + 4y? < 4} ¢ la porzione della retta x + 2y = 2 contenuta
all’interno dell’ellisse 2 + 4y? < 4.

0 \\\
LS
\\
[LES 5 \\‘
02 \\.
\I
035 10 1'5 an
yeV = 2)\x
I punti critici di f su F; sono soluzioni in E del sistema ¢ ze®™ = 8y
2?2 +4y? =4

Se z = 0 dalla prima equazione toviamo y = 0 ma il punto (0,0) non soddisfa I'ultima
equazione quindi in questo caso il sistema non ha soluzione. Analogamente se y = 0
dalla seconda equazione ricaviamo x = 0 il che come prima non & possibile. Se x,y # 0

dalle prime due equazione troviamo che Ae™*¥ = 2L = & da cui 22 = 492, Sostituendo
nell’'ultima equazione si trova 8y? =4 = y = :I:% e x = £1/2. Le soluzioni del sistema

sono dunque i punti (v/2, i%) e (—V2, i%) Tra questi solo (v/2, %) ¢ un punto di
FE.

ye' =\

I punti critici di f su E5 sono soluzioni in E del sistema ze® = 2)\ . Dalle prime
r+2y=2

due equazioni troviamo x = 2y quindi dalla terza 4y = 2 = y = % e x = 1. L’unica

soluzione del sistema & quindi (1, ).

. . . . . N . . . .132 —|— 4y2 = 4
Infine dobbiamo considerare i punti di E1 N Es cioe le soluzioni di T2y =2
T =2-2 z=2-2 z=2-2 e
{(229)2+4y2_4 :{8y28y—0 j{y(yl)—o = y=1oy=0.Se

y = 1 troviamo x = 0 mentre se y = 0 troviamo x = 2. Le soluzioni dell’ultimo sistema
sono dunque (0,1) e (2,0). Riassumendo i possibili punti di massimo/minimo di f su
E sono i punti (0,1), (2,0), (v/2, %) e (1, %)

f(0,1) = f(2,0) = 1, f(\/i%) =eced f(l,%) = e2 pertanto mgxf = e mentre

mElnle.

5. E={(z,y) eR*: 2%y >1,2>0,y<1} f(z,y) =z +y°

20F

05k

o5l

“10fF

Osserviamo per prima cosa che f non € superiormente limitata. Infatti V n > 1 si ha
n—oo

che (n,1) € E quindi sup f > f(n,1) =n+1 — 400 = sup f = +o0.
E E



Notiamo inoltre che f & inferiormente limitata ( in quanto f > 0 su E') e che se (z,, yn) €
E & una successione di punti di E per cui ||(zy,y,)|| — +oc allora necessariamente
Xy — 00 e quindi f(zn,Yn) > Tn "% +00. Dunque f & una funzione coerciva su F
che ¢ un insieme chiuso e quindi deve avere un minimo.

Dato che Vf = (1,2y) # (0,0) tale minimo non pud essere raggiunto all’interno di E.
Cerchiamo dunque i punti di minimo per f su OE. OFE = E1UE; dove E7 = {(z,y) |y =
Lz >1} ed By = {(z,y) | g(z,y) = 0,2 > 0y < 1} con g(z,y) = 2%y — 1.

Se x > 1 flg, (z,y) = f(z,1) = £ + 1 ha un minimo in z = 1 dunque ming, f = 2.

1=2\xy
I punti di minimo per f su FEs sono soluzioni del sistema 2y = Az? Dall’ ultima
2?2y =1
equazione ricaviamo che x,y # 0 quindi dalle prime due equazioni ricaviamo A = ﬁ =
i—é’ = x = 4y%. Sostituendo nell’ultima equazione troviamo 16y°> = 1 = y = %

e quindi = v/4. L'unica soluzione in E del sistema & il punto (v/4, \?) Dato che
5 55
f(/4, %) = 4+ % = 2/4 < 2 possiamo dire che mEinf = Eﬂ

CE={(z,y,2) eR®: 0 +y* <220<2< 1} flz,y,2) =2 +ay.

-10

f & una fuzione continua su E che & un insieme compatto quindi sup f = max f e
E E
i%ff = min f. Studiamo quindi f su E.
E

Vf=(y,z,32%) = (0,0,0) <= (z,9,2) = (0,0,0). L’origine non & perd un punto dell’
interno di E quindi non ci sono punti critici di f nell’interno di E.

OF = E; U Ey U {(0,0,0)} dove By = {(z,9,2)|22 +y?> < 22,0 < 2 < 1} ed By =
{(z,y,1) | 2 +y*> < 1}. Se g(x,y,2) = 2% + y? — 22 i punti critici di f su E; sono

y=2\z

- . Vf=AVg .. T =2y
soluzioni del sistema { =0 ClOC 3.2 _ 9y,
22 4 y? = 22

Se z = 0 allora dalla prima equazione troviamo che y = 0 e dalla quarta che z = 0.

Se z # 0 allora anche y # 0 (dalla seconda equazione ) quindi 2\ = £ = % = % =y?

1=2x A=3
ciot x =y ox = —y. Se x = y il sistema diventa { 322 =-2\z ={ 322+2=0
222 = 22 222 = 22
dato che x # 0 non si pud avere z = 0 quindi dalla seconda equaione troviamo z = f%
il che non ¢ possibile in E quindi in questo caso il sistema non ha soluzione. Se x = —y
1=-2\ A=—1
toviamo 322=-2\z =1 322 -2=0 dalla seconda equazione si ricava z = % e
222 = 22 222 = 22
dalla terza x = :&:ﬁ. Le soluzioni del sistema sono dunque (0,0,0) e (iﬁ, :Fﬁ’ %)

Vediamo infine cosa succede su Es. f(z,y,1) = 1 + xy quindi studiare f su Fy &



equivalente a studiare la funzione h(x,y) = 1 + 2y nel disco unitario 22 + y? < 1.
Vh = (y,z) = (0,0) & (x,y) = 0 quindi 'unico punto critico di h all’interno del disco
¢ (0,0).

y = 2)\x
I punti critici di A sul bordo del disco sono soluzioni del sistema < = = 2\y Se
.’L'2 + y2 =1

x = 0 dalla prima equazione troviamo y = 0 il che non & possibile per I'ultima equazione.
Analogamente non si puo avere y = 0. Se x,y # 0 allora dalle prime due equazioni tro-
viamo 22 = y? quindi dall’'ultima equazione x = :I:%

I punti critici di f su E3 sono quindi (0,0,1), (\f’ =+ \1[ 1) e (- f’ =+ \1[ 1). Rias-
sumendo i possibili punti di massimo/minimo per f su E sono (0,0, 0), (& f’ :Fgf, 3)

(05071)7(%7:‘:%71) € ( \/’7:|: ! 1)

f(0,0,0) :07 f(iﬁa:':z,ﬂ/ia [1;) 5i47f(03071) - 17f(%3%71) = f(7%37%71) =

3 1
3 I - f(—L L — == - _
2’f(\/§’ \/571) f( \/5’\/571) Pertantos%pf mgx 2elnff mElnf e
Notiamo infine che infg f € un minimo perché ¢ assunto nel punto (3\[, — \1[ :1,)) €
E mentre supg f non € un massimo perche ¢ assunto solo nei punti (7 % 1) e

(—%, —%, 1) che non sono punti di E.

. E ¢ la porzione dell’ellissoide con semiassi di lunghezze a, b, c contenuta nell regione
2,Y,2 > 0.

2 4

Consideriamo un punto p = (x,y, z) dell’ellissoide E e cerchiamo ’equazione del piano
2

tangente in p ad E. Consideriamo la funzione g(x,y, z) = ‘2—; + &+ i—j — 1. Si osserva

che Vellissoide considerato ¢ la superfice di livello per g(x,y, z) = 0. Dato che il vettore

Vyg(z,y,x) & il vettore ortogonale ad E in p, I’equazione del piano tangente ad E in p &
<Vyg(x,y,2),(X —2,Y —y, Z — z) >= 0 (nelle coordinate (X,Y,7) ) cioe

2z
2 (X—x)—i——(Y—y)—i——cz(Z—z):O
che possiamo riscrivere come:

2 2
2x+ Ay g szf2(x +y—+z—)70@ 2X
a a

2 2Y+ Zz-=1

b

Il piano cosi ottenuto intercetta gli assi coordinati nei punti (‘3—2,0,0), (0,%,0) e
a?b?c? i

(6zyz)*
a?b%c?

(6292) sull’insieme E. Cerchiamo i punti di F in cui

Studiamo

(0,0,%). Il tetraedro cosi ottenuto avra volume Vol(z,y,z) =

dunque la funzione f(z,y,z) =
Vi(z,y,z) = AVg(z,y, 2);




2;2 2 272 2 2
—a“bc” _ 2z —a“b’c” _ 2z
r2yz )\aQ Tzyz A a?
—a?b?c® )\2711 —a?b3c? )\2y2
x%ﬂz 2 X xzyz 7 b2
—a’b3c? _ )\27z —a’b3c? _ )\222
zyz?2 T T c? Tyz - e?
2 2 2 2
xT Yy z5 xT Yy A
atiEtaz=1 atetae=1
. . . . . 2 2 2
Dalle prime tre equazioni otteniamo la relazione: %3 = 4% = % edato che z,y, z,a,b,¢c >
0, £ = ¥ = 2. Sostituendo nell’equazione del vincolo otteniamo

S R
BB

A queste coordinate corrisponde il volume del tetraedro V = éabc.
Questo ¢ un punto di minimo essendo la funzione illimitata per (x,,yn,2,) € E t.c.
TnYnzn — 0

2
8. F(x,y) = <cosa:cosy + zlog (y) ,exy).
T

(a) F & una funzione di classe C! in un intorno del punto (0, 3) e agfy) 0,%) =
fsinxcoserlog(%y) fcoszsiny+% 0 -1 N
ye*y xe®Y - 5 0 ¢ una
(wfy):(ovg 2

matrice invertibile quinidi per il teorema della funzione inversa F' & invertibile

in un intorno di (0, 7).

1 2
(b) Sia T = (% (0, g)) = < _01 L Sappiamo che F' ¢ invertibile in un in-
. . oF 1 ,
torno di centro (0, 5) e raggio p dove sup ||[[d—T 77— < secheg=F
B,(0,%) O(z,y) 2
¢ definita in un intorno di centro F(0%) = (0,1) e raggio r < 4“:,’3“00 = £.
Id—Ta(aF (10N (0 2 —sinz cosy + log (2y) —coswsiny + %
z,y) 0 1 -1 0 ye* xe™

— 1- %yezy f%xemy

~ \ —sinzcosy + log (2y) 1 —cosasiny + %

Supponendo che p < % abbiamo

1= 2ye™| < 1-2y[+|2y—2ye™| = Z|y—F |+ 2lyl|1-e™| < [y—F|+|yl[1—e¥| <

p+2]1—e™| < p+6layl < p+12p=13p

| — 2ze™| < |z[e™ < 3p

|—sinxcosy—|2—10g (2y)| < |sini:||cosw|—|—|log (;y) | <lz|+|log (14 2y —1)|

ptllog(L+2(y—5) | <p+zly—3l<p+1p<3p

|l —cosasiny + 7| < |1—cosxsiny|+% < |1—cosx|+|cosx—cosxsiny|+‘%‘ <
2

12—2 + | cosz|[1 —siny| 4 2|z| < & —&-2|1 —siny|+2p < 2p+ |1 —sin(y — § + 3)|
_T 2

Sptll—cos(y—3) < 3p+ U2 <5p4 2 <3p.

IN

IN

oF OF 1
Dunque sup ‘Id—T ” <2 sup || Id-—T H <26p< =-sep<
B,(0,%) 8(x,y) B,(0,%) 8(x7y) 00 2
1 2 2
E.
F -t 2
(¢) Sappiamo che 8(3!,}1)) (0,1) = <8(éjc,y) (0, g)) ( _01 3 ) quindi lo sviluppo

di Taylor di g attorno al punto (0,1) &

g(u,v) = ( g1(u, v) ) _ ( 2(v—1)+ o(y/u? + (v —1)2) >

g2(u, v) T —u++o(y/u? + (v—1)2)
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MASSIMI E MINIMI VINCOLATI, CURVE

~(t) = (6_3' cos(4t), e 3t sin(4t)) t € [0, +0c).

¥ (t) = (—3e% cos(4t) — 4e* sin(4t), —3e 3t sin(4t) + 4e73¢ cos(4t))

|7 () = 9¢ % cos?(4t) + 16e 5t sin?(4t) + 24e 5 cos(4t)sin(4t) + 9e 5 sin?(4t) +
+16e % cos?(4t) — 24e~% cos(4t)sin(4t) = 9e~% + 1675 = 25¢7 0.

| ¥ (t)| = 5e™" # 0¥ t quindi 4 & una curva regolare.

Per definizione la lunghezza di 4 ¢ data da

!?(7)=/ | ¥ (t)|dt=/ Se dt=——e | =
0 0

w| e
w| o

0

~(t) = (cos(t).2sin(t)) t € [0, 7].

¥ (t) = (—sin(t),2cos(t)) = |7 (t)| = \/si112(t) +4cos?(t) = 1+3 cos?(t) #0 V t
quindi v ¢ una curva regolare.
Se f(x,y) = V1 + 322 allora per definizione abbiamo che

/.f(:r,y)dl.’z/.f(')f(t)) | ¥ (t)ldz‘:/ V1+ 3cos?(t) | 3 (t)|=/ (14 3cos®(t)) dt =

T T cos(2t) + 1 3 [ sin2t
=1r+3/cosz(t)dt=7r+3/ Mdt=7‘-+_(gm
Jo 0 K 2 2

m™ 5
3 5
+7r> =7r+§1r=—7r.




3. Sia v la curva ottenuta intersecando il cilindro con base ellittica 22 + 2y* = 1 e il piano
y+z=0.

Una parametrizzazione di v & y(t) = ( cos(t), %, fSiil/(Qf)> con ¢t € [0, 2m].
)

(a) ¥ (t) = (fsin(t), o)~ > 9 ()] = \/Sin2(t) + L cos?(t) + L cos?(t) = 1.

2m 2w
Dunque v & una curva regolare e () = / |7 ()] dt = / 1dt =2m.
0 0

1 .
lyl /% 1 L 5| sin(t)|
b Yz + —————— dl = ——cos(t)sin“(t) +
( )[/ Y 222 4+ y? 4 222 0 2 (1) sin”(?) 2cos2(t) + % sin®(t )—l—sin2( )
27 27 : 27
2 t 2
_ _7Sin3(t) +/ |fSlD( )| g — / |\/>Sln2 t—2f/ sin(t 2
6 0 o 4cos2(t) + 3sin?(t) o 3+ cos?( 3 + cos?(
_2V2 [T sin(t) it = 6 [ 1 \/»/\f _
3 0 1+ cos(t) 3 1 1+52
75 v
1
2 V3 2 2
=3 6arctan s _; = $ (%4—%) = §\/67r
3

4. Una parametrizzazione dell’arco di parabola in questione & «(t) = (t, %) te[-1,1].

Y () = (1,t) = | 7 (t)] = V1 + 2 quindi

1 arcsinh1
/ v ()| dt /\/1+t2dtf2/ V1+2dt / \/1+sinh?(t) cosh(t

arcsinhi

Cosh2 1 dt = 1 +t

arcsinhi arcsinhi 2t 4 =2t 4 9 o2t _ =2t
dt =2
0 0

1 L _ i -
— -erarcsinh1 _ 2 —2arcsinhi | o

4 4
A questo punto ricordiamo che t = sinh s = e*—e™° = 2t = €2 —1 = 2te® = > —2te’—

1=0=¢e"=t+V1+t?2=s=1log(t+ v1+t2) quindi arcsinh ¢ = log(t + V1 + ¢2).
In particolare arcsinhl = log(1 + v/2) dunque

1 210014v2) _ 1 _—210511v2) (1+v2)? 1
== - log(14+v/2) = - log(1+v/2
()= ge 1€ +log(1+V2) 7 4(1+\/§)2+ og(1+v2)



_342V2
4 4(3 +2v2)

5. E={(2,9,2) €R*:2>0,y>0,2>0,2+y+2z< 1} flz,y,2) = zy?25.
E &1l tetraedro in R? di vertici (0, 0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

3+2v2 3-2V2
4 4

+log(1+V?2) = +log(14+v2) = vV2-+log(1+v2)

A

I possibili punti di massimo/minimo di f su E o sono interni ad F e quindi punti in cui
Vf = 0 oppure si trovano su 0E. Vf(z,y) = (y*23,2zy23, 32y?2?) si annulla solo in
punti di OF quindi non ci sono punti critici interni ad E. Cerchiamo ora i massimi e i
minimi su 0F. OF ¢ 'unione delle quattro facce del tetraedro. Su tre delle quatto facce
f & identicamente nulla pertanto dobbiamo studiare f solo sulla faccia {z +y + z =
Y223 =\

2ryzd =
3ry?z? =\
r+y+z=1
Dalle prime due equazioni si ottiene che y?z3 = 2zy2® = y23(y — 22) = 0. Dato che
x,y,z > 0 abbiamo y = 2z. In modo analogo dalla seconda e dalla terza equazione si
trova 2yz2(2z —3y) = 0 = z = 3y = 3. Sostituendo le due relazioni trovate nell'ultima

equazione troviamo che z 4+ 2z 4+ 3z =1 cioe 6z =1 = = = %,y = % ez = % L’unica

1,z,y,z > 0}. T punti critici di f su questa faccia sono soluzioni di

soluzione del sistema ¢ il punto (%, %, %) Dato che f(%, %, %) = é e che f ¢ nulla sulle
1
1 f: i S inf=0.
altre tre facce abbiamo max f 137 © Mmin f=0
2
_ 3.,2 .2 oyt +1
6. E={(z,y,2) eR>:2? + 4> <1}  f(z,y,2) = T2 2

1 n—o0
Per prima cosa notiamo che Vn € N (0,0,n) € E e f(0,0,n) = Tz 0. Dato
n

che f(x,y,z) > 0 ne concludiamo che i%f f =0 e che questo inf non & un minimo.

n—oo

Inoltre notiamo che se (Tn, Yn,2n) € E € ||(Tn, Yn, 2n)|| — oo allora |z,| — oo e

n—oo

|Zn]s |yn] < 1 quindi 0 < f(2,yn, 2n) < ol 0. Questo ci permette di dire che f ha

n
un massimo in E. Cerchiamo dunque il massimo di f su E.



2z(1 + y? 2 2z(1 4 32

Vi(z.9,2) = (_ (1 +(x2 +yz2))2’ 1+ x2y+ 22 (1 +(:r2 +yzg)2> =0,0,0) &= (2,2
= (0,0,0) quindi (0,0,0) & l'unico punto critico di f interno ad FE.

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti critici vincolati di f su OF sono
soluzioni del sistema

20(14y%) _
T = 2 \x z=0 .
s = 2\y ~22U4y) — o)y
) = L Dalla terza equazione ricaviamo che
~Tirerra =0 Tz = 2
4y =1 +y =1
y = 0 oppure A = H-% Se y = 0 allora x = +1. Se invece A = H% allora sos-
2 2
tituendo nella seconda equazione troviamo 72&(_;?)2) = 13“;02 = —x(ll_;%) =1 =

—z(1+y*)=2(1+2%) = 2(2?°+y*+2)=0=3x=0=2=0ecy = +1. Le

soluzioni del sistema sono dunque i punti (£1,0,0) e (0,+£1,0).

f(£1,0,0) = %, £(0,£1,0) =2 e f(0,0,0) = 1 quindi sup f = m}%xf =2 ed ¢ assunto
E

nei punti (0, £1,0).

7. A meno di rotazioni possiamo supporre che il cilindro abbia asse di simmetria parallelo
all” asse z.

Dato che il cilindro e inscritto nella sfera unitaria se chiamiamo x il raggio e y ’altezza
del cilindro abbiamo che z? + (%)2 = 1. Il volume del cilindro & wz2y. Dobbiamo quindi
massimizzare la funzione f(z,y) = ma?y nell'insieme {(z,y) € R? : 2% + % =1} (si
noti che l'insieme & compatto e che f & continua quindi esiste sicuramente almeno un

punto di massimo). Se g(z,y) = 2+ % —1 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange

i punti di massimo per f su FE si ottengono come soluzioni del sistema { gv(fc z))\_vg
2y = 2 x
cioe { mx? =AY
2 > _
4+ % =1

Dalla prima equazione ricaviamo che 2z(ry —A) =0dacuiiza =00 A=my. Sexz =0
allora y = 42 mentre se A = 7y nella seconda equazione otteniamo 2x2 = y? quindi

sostituendo nel vincolo z2 + %xz =1= %xz =l=z= :I:\/g ey = :I:%. Le soluzioni
del sistema sono dunque i punti (0, £2), ( %,i%), (— %,i%). Dato che il raggio

e Daltezza non possono essere negativi gli unici punti che ci interessano sono (0,2) e

(V3. %) 10,2) =0 f(,/2 2

%, 75) = —3\4/57 quindi il cilindro di volume massimo &
. . 2 2
quello di raggio \/; e altezza 7

8. E={(z,y,2) eR*:2?+¢y* - 22 =0,2>0} f(z,y,2) =2"+y"' — =2



Notiamo Vn € N si ha che (n,0,n) € E & una successione di punti di E tali che

f(n,0,n) = n? —n "3 +oo quindi sup f = +oo. Inoltre in E f(x,y,2) = 2% —
E

Vv ryt—z2=22—-24+13%w%—-1) > 22 — 2 — 1 quindi se (2, yn.2,) € E & tale che
(@0 Yy 20) || == 400 allora |z,| == 400 e quindi f(@n, Yn, 2n) > 22 — 2, +1 =3
+00. Dunque f & una funzione coerciva in E e dunque ha un minimo in E. Se
g(z,y, 2) = 2% +y? — 22 per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange i punti di minimo
di f su E diversi da (0,0,0) (punto in cui Vg = 0) sono tra le soluzioni del sistema

2x = 2\x 2z2(1—X) =0
{ Vf=AVyg N 493 = 2y N 2y(2y% —\) =0
g=20 —1==-2X\z —1=-2\z
22 4 y? = 2 22 4 y? = 22
Dalla prima equazione ricaviamo x =0 o A = 1.
2y(2y* = \)
Se x = 0 allora il sistema diventa ¢ —1 = —2Az dalle ultime due equazioni ricaviamo
y? = 22

che y = +2z # 0 quindi dalla prima che A = 2y?> = \. La seconda equazione diventa

quindi 1 = 4%z = 2z = ﬁ. L’ultima equazione dice quindi che y? = @ = b =
%:y:i%ﬂez:ﬁ:%ﬂ.
2y(2y* -~ 1) =0 2y(2y* —1) =0
Se A = 1 allora abbiamo 1=2z = z= % Dalla prima
2?4 g2 = 22 x2+y2:%
equazione troviamo y = 0 o y = i\%. Nel primo caso dall’ultima equazione abbi-
amo z2 = i = = j:% mentre nel secondo caso z2 + % = i = 22 = f% il che non e
possibile.
I possibili punti di minimo per f su E sono quindi (:I:%7 0, %), (0, :I:_%l, %4) e (0,0,0).
f(:t%aoa%) = _%a f(ovi%\/zaii%/l) = 4{13/1 - % = _4?3/1 € f(0,0,0) =0 dunque
11

3
inf f = mi =———ede¢ t i ti +5-,5=).
iny f rnblnf 173 ed & assunto nei punti (0, £ )

. Stano f(z,y) = |(z,y)lli = 2* +y* e g(z,y) = ||(z,y)lI3 -1 = 2> + y* — 1. Noti-

amo che max z,Y)|[]la = a/max f e min z,Y)|l4 = 4/ min f. Calcoliamo
e 19l = g/ pmag Fre i Mool = of iy,
dunque {max} fe {min} f. Per il principio dei molitiplicatori di Lagrange i punti di
g=0 g=0
massimo /minimo per f su {g = 0} sono soluzioni del sistema { gvig AVY cioe
4a3 = 2w (222 —=X\) =0
4 =2y =< y2y*—-N)=0
x2+y2:1 x2+y2:1

Se z = 0 allora y = 1. Se y = 0 allora x = +1. Se x,y # 0 allora A = 22% = 2y? cio¢
2% = y? quindi sostituendo nell’'ultima equazione troviamo = = :I:% ey = j:%

Le soluzioni del sistema sono dunque i punti (£1,0), (0,£1) e (i%, i%)



1
+1,0)= f(0,£1) =1 +L +1y=-19g =1 i = = da cui si
f(£1,0) = f(0,+£1) e f( 73 ﬁ) 3 unque{mgéf e{mgn}f 3 acrlbl

ax x, = 4/ max f=1e min z, = 4/ min f=——.
i 10l = g e 1 e 19 = o B0 T =
Cerchiamo ora le costanti ottimali «, 8 tali che of|(z,y)||2 < [|[(z,9)|l4 < B||(z,v)||2-
Notiamo che af/(z,y)|l2 < ||(z,y)||aV (z,y) = a < m)in ) [(x,y)||s. D’altra parte

ricava che

(o.0) I (z)ll2=
T,y . .
vV (z, 0,0) ||—=—||4 > min x, = ||(z, min x, < ||(x,
@) 2 00 0 > min @l = el min_ )l < [l
quindi siccome « ¢ la costante ottimale si deve avere o > " Hl)lﬁl |[(x,y)]l4a. Dunque
z,y)|l2=1
1
a = min z,Y)||l4 = —=. In modo analogo 8 = max z,y)|ls = 1.
o 159 = 25 80P = i 159l
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lim +/n2 = +oo, quindi z,,

n—-+o0o

. . . 11 1
non converge in £1, mentre ngr}rloo |znll2 = ngr}goc \/ﬁn\/(l T eos (1) (1 —cos ()] =

1
= 2
= lim n? v2

1 ; _ =
n¥o f(1 4 cos (1)) 1—cos (L) notoo n (14 cos (1))

= 0, quindi z,, converge a 0 in /5.

2. ®(z)(k) = e 122 (k).

(a) ® non & una contrazione in £, perché ha pit di un punto fisso: infatti,
b(z) =2 < z(k)=e " 12%(k) < z(k) (1 —e " a(k) =
=0 <= z(k) =0 oppure z(k) = ¢!, dunque tutte le successioni

k41 S
. _Joe per un numero finito di & —
del tipo z(k) = { 0 per gli altri k sono punti fissi;

= e =1 solo per finiti valori di k, perché altri-

¢ essenziale che z(k)
menti x ¢ l.
(b) ® & una contrazione sulla palla unitaria X = {2 € y : ||2]0c < 1}

perché Vo € X siha ||®(x)]|c = sup |e_k_1x2(k:)f < sup |e_k_1| sup |z (k) <
. keN keN keN
< e 'supla(k)|® < - <1 e dunque ®(X) C X, e inoltre Vz,y € X
keN
si ha [|®(z) = ®(y)||oo = sup le™* 1 (22 (k) — P (R))| <

< sup e[ sup (k) — y(k)|sup [z(k) +y(k)| <
keN keN keN

< e supla(l) ()] (sup ()] + sup ()] ) < 2 suplak) ~ y(b)] =

— e Y + cosys, log(coshzy) — 5~ +arctany,

sin(z1x2)
3. F(x1, 2,1, =(v1i+z — —_— .
(w1, 72,1, Y2) ( 1 1+, 1+ )



(a)

F ¢ di classe C! in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0,0,0) = (0,0)

OF e Y —sinyo
€ 7(0,0,0,0) = 2y; sin(z1x2) 1
Ay (1+yf)2 1+y3

(z1,72,y1,y2)=(0,0,0,0)

10\, ... _(OF /10
(0 1>e1nvert1blle(conT(&U(O,O,O,O)) <O 1)),

dunque per il teorema della funzione implicita 37, p > 0e g €
€ CY(B,((0,0)), B,((0,0))) tale che F(x1,z2, g1(z), g2()) = 0V € B,.((0,0)).

1
Supponendo r < Jep < 1 si ha che |F(z1,22,0,0)| =
2
= \/<\/1 +x — o > + (log(coshzy) — sin(z122))2 =
To
2
< 1+2—-141- > + (log(1 4 (cosh(z1) — 1)) — sin(z122))? <
1+ 2o
< \/O\/l + 1z — 1’ + ‘1 — D (Jlog(1 + (cosh(z1) — 1))| + [sin(z122)])?
2
VIFaor—1) (VI+ai+1) o 5
+ (2| cosh(z1) — 1| + |x12 <
_M o 2} -+ @lcoshan) — 1]+ faraal)? <
2
< |1 | |x2\ + 2\6””1 +e 7?1 — 2] N 3 + 23 <
\/1 +x + 1 1-— 2 2
r2\ 2 ) 2
(2] + 2f))? (| St =1+ ) <@+ (ol +5) <
2 36 169 205 15
< \/97“2 + (67‘ + 5) = \/47“2 —1—1547“2 =T < 57 dunque per
p__p p
avere sup || F(z1,22,0,0)|| < —r <= < ¢ suf-
+€B,(0,0) 4 4T ~ 2|7
ficient d r'lt]ITaF(xm )
ciente prendere p = —; inoltre, Iy — T'— (1, T2, Y1, Y2 ) =
p p 30 2 dy 1,%2,Y1,Y2
1—e™¥ sin o
= | _2wsin(z) | _ 1 |, dunqueessendo |1 — e_y1| <3| <
(1+y%)2 14+y3

2y sin(z122)
2
(1 +97)
+a ? 1
<2p|x1x2|<2p%<pr <p7“<§0§£)e’1— T2
2

< 3p, |sin(ya)| < |y2| < p, |- < 2|y1||sin(z122)| <

yz 2 2
= < < < p, allora per avere
1 y% <y; < p* <p, p v

sup
($17I27y17y2)eB7‘((0a0)) XB;J((OaO))

OF
<2 sup HHQ —T—(
(1,22,51,52) €B,((0,0)) B, ((0,0)) dy

<

F
]12 — T%(x17x2vylay2)

r1,22,Y1,92)|| < 6p <

o0

1
< — e sufficiente prendere p = 137 © di conseguenza r = ?Tp() = 360"



Essendo v/1 + 21 —

— e o(Enm2) 4 cos(ga(x1,22)) =0 Va € B,.((0,0)),

1+ 2o

d
allora 0 = T (\/1 +x1 —

T

— e n(zrw2) COS(92(1'17172))>
(11,12):(030)

1+ 29

0 .
ZIL (g, wo)e 9t @m2) — 292 (0 o) sin(gy (w1, w2))

1 dg1
N (QM O0x; 0z ‘(zl,xz)—(o,o)

1Jr%(oo) gil(oo) 1e0:d(s/1+m1—

—e9r(er,@2) 4 cos(ga(x1, 932)))

Oy

0
992
=1
+ D2y (0,0) = Do
sm(mlxg)

_1 + g%(l‘lvqf?)

dl‘1

-4 <log(coshx1) -

092

2 dlL’Q 1+ )

1
(w1,22)=(0,0) ((1 + 29)?
092
P)

(w1, 22) sin(g1 (71, 22)) ‘ =
T2 (1,22)=(0,0)

_|_

(0,0) = —1, analogamente log(cosh z1)—

+ arctan(gs(z1,x2)) = 0 Vo € B, ((0,0)), dunque 0 =

sin(x122)

(z1,2)=(0,0)

—————— + arctan T,
e (02e1,2))

= tanh T —

p)
52 (21, 72) >

1 +g%(£17£2)

= 4 (log(coshxl) -

d$2

—2g1 (21, xz)g

(1+ g (21, 22))

J92 992 B B
= 5o(0.0)= ZE(0.0)=0c0=

sin(zqx2)
1+ g7 (21, 22)

(w1,22)=(0,0)

(131)132):(0’0)

+ arctan(gs(z1, 132)))

%(ml, x9) sin(z1z2) + (1 + g3 (1, mg)) (z1 cos(z122))

522 (w1, 72) )

1 +g2(x17x2)

g1(w1,22) = g1(0,0)

(1 + g3 (21,22))°

_ Og2 992 e e
= 8752(0’0) = 87@(0,0) = 0; quindi,
(z1,22)= (800) 5
+ <(891 (0,0), 891 (0, 0)) ,(xl,x2)> +

+o0 (y/m% —|—a:§> = —% — 29 +0 <\/x1 —|—a:2> e go(r1,72) = g2(0,0)+

+ < <292 (0,0), 292

y) = (sin(wy) +zcosy, eV —

0.0) e ) +o (Vo a3) =o Vot a3

1
1+x2+y2)'

F ¢ di classe C'! in un intorno dell’origine con F(0,0) = (0,0), inoltre

Iz, y)

i

— =

oF ycos(zy) + cosy xcos(zy) — xsiny
(0, 0) = €$+y o 2x Tty _ 2y )
1

)
(1) & invertibile (con T' = ( oF (0,0)> = ( _11 (1) >)’

2 € 2 212
(I+o2ty2) (I+aity (2.4)=(0.,0)

Az, y)

dunque per il teorema della funzione inversa 37,p > 0e g €
-((0,

€ C1(B:((0,0)), B,(

(0,0))) tale che F(g(u,v)) = (u,v) Y(u,v) €

—2¢g1 (11, 552)2%1(1‘1, z2)sin(z122) + (1 + gi (w1, 22)) (2 cos(z172)) N



B,((0,0)).
. oF
Supponendo p < 1, si ha che Iy — T——(z,y) =
A(z,y)

1 —ycos(zy) — cosy zsin(y) — x cos(xy)
ycos(xy) + cos(y) — e*TY + mlgiiyw 1+ z cos(zy) — zsin(y) — e Y + mgjiiyg)g ’
dunque essendo |1 — y cos(xy) — cosy| < |y||cos(zy)| + |1 — cosy| < |y|+
2
3 . .
P <2< 2 fasiny) — wcos(ay)]| < Jall siny)] + fallcos(ay)] <

2
< 2|z] < 2p, |y cos(zy) + cos(y) — eV + ————— | < |y]| cos(ay) |+
(1+22 +7)
Heos(y) — 11+ 1 -]+ —22L < T gl 1 g+
(1+a2+y2)" ~ 2

2 19
+2lz] < p+ % +6p+2p < Sre ’1 + z cos(zy) — zsin(y) — e* T+

2y 2|y

+—28 | < zf|cos(zy)| + ||| sin(y)| + |1 — T + — <
(1+952+y2)2| | | (1+22+12)°
< 2)|z] 4+ 3(|x| + |y|) + 2]y < 2p + 6p + 2p = 10p, allora per avere
oF
sup Iy - T ——(z,y) ’ <2 sup T, — T(%y)H <
(z,y)€B,((0,0)) H a(xay) (z,y)€B,((0,0)) 8(1‘73}) o

1 1
< 20p < = e sufficiente prendere p = 10 e di conseguenza r = T60 =
_P PP

C4 AT 2T
Essendo F(g(u,v)) = (u,v) ¥(u,v) € B,((0,0)), allora

334/)(9(“’”))6(512) (u.0) = a(f, oy Flotwv)) = oy we) =
= (0 1) v e B = 500 = (500) -

(
_ ( _11 (1) >,dunquegl(u,v) — 31(0,0) + <(%%(0,0),68g;(070)) ,(u,v)>+
+o (\/m) =u+o <\/m) e g2(u,v) = g2(0,0)+
((892(0’03839;(0’00 ,(u,v)> +o (Vi +0?) =v—ut
Va? +02).

{(z,y,2) ER3: 2?42+ 22 < 1,z>0} e f(z,y,2) = 2%y? + log .

+
© _~

+

f & superiormente limitata su E perché se (z,y,2) € E allorax,y,z < 1,
dunque f(z,y, z) <1%1? +log1 = 1, ma non ¢ inferiormente limitata

1 1 1
su F perché (O,O7 ) eFef (O,O7 ) = log <) " o
n n n
Essendo f inferiormente illimitata su F, i%f f = —oo; per calcolare
sup f, notiamo che se E 3 (X, Yn, 2n) ngee E, = {(x, y,z) € R3: 22+
E

4P+ 22 <1,z = 0}7 f(@n, Yn,s 2n) nee —00, dunque ’estremo su-
periore non sara raggiunto sul bordo inferiore F; di E e percio sara un



1
massimo; inoltre, V f(x,y, 2) = (Qxyz, 222y, ) #(0,0,0) V(x,y,2) €
2z

F, quindi questo massimo non sara raggiunto all’interno di E e
dunque verra necessariamente realizzato sul suo bordo superiore Fy =
= {(m,y,z) ER3 2?2 +y24+22=1,2> 0}: per il teorema dei molti-
plicatori di Lagrange, le coordinate dei punti in cui viene raggiunto

2xy? = 2\x
222y = 2)\y
il massimo sono soluzioni del sistema % =2\z =
224y +2=1
z>0
2x(y2—)\ =0 x(y2 2%):0
2y(m2—)\: y(m—% =0
= )\zﬁ — )\:i . se fosse y° =
22 4y 422 =1 2?2 4242 =
z>0 z>0
= — allora avrei > = —, perché y # 0, dunque 1 = 22 + y? 4+ 22 =
222 . 222
:%4-%4—22: Z;—l = O:z4—22+1:(22—1)2+z2,che

¢ assurdo, dunque dev’essere x = (0 =

:>—L:0:>y=O:>z=l,quindisupfzmaxf:f(O,O,l):0
2212 E E

6. v(t) = (cos®t,sin®t) per t € [0, ]

(a)

5@ = ||(3sintcos2 t,3sin2tcost)H = 3|sint|| cost|||(cost,sint)| =
. 2 ) . u

= 3|sint|| cost|V cos?t + sin“t = 3|sint||cost| =0set = 5 dunque

~ non ¢ regolare; tuttavia, & regolare a tratti perché ||¥(t)|| # 0Vt €

T ™
c(03)0(G)
() :/ ||"y(t)||dt:/ 3|sint|\cost\dt:3/2 sint cost+
0 0 0

T .. 9 5 . 92 T
t t 3 3
+3/ —sintcost = 3 s +3 _sm = -4+ - =3.
x 2 ], 2 z 2 2

2

(c) / v |zy|dl = / V0z@)yOI1@)||dt = / | costsint|3|sint|| cost| =
v 0 0
_ 3/7T (2costsint)2dt: 3/7r sin2(2t)dt: /” 1 _COS(4t)dt:3 t

A 4 . 4 o 8 8

sin(4¢)1" 3

= -
32 |, 8
1+ arctan nﬁ
b oy~ L )
1 n o0 . 7
Ponendo z(k) = w2 si ha che z, "3 2 in fy, perché ||z, — z||3 =

+oo
k=1

2
+oo | k +oo
arctan ( kz) n2 1 1 n—+oo n—-+00
n n _ .l
— 2 < 2 2| = ,;,1 =l Y 0; inoltre, x,, 10




+o00 k. n &
anche in ¢; perché ||z, — z|; = Z arcta;# _ Z ’arcta;(nz)’
k=1 k=1
|arctan i too 151 1 &2
P> = <Z"2 Yop=mlpty XS
k= n+1 k=n+1 k=1 k=n-+1

L1 7 X 1w
_n221+— Z k2zﬁ+§ Y. 5

k=n-+1 k=n-+1
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 8 (5 MAGGIO 2010)
INTEGRALI

i A={(a:,y)ERZ:()gg;S1,03ysm2}_

osl

Dato che A & un insieme normale applicando il teorema di Fubini si ottiene che

2 1
1 G (t=1“)
=_ [ dz 2% "=

1 T 1
5 5 L & o
/zyemrdmdy=/da: dy :L'ye’:r =/d.7: —yzxe‘G
A 0 0 2 0 0

0

e~ =l e 1=l
§ —A dy 1) =

1 e~ l=l 1
/ log y da:dy:/d:v/ dy logy=/da: ('ylogy
B = | % ]
1 1
1 1 2
= / dz —|zle V! + - —el=l 4 = = / dz = — |z|e~1?! — e~12ldy =
3 e e 1 e

1 9 4 1 1
= 2/ dr — —xe ™ —e Fdr = — — 2/ ze Tdx — 2/ e Tdx =
0 e e 0 0



4 1 1 1 4 9 1
:—2(—336_‘"” —l—/ e_””dx>—2/ e_‘"”dx:f+f—4/ e dx =
e 0 0 0 e e 0
6 1 10
=—44e 7| =——
e 0 e

L’integrale si poteva calcolare anche integrando prima in x e poi in y:

1
B:{(x,y)€R2:§y§1, logygxg—logy}
e

1 —logy 1 1 1
/ log ydxdy = / dy | dx logy = —2/ log?y dy = —2 [ ylog? y‘ — 2/ logy | =
B % logy é % é

2 ! 2 1 2 4 4 10
=g+4/ 10gydy=6+4<ylogy—y(l)=€—4++:—4

e

3.C={(z,yeR*:0<a<Vra<y<Vr}={(z,9) eR*:0< 2 <y,0<y<r}

Y

VT Y v
/ x? sin (yz) dxdy = / dy/ dz 22 sin (y2) = / dy §x3 sin (y2)
0 0 0

c
1 [V 1 (" 1
=§/0 dyy?’sin(yQ):g/O tsint dt = g (—tcost

0

g ™ 1 .
—|—/ cos tdt) = - (71' +sint
0 0 6

J=6

P lz| |yl
4. Sia D = RZ:Z + L <1< 4 4
Sia {(x,y)e Ftgpsls—+ b}

Chiaramente Area(D) = 4Area(D) dove D = DN {(x,y) : >0, y>0}.

B a b\/l—z—z a 2
Area(D) = [ 1dady = dx dy 1= [ dexby/1— o b(1 — f) =
~ 2
D 0 b(1-2) 0 a a



0 2 0

Quindi Area(D) = 4Area(D) = nab — 2ab = (& — 2)ab

5. BE={(z,y,2) €

R%:log2 <2 <logh,0<y<z0<z<z+y}

log 5 :ery
/ x?(x + y) smhxdxdydz - /10g2 / dy/ (x 4+ y) sinh x

log 2

log 5 T _’_7
2/ dw M
1 2x?sinhz |,

og 2

log 2

% (log(t —1) —

6. Sia F' = {(a:,y,z)

ER*:0<2<1,0<y< 1,2’ +¢y° <2< 1}

10g5 / d 22 /og5 /$ x_’_y
Y 22%(x + y) sinh x| log 2 Y x%sinhz
log 5 + 10g5 log5
z/ dr ————— v x §/ :§ dx
log2 212 smhx 4 Jiog2 smhx 2 Jiog2
_3 102; e <t_:er)/5 1 dt:§/1 111
e2r — 1 , 2—10  2), 2t—1 2¢t+1
5 5
3 t—1 3 2 1
oglt + 1)) 4Og<t+1>2 4<°g3 °g3>

1 z 1 z 1
——iab+ab/ \/1—sin2tcostdt:—§ab+ab/ cos2tdt:—§ab+gab
0 0

1

e{l? . e*ZD

3



Notiamo che F' = {(x,y,z) eR: (z,y) e Fa? +9y2 <z < 1} dove F = {(z,y) : 2*+

y? < 1,z,y > 0} quindi per il teorema di Fubini

1

/xy d:z:dydz—/ dxdy/ dz xy:/ dxdy zyz
24y? F z3+y

1— I2 1 1 1
/dm/ dy zy— a3y —xy —/ de —xy? — a3y —
0 2 2

2

2

1 [t 5 1 1 1 1ot 1
_Lt /1 de = —22 — St 76‘: _
2/0 T g ar= gl T o?

7. G = {(m,y,z) eR3:0<2<1, 2y <z<ady 612_”’}

a

1 I
:/ —z(l-zx )7733 (1—2*)—-z(1—2°)%dz = f/ r—x3 -2’ ——x

:/dmdy ry—zy(z?+y?) =
F

Vi—z?

Notiamo che G = {(m,y,z) ER3:0<zx< 1,0<y<uz, x5y <2< :C5y exz—xy}

z5ye
Vol(G) = /1dxdydz-/ dx/ dy/ dz—/dx/dyx ye”® _xy—x5y:

1 T
:/ dzxf’ez?/ dy ye Y — / da:/ dy y*/ dx z°e® (yezy
0 0 0 z

’ dz—ixg‘l :/1 —z°—z’+a’e”
0 16 lo 0

1 5 x2
1 e’ _
— —27dx = —2® - —5 € ry
0o 2 0 T

1 1, T e 1 11 1 1/1 .
== - Cdy —— = -2 — — 4= [ tetdt=—
6" 4" O+/0 T TS T T 6 16 2 ¢
——§+f(tet—et}>——23 11
48 2 0/ 48 2 48
8. {xy, €R3:1§y§27nggarctan(yz),ogyzgl}.

1
{acy7 €R3:1<y<270<z<,0<x<arctan(yz)}
Yy

xr efzy
+
0 0 x




/ zlogy _zlogy dydzf/ dy/ dz/aman(yz) zlogy / /é 1 log y arctan®(yz)
14 y222 2

1+ y222 1+ 9222

—arctan(yz)) 1 (7 i 12 i 317
(t=arctan(y ))7/ dy/ &t ogy: / ay ogy/ Pap— T [ o8y, _
2 1 0 2 1 0

2 y 34 ), Ty VT

7T3 3 5
2
768 18 y‘ 768 18
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (10/12 MacaGIo 2010)
INTEGRALI CON FUBINI E CON CAMBIO DI VARIBILE

LA={(z,y) eR*:|z|-1<y<1-2*}={(z,y) eR*: 1<z <1z -1<y<1-2%}.

1 1—z? 1 . 1—z?
/\x|cos(7ry)dmdy:/ |x|dx/ cos(wy)dy:/ |x|dx {sm(wy)} =
A -1 || —1 —1 ™ || —1

1/t

— 7/1 |x|dx (sin (w (1 _ x2)) _ sin(w(|z| - 1))) _ 72T/01 N (sin (W (1 B x2)) _

™
t=7r(ac2—1)

—sin(m(x —1)))dz = %/0 zsin (r (1 —2?)) dx — %/0 zsin(r(z —1))dz =

_ i/i sin;;t)dt_% <[—xcos(77rr(x— 1))]:+/01 cos(w(:— 1))dx> _
- 2 el } 2 (1 i [lete =) ) 224
T T . T T w2 0 ™ o7 T w2

2. B:{(x,y,z)€R3:O§x§1,0§y§z,0§z§y}.

1 x Y 1 x eryz Y
/ zhy? e dedydz :/ x4dx/ dey/ e™*dz :/ m4dm/ dey{ } =
B 0 0 0 0 0 Y lo



={(x,y,2) €ER® 2 <Y< 2w <20< a2 +yP2+2 <1} =
_ 3. r 1
—{(ﬂc,y,z)eR.O§x§1,§§y§$,0325x2+y2+1}

x

1
/ (:172 + 92 + 1) arctan xdxdydz = / arctan a:d:c/
C 0 x

2
1

T 1 1
= arctan xdx 224 yP+1) ———d :/ arctan z[y|% :/
; /;( v ) ma i wls = |

4
_7r+7r 1 = 1
16 16 4 8 4
. 3 .4
D=1 (x,y,2) € R %Szgcos(ysinw),ogysinxgg,
0 Y
( ) € R? sin3:z:+sin4:c< < cos(ysing),0 < y < T T
=4(z,y,2 fe——————— <2z inz —
v (m+2y)2 — 7 Y V=Y 9ing 3

x? arctan 1_ ! z? d$_7r+1/1 1 -1 dx—ﬂ-—i-l[arctanx—x]l
T P AT R T A P 16 °

1
P
(x2+y2+1)dy/ R
0

L zarctanz

> dr =

<z<

"=

IN ol

< —T

— W

Wl N

%TI’ Pt cos(ysinz) %ﬂ’ Taes sin3 x+ SiIl4 T
Vol(D) = [ d:z:/o dy/Jin?’ it dz = A da:/o (cos(y sinz) + W) dy =

W[

(r+2y)2 3



dx

I
w3
w\m

20
8™ [bln ysin x)

. . e 2
51n3x—|—sm4a:]25‘” 3“( 1
sinx 2(m+2y) |, x sin
sm r sin®z +sin’x

sin x

@l

sinx

2

N——

sin:z: (1 — cos®z)

(@
|

1—cos?z

2w

sin® x + bin4 T
T 27T + SanE
sin® x
+ dr =
2

1—¢2
2

)dt:

sin® x + sin* z

_1
T
1 1—1¢2

2

\ “\

11 2

L 21+t 21—t) 2r 27w
(2 (1
2 2

B g — log(1+¢) log(l—¢) i,ﬁ%
- -1 - 2 2 2T 67 _1
log (3 1 11 log (2 1 1 3 1 11
_log(3) log(3) 1 log(z) | log(3) Lol () e () B
2 2 4 487 2 2 4 48 2 2 24
~log3 + ot
og 5™
5.Az{(x7y)€R2:0§y§x,1§$2+y2§4} f(x,y):g

Passiamo in coordinate polari cioé poniamo (z, y)

=®(p,0) = (pcosb, psinb).

2

Notiamo che ®~1(A) = {(p7 f)eR2:1<p<2,0< %} e che la matrice
. S _( cos@ —psinf _
Jacobiana di ® ¢ J®(p,0) = sinf  pcosd = |det J®| = p.

Per la formula del cambio di variabile abbiamo quindi che

F(@(p, psinf

®-1(A)

f(z,y)dzdy = 0)) p dpdd =
/. /

P ptanf dpdf =
o-1(4) pcosf

1(4)

1 2
710g2/ pdp=
2 1

dpd@z/
.
2 = 2 = 2 =
:/dp/ detanH:/dpp/ d@tanﬁz/dpp(flogcos@
1 0 1 0 1 0

2

1 1 1
= 510g2 —p?| = Zlog2(4— 1) =

2

3
“log2.
1 4 o

2
x
6. B={(z,y,2) ER*:2® +y* +2° <1, 2,y,2 >0} f(z,y,2) = PR

Passiamo in coordinate sferiche cioe¢ poniamo
(z,y,2) = ®(p,0,0) = (pcosBsinp, psinfsin p, pcos ).

Notiamo che ®~1(B) = {(p,0,9) €R*:0<p<1,0<0< 3, 0<p< 3}

cosfsiny —psinfsing pcosfcosp
e che la matrice Jacobiana di ® ¢ Jo(p,0, ) = | sinfsinp pcosfsing  psindcosp
cos 0 —psine



= |det J®| = p?sin .
Per la formula del cambio di variabile abbiamo quindi che

1 z T 4020
/fm%amwwz f@mawwmw@ww:/m/d%/wi@ﬁ?ﬁ
B &—1(B) 0 0 0 4=p

z
2

1 4 i i 1 4 fus
p 2 2 2 . p 2 2
=/ d / df cos 9/ dy smap-—/d / df cos® 0 (— cos
/0 p4—P2 0 0 0 p4_p2 0 ( ) 0

1 4 Z 1 4 1
14 2 2 7T/ P 7T/< 4 4 4 )
= [ dp—— df cos“0=— [ d do = = Y T dp —
/0 p4—p2/o 4 Jo p4—p2 P=1 0 P 2—p 2+4p P

™

1
m 13 13
5 [—4,0— 3 —4log(2 — p) —l—410g(2—+—p)}0 =7 <4log3— 3) = <10g3— 12)

L O={(z,y) eR*:0<2® —y? <ay <1, x>0} f(z,y)=(a*—y")e™

Poniamo u = 22 — 3% e v = xy cioe (u,v) = G(z,y) = (% — y%, zy).

GIC)={(u,v) eR? : 0<u<v<1}={(y,v) €R? : 0<u<l, u<

v <1}

; u=a"—y 2 2 2

Notiamo che se (z,y) € C allora v = 2y = u’ 4+ 4v° = (2° +
S VuZ + 42 +u = 22?

y?)? = 2%+y? = Vu? + 402 da cui ricaviamo che { N R =

T = \/%(\/uQ + 402 4 u)

y=/HaZ T 2 )

tiva tra G e G(B) e che G~ (u,v) = ®(u,v) = (\/%(\/u2 + 4v? 4+ u), \/%(\/UQ + 40?2 — u)).

Questo ci dice che G & una applicazione biet-




~ 36

Il cambio di variabili (u,v) = ®(z,y) € equivalente a (z,y) = ®(u,v). In-

oltre ®~1(C) = G(C) e det JG(x,y) = det( ny _jy > = 2(2? + y?)

quindi det J®(u, v) = W (2,y)=B(u,v)

Per il teorema del cambio di variabile abbiamo quindi che

/ fay)dedy = [ f(@(,y))
c o—1(C)

1
dudv = 7/ (22 —y?)e™ dudv =
(z,9)=®(u,v) -1(C) (z,y)=2(u,v)

= 7/ ue’dudv = f/ du/ dv ue’ = 7/ ue”\i = f/ du eu—ue" =
2 Jo-1(0) 2 Jo u 2 /o 2 Jo

1 62‘1 u1+/1u 1(6 n 1) e 1
== zu”| —ue e)l=-(z—ete-1)=—-—=
0 0 0 2\2 4 2

2\ 2
. D={(z,y,2) € R® :max{|z|, |y, |2|} <1 <2? +y* + 2%} flz,y) =2%y*2°

2(2* +9?)

Notiamo che D = D1\D; dove Dy = {(z,y,z) € R? : max{|z|, |y, [2|} <1}
e Dy ¢ la palla unitaria di R3 Dy = {(x,ywz) eR3: 2?2 +y?+22< 1}.
Per il teorema di Fubini abbiamo che

1 1 1 1 1 1
f(z,y, z)dzedydz = / dx/ dy/ dz x%y%2?% = 8/ dx xz/ dy yQ/ dzz? = —
Dy —1 -1 -1 0 0 0

Passando alle coordinate sferiche abbiamo invece che

1 2m T
f(x,y,z)dzdydz:/ dp/ dﬁ/ dy f(pcosfsin g, psinfsin @, pcos @)p® sin p =

D>
'
/dp/ /dgop cos? B sin? O sin® p cos? ¢ = /dcp/ /dp —p®sin?(26) sin® g cos? ¢ =
27 A7
% dgp df sin?(26) sin®  cos? ¢ = E dgp dt sin?(t) sin®  cos? ¢ =
™ 1

.5 2 t=cosp T 22,2 _ T 2 4 46

; sin” ¢ cos” %6 _1( ) 18/0 ( +t°)

_r (2 \_~™ 8 4
T18\3 5 7)) 718105 945"
Pertanto

4

8
/ flz,y, 2)dzdydz = / f(x,y,z)dxdydz—/ f(z,y, z)dedydz = ————m7
D Dy Ds 27 945



9. E:{x€R3:<Mx7x>§1}
Siccome D & simmetirca e definita positiva allora per il teorema spettrale

A0 0
esiste una matrice ortogonale Q tale che QT MQ = D = 0 X O
0 0 As

Consideriamo allora il cambio di variabile x = ®(y) = Qy. Si noti che
| det J®| = | det Q| = 1 perché @ & ortogonale.

Inoltre ®~1(E) = {y € R? : < MQy,Qy >< 1} ma < MQy,Qy >=<
QTMQy,y >=< Dy,y >= Myi + \ay3 + Asy3 quindi &~1(E) = {y €
R® :© A\y? + Aay3 + A3y3 < 1} @ Dellissoide in R3 centrato nell’origine
avente semiassi di lunghezze \/%7 \/%, ﬁ Per la formula del cambia-

mento di variabile abbiamo quindi che
Vol(E) = / 1 dxidxodrs = / 1 dy1dysdys. Consideriamo ora il cam-
E o-1(E)

bio di variabile (z1, 22, 23) = ¥(y1,y2,¥3) = (VA1y1, vV A2y2, VAzysz). Dato
che U1 (@"YE)) = {(21,22,23) : 27+ 23 + 23 < 1} = B1(0) ¢ la palla

unitaria di R? e det J¥ = v/A1v/ A2/ 3 abbiamo

Vol(E) = / dyidyadys = | v/ M/Dav/Ns dordzadzs = /a/Day/NsVol(Br(0)) =
-1 (F

HE) B1(0)

_ gw\/ﬂ\/gﬁ _ gmem
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 10 (17 Maccro 2010)
INTEGRALI IMPROPRI, SUPERFICI

1. A= {(m,y,;zt'z +2zy—y?)eR3: 22 + 92 < 1}.

Una parametrizzazione della superficie A ¢ data da ®(u,v) = (u, v, u? + 2uv — v*) con
(u,v) € A = {(z,y) € R?, 22 + 4% < 1}.
¢, = (1,0,2u + 2v)
®, = (0,1,2u — 2v)
€1 €3 €3
b NP, =] 1 0 2u+2v |=(-2u-—2v,2v-—2u,l)
0 1 2u-2v
[Py A @, = /(2u+20)2 + (20— 2u)2 +1 = /1 +8(u2+v2) quindi passando in
coordinate polari

1 2w
Area(A) = / (@, AP, |dudv = / V14 8(u? + v2)dudv = / dp / do p\/1+ 8p% =
A A 0 J0

1 Z 9
=2”/ dp py/1+8p% “TEY )2 Vs ds = ‘g
JO J1

2. ®(u,v) = (coshucosv,coshusinv,sinhu) (u,v) € [~ log2,log2] x [0, 27]

¢, = (sinhucos v, sinh usin v, cosh u)



®, = (— coshwusinw, cosh u cos v, 0)
2 2 . .
&, A ®, = (—cosh” ucos v, — cosh” usin v, sinh u cosh u)

|y A D, | = \/cosh4 wcos2 v + cosh? usin? v + sinh? u cosh? v =
= cosh u\/cosh2 u + sinh? u

/ V12 +y? + 22do :/
B

—log2

log 2 2
du / dv \/Cosh2 u + sinh? v cosh U\/cosh2 u+ sinh? u =
0

log 2 log 2
=27 / du cosh® u + sinh? u cosh u = 27 / cosh u(1 + sinh? u) 4 cosh usinh? udu =
—log2 —log2

log 2 log 2
/ du coshu + 2coshusinh?u = 4rn / du coshu + 2 coshusinh? u =
0

log 2
log 2 3
3 23 3 9\ 33
—ar (24 2(2) ) =4 -
. ) 7T<4+3<4>> < 32) 8"

3. C={(z,y,2) eR®: 2® +y? + 22 <4, 2® +y*> < 1}

=4m | sinhu+ = smh3

0C = C1 UCqU (5 dove

Cr={(z,y,2) ER®: 2> + 92 +22 =4, 22 +¢y? <1, 2> V3}

Cy = {(x,y,z) ER?: 22+ 92 +22 =4, 224+9y° <1, z< \/3}

Cs={(z,y,2) eR3 522 +y2 =1, |2| < V3}.

Calcoliamo 'area di queste tre superfici.

Una parametrizzazione di Cy & ®(u,v) = (2cosusinv, 2sinusinv, 2 cosv) conu € [0, 27]
evel0, 5]

¢, = (—2sinusinv, 2 cosusinv, 0)

®, = (2cosucosv,2sinucosv, —2sinv)

®, AP, = (—4cosusin® v, —4sinusin® v, —4sin v cos v)

D, AD,| = 4\/cos2 usin® v + sin? usin® v + sin® v cos2 v = 4sinv

5 2m 5 2m 5
Area(Cy) = / dv/ du| P, AP, | = 4/ dv/ du sinv = 871'/ dv sinv = —8m cos v . =
0 0 0 0

0

ol

=8m(l — ?) Per la simmetria di C Area(Cs) = Area(Ch).

Resta da calcolare area di C'5. Una parametrizzazione di E5 & ®(u,v) = (cosu, sinu, v)
con u € [0,27] e z € [-v/3,V3]
&, = (—sinwu, cosu,0)
@, = (0,0,1)

V3
D, AP, = (cosu,sinv,0) = |P,AP,| =1 quindi Area(C3) = /

2
du/ rdu 1= 47V3
—V3 0



Pertanto Area(0C) = Area(Cy) + Area(Cs) + Area(Cs) = 16m(1 — @) + 473 =
= 167 — 47/3

D={(z,y,2) eR®: 22 42 < (2 -1 2>0,y>0, |2 <1} f(z,y,2) = |2]e”.

Passiamo in coordinate cilindriche cioé poniamo (z,y, z) = ®(p,0,t) = ®(pcosb, psin b, t).
cosf —psinfd 0
JO(p,0,t) = | sinf pcosd 0 | = |det JP(p,0,t)|=p
0 0 1
O1(D) = {(p,0,1) €R® | p< (1- 1), 6 [0,5], t € [-1,1] }
quindi per il teorema del cambio di variabile si ha che

1 z 1-¢?
/ |z|eZdedydz:/ f(@(p,e,t))pdpdedtz/ dt/ dG/ dp |tle” p =
D d-1(A) -1 0 0
1 z 1-t? 1 z 1
1 1
— [ at [Tag e == dt [ aepet (=22 =T [ atftle (1 - 2)?
2 2 4
-1 0 0 -1 0 -1
T ! 2, 44\ 2 T ! 3,45\, t2 _ T ! t2 ! 5 3y t?
= [ t(a=2%+tYet dt = = | (t—2341°)et = = tet dt+ [ (t° —2t3)el dt ) =
2 0 2 0 2 0 0

1 1 1
1 1 1 1 ,
+ 5/0 (s* — 2s)esd5> = g (26 —5t 5(82 —2s5)e’

1
—/(s—l)esds =
0 0
L 1)sl+/1sd _m (L e q) 2T B
—2 9 S 60 068—2 2 e —26 471'

() €K 2 VIR o)

(2 +y2+22) (22 +y2 + 224+ 1)




L’integrale ¢ improprio sia perché I'insieme F non e limitato sia perché f ha una singo-

larita nell’origine. Per deﬁnizione/ f(z,y,z)dedydz = lim flz,y, z)dzdydz
E 0.0 JBnBR(0)\ B, (0)

Sia Ef* = E N Br(0)\B,(0). Passando in coordinate sferiche (x,y,z) = ®(p,0,p) =

(pcosBsin p, psin O sin g, pcos ¢) abbiamo che ®~H(EER) = {(p,0,¢) : r<p<R, €

[0,27], € [0, §]} quindi peri il teorema del cambio di variabile

27
[ g 2ydzdyds = [ (8000, ))6%sin g dpdoip — / dp / g [ ao- p S
ER &-1(ER)
R
:271'/ dp d(p

V3 "dp
_271'/ dp—‘ =2m <1—2 /T 1+p2:

=27 (1 - ?) (arctan R — arctanr)

e =

r—0,R—o0 2

Pertanto/ flx,y,2)dedydz = lim 27 (1 — ?) (arctan R — arctanr) = 72 (1 — \/§>
E
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 10 (17 Maccio 2010)
INTEGRALI

w==x?ydr+ (e* +23)dy ~(t) = (t,logt) t € [1,€].

ca

02

Y (@) =(1,3).
& . . PO S 1, . . =, .

/w: /< (t2logt, €308 +43) 7 (t) > dt = / #* logt+? ((z‘““gtql—t") (IT.=/ t? log t+2t>dt
v J1 J1 b 1

s “1 e I B8 Lo 5 ul° 5 5
= —t*logt ~—/ tht+2/ t2dt = —c“+3/ t2dt = —e®+ ] - —,*4-3(3"~i =

: . 34 J1 g 3.4 3 9 |, 3 9 9

8 s 5
— —(f“ —_ i

9 9

w = zsin(wy) dz + ze® dy + vy dz.
¥y =m—2 dove m(t) = (t,t3,t3) t € [0,1] e 7(t) = (t,t,t) t € [0,1].

iy
w}f
£ /
wpe —+ A i
| | I
7 /
| /
[ 7 £
/ /
4 /
[ ¥ s
|
| ."“ o \
| on
e 0s (8]

1 . 1 )
/ w= / < (Bsin(wt?), et 13), (1,2t,3t%) > dt = / t3 sin(nt?) + 2t%e! + 3t° dt =
Sy Jo Jo
1 1 1 iy
: 7 2 .3 1% > P 2 2 1 =72 1
= t3 sin(wt?)dt+ —et + =8| = / t3sin(mt?)dt+=e——+- "= — ssin s ds+
/(, \Fe) 3 2 |, 0 ) 3 3 2 2r2 J,

1 1 .2 1
0 3 6 21 3 6

i / — >+2 W .
COS S as e =i —= SIns
o Sy OO°F 376 21 2n2




cos(mt) ! n

1 1
/ w :/ < (tsin(rt), te!, %), (1,1,1) > dt :/ tsin(nt)+te! +t3dt = — ¢
Y2 0 0 0

1

1 1 1
—/ etdt+ =3
o Jo 3

! 1 1 4
te—et+l+o=—-+75
3 T

1+ ! sin(nt)
=—4+ — T
T w2 3

0

1 !
+ 7/ cos(mt)dt + te
T Jo

3. w= <2x+siny> dx + (2y+mcosy) dy+2—zdz
224y 422 42 2+ y? + 22 42 2 +y? + 22 +2
0 2x ) —4xy 0 2y

(a)8y<x2+y2+z2+2+smy>=(w2+y2+22+2)2+c0sy=8x<x2+y2+22+2

0] 2z ) —Adxz 0 2z
— | 55— +siny | = = 5
0z (m2+y2+z2+2 (22 +9y?+2242)2 Oz 224+y24+22+2
g 2y —4yz 0 2z -
6z<m2+y2+z2+2+“05y :(ar2+y2+z2+2)2:@w2+y2+22+2qulndl

w & chiusa
(b) Dato che w & chiusa su tutto R? (che & un insieme semplicemente connesso) allora
w & esatta. Cerchiamo un potenziale di V' cioé una funzione V(x,y, z) tale che

ov __ 2x .

% - 12+y22+z2+2 +siny
— y

By = 2TFyit12 + x cosy

6@ 2z

9z = Frpiae
Dall’ultima relazione ricaviamo che V (x,vy, z) = log(z? + y? + 22 + 2) + a(x, y).

2 0
Da questo e dalla seconda relazione ricaviamo che — = Y %
Oy 12+y2+22+2 Oy
= ———-——5—— t+xcos — = xcos a(x,y) = xsin x). Dunque
224y + 22 +2 Y Oy 4 Y 4 d

V(z,y,2) =log(x? + y* + 2% + 2) + zsiny + b(z).
Derivando in x e utilizzando la prima relazione del sistema otteniamo che

+ x cos y)

2 2
v _ < +siny—|—b'(m):—x—l—siny:b'(x):o:b(x):c.

or a2+ y2+2242 2+ Y2+ 2242

V(x,y,z) = log(z? + y? + 22 + 2) + xsiny + ¢. Al variare di ¢ otteniamo tutti i
possibili potenziali della forma w. Se vogliamo che V(0,0,0) = log2 dobbiamo
prendere ¢ = 0 e quindi V(z,y, z) = log(2? + y? + 2% + 2) + xsiny.

(c) ~(t) = (et cos(mt), et sin(mt),et) ¢ e [-1,1].

Dato che w & esatta con potenziale V(z,y, z) abbiamo che



w=V(H1)-VH(-1)) =

2e? + 2
= log(2¢? + 2) — log ( ee: ) = log(e?) = 2

4. ®(u,v) = (ucosv,usinv,v) con 0 <v <u < 1.

2
V(—e,0,e) = V(—e 1,0, —e ') = log(2e* +2) — log(e—2 +2)

FhmE

S

SR

R
LY

iy
=

oy

Y
X,

SR

S
S

EANNNNN
L

%
Ak SN

A

R
T

o

AN

ARAY
HRERy
LETRY
I
Eines
s
=

« = (cosw, sinw, 0)
= (—usinv,ucosv, 1)

u N @y = (sinv, — cosv, u)
A

o] = \/sin21)+6082v+u2:\/1+u2.

1 1 1 u 1
(E):/ du/ dv|(I>u/\<I>v\:/ du/ dv \/1+u2:/ duux/l+u2dut=:u2
0 u 0 0 0

—~

=
S

1

1t 1 1 12 s 1 2 1
| Agtdt=- [ di=-2(1+1)3 27(22—1): _ =
2A + zA w(+)03 V2 3J73
1 u 1 — 1 1
/ZQCZU:/ du dv v’V1+u2 = 3 duuy/1+u2 "= 6/ tvV1+tdt =
b 0 0 0 0

1

1/(2 3
—t(1+4+1)2
6<3<+>

2 8 2 2 2
=5V2- V2t o= V24

2 [ s 2 1! s 2 2 5
1+1t)2 ) =-v2—— 1+t)2dt = —vV2— —(1+1)2
03/0<+>2> $Vi-g [ aenia=5va- Za+ !

1

0

5. A={(z,y,2) € R3: 42® + 9y* + 2% < 1, 2% < 42? + 9y°} / V4x? + 9y2dadydz.
A

Consideriamo il cmbio di variabile (z,y,z) = ®(p,0,¢) = (:pcosfsin, %p sin @ sin @, p cos )



| det J®(p, 0, )| = gp*sinp e @71 (A) = {(p,0,9) [0 < p <1, 0<6 <27, o < §m}
quindi

3
1 a7 1 27 1
/ V4x? 4+ 9y?dedydz = / \/ p2sin? ¢ = p?sing dpdfdy = / d(p/ dp df—p3sin? ¢
A o-1(A) 6 Ee 0 0 6
m [T ! 9 o [im 9 rofit o 1-— cos(2p) in
= 5/1 dgp/o dpp? sin? ¢ = /. dy sin® ¢ = /. dy — S 3 /1 dp 1—cos(2¢p)
4 4 4 4
w2 - it oq? LT
=— — —sin =— 4+ —
8 8Tl T T !




Universita degli

Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di Analisi 3

A.A. 2009-2010 - Docente: Prof. P. Esposito
Tutori: Gabriele Mancini, Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

1. w=e"dzx + zy dy

Se M(z,y) = e” e N(x,y) = xy dobbiamo verificare che /

A={(@y)|vel-1.

N M
3__ d—d rdy

A Ox

/ (z+1)%—(2®

Ot A =4 — 43 dove

n(t) = (t7t2 -1)te[-1,2]

2
; 2
/w—-/ (', t(t*=1)).(1,2t)dt = / el +2t*(? 1)=/ e‘+2t*‘-2tlalt=e‘+gf5
Y1 = = 1

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (26 Maccio 2010)
TEOREMI DI GAUSS-GREEN, DIVERGENZA E STOKES

A={(z,y)eR?:2®-1<y<z+1}.

ON oM
- 2Ty,
A dx By 4

w =
a+A
29?2 -1<y<z+1}.

x+1

x2—1

2
1
—/ da:/ dy y — 0——/ dz/ dyy—/ deyz
-1

g i '
—1) dr = —/ 224224+ 1—24+222 -1 = 5/ 20 +32% —2t do =
—1 -1
2
_ 1 1 16 1 33 27
5 = g = o L Lails
Plabi L i i ala

()=t -1)te[-1,2] e mlt)=(tt+1)te(-1,2

= Y ()= (1,2t)

e fergp S0 2 16 B g 1:00 18 g 1.90
. e 5 5 3 3 ~ e 5 3 = e 5
'7'2(t) = (t’t + 1) te [_122] = ');2 (f) = (1’ 1) quindi

/w—/ et+f
5 9

e

T

= e“ — 2

1}

e

/-
|

Quindi

2
i 1 1
e'+t2+t dt = ¢t +31J+22 2 i

=

_/w_ﬁ_ﬁ__
Y2 5 2

-2

3

2

-1



2. Sia E l'insieme delimitato dalla curva v(t) = (cost,sin’t) per t € [0, 27].

Per il teorema di Gauss-Green abbiamo che

™

Area(E):/ 1dxdy:/0dm+xdy:/ (0,cost).(—sint, 3sin® t cost) dt =
E vy

0
2 2m 4m
= / 3cos®sin? tdt = §/ sin?(2t)dt = §/ sin? s ds = §7r
0 4 Jo 8 Jo 4
2 _ .2
y<—x 2zy .
3. w= dx — dy e yr(t) = (Rcost, Rsint) per t € [0, 27].

(2 +y2)° (2 +y2)*
0 y-a? 2y +y7)? —dy(@® + Y)Y —2?) _ 6yx® —2y°
0y (2 + 4°)° (22 + y2)" (22 + 2)3
9 2zy —2y(x® + %) + 8x?y(a? + 7))  Gyx® — 2y°
55 @) @+ ) e

(b) vr(t) = (Rcost, Rsint) per t € [0,27] =7 (t) = (—Rsint, Rcost)

21T . 2 2 :

sin“t —cos“t  2sintcost

[y wz/o <( B T2 ), (—Rsint, Rcost) > dt =
R

1 27 1 2w
== / — sin® t+cos? tsint—2sint cos? t = — / — sint(1—cos? t)—cos® tsint dt
R Jo R Jo

2w
=0

! /27T int dt ! t
=—— sin = —cos
R Jy R

(c) Facciamo vedere che I'integrale di w lungo ogni curva chiusa in R?\{(0,0)} & nullo.
Dato che ogni curva chiusa si decompone in curve chiuse e semplici possiamo re-
stringerci a considerare le curve chiuse e semplici. Possiamo anche supporre che la
curva sia percorsa in senso antiorario. Sia dunque 7 una curva chiusa e semplice
in R?\{(0,0)} percorsa in senso antiorario.

0

Se v non gira intorno all’origine al-
lora possiamo applicare il teorema di

Gauss-Green alla regione E racchiusa
2 2

dalla curva v. Se M(z,y) = m

e N(z,y) = 7@%‘2)2 sappiamo che

M, N sono di classe C1(E) e che %—]X = N
%—]\; perche w € chiusa. Ma allora per

Gauss-Green




oM  ON

Supponiamo invece che -~y glrl attorno
all’origine. Prendiamo R > 0 tale che v
sia contenuta in Br(0,0) e chiamiamo
FE linsieme delimitato da v e da vyg.
Di nuovo M, N sono di classe C1(E) e
o — % quindi dato che T E = yp—v
applicando il teorema di Gauss-Green ad
w in E abbiamo

/w—/w:/ w = a—N—a—]wddy—()dacul/W—/
YR (:“H’E 8‘,1" ay

Quindi l'integrale di w lungo ogni curva chiusa in R?\{(0,0) } ¢ nullo e dunque w ¢

esatta.
3x2y3 3m3y2
4. w= — 6 +y6dx+ poG +y6dy
(a) 2 B 3x2y3 _ _9x2y2(x6 + yﬁ) _ 18$2y8 _ 9$2y8 _ 9.T8y2
oy a6+ yb (:EG + y6)2 (:c6 +y6)2
z 3x3y2 _ 9x2y2(x6 +y6) _ 183383/2 _ 9$2y8 _ 9.1382/2
Ox a®+ys (25 +y5)2 (284 y5)2

(b) m(t) = (\3/cost, Vv sint) pert € [0,2n] 1= (—Llﬁ Lﬁ%)

3cos3 t7 3sin3 t

2 .
sint cost
/ w:/ <(—3sintcos§73costsin§t),(— 3 ,2) > dt =
" 0 3cos3t 3sin3 ¢t

27 27
:/ sin2t+c032tdt:/ 1dt =2m
0 0

(c) Sia E la regione delimitata da ;1 e 7o.

Se M(z,y) = SIS N(z,y) = Y allora dato che w & chiusa per il teorema

m(‘)%,:,46 15+y6

di Gauss-Green abbiamo ON M
w — w = w = ———dwdyzOdacui/w:/w:%T

"2 " o+ E pOr Oy

5. F(z,y) = (zy,y?) B={(z,y) eR*:2?+y* <1,y > |z}



Dobbiamo verificare che div F dxdy = < F,r>dl.

B oB
div F' = y + 2y = 3y quindi passando in coordinate polari abbiamo che

1 3r 1
/ div Fdzxdy = / 3y dxdy = / dp/4 3p?sinf = 3/ dpp? (— cos 6) =
B B 0 S 0

1
0

N[
3

INE)

[

2], yo(t) = (cost,sint) t € [Z,37] e

OB = v U7y U~s dove y(t) = (t,t) t € [0
y3(t) = (=t t) t € 0, 2.
nt)= (1) te0,%2] i (t)=(L1), 7(nt) =L

[ ()]

V2

T 1,-1
/ <F,T>dl=/ <(t2,t2),(,’ ) > |7 (t)|dt:/ 2 —t*dt =0
7 0 |71 (0] 0

Yo(t) = (cost,sint) t € [Z,3x] 5 (t) = (—sint,cost), 7(7a(t)) = 7(“"2’(?)“”)

o

i t,sint . ir
/ <Fr>dl= / < (costsint,sin?t), W > |y (t)|dt = / cos? t sin t+sin® tdt
2 T 4t

ER

™

4 4

3 3
Zﬂ' T 2 2
:/ cos2tsin75—|—sint(1—coszt)dtz/4 sint dt = —cost| = g—i_g =2
T T x
_ 2 ; _ — (=11
Y3(t) = (—t,t) t € [0, T] 73 (1) = (=1,1), 7(1s(t)) = 2]
vz vz
z —-1,—-1 . 2
/ <F,r>dl=/2 (e, ELTD (t)|dt=/2 22 gt =0
¥s 0 |71 (0)] 0
Quindi/ <F,T>dl:/ <F,T>dl+/ <F,7'>dl+/ <Fr>d=V2
oB " V2 V3

1 1 1
. F =
E={(z,y,2) eR3 | 2?2 +y*> + 22 <1, 2 > 0}.




divF=—+ """+ "2 =— — —
oz 9y 0z (2 +y?+22+1)2 (2 +y2+ 22412 (22 + 92+ 22 +1)2
20 + 2y + 22
(22 +y2 + 22+ 1)%
Passando in coordinate sferiche abbiamo che

1 % 2T 0 0
/ div F dxdydz = —2/ dp/ d<p/ apP > Sing + psin Sm(p+pcoswp sin ¢ =
E 0 0 0 (1+p2)?

03 cos<psm<p p3sin(2 ) Lo p3eos(2¢)
:—47r/d/d 27r/d/d w/di
Pl W ’ o Wz,

1 1
s t / t+1-1 / 1 1
7T/o (1+p2)2 7T/o 1+1)2 ) 02 B A I e

1
™ b
=-—mlog2 — —~ =— —mlog2
. 7 log 5 +m 5 7 log
OF = 31Uy dove By = {(w,y,2) | 22 +y?+22 =1, 2 >0} o= {(2,y,0) | 22+y? <
1}
Una parametrizzazione di ¥, ¢ data da
®(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv) con u € [0,27] e v € [0, T].
&, = (—sinusinv, cosusinv O)
®,, = (cosucosv,sinucosv, —sinv)
®, A D, = (— cosusin® v, — sinusin® v, — sin v cos v)

[SE]

d, N D, (cosusin® v, sin usin? v, sin v cos v)

T = — =

[Dy A D, | Dy A Dy |

m H 1 1 1, (cosusin?v,sinusin®v,sinv cosv)
< F,7>do= du dv < (z,=, =), > |P,AD,| =
- 2'272 [y A D
1 2 m ) . .92 . 2 . 77 2 .

= 5/ dv du cos u sin” v+sin usin® v+sinv cosv = 7 dv sinvcosv = — dv sin(2v)

0 0 0 0

T ™
=— Zcos(20)|” ==

4 0

Una parametrizzazione di ¥g & ®(u,v

) (v )COHU,’UED:{(I7y)|LE2—|—y2§1}
(I)u:(l,0,0) <I>v:(0,1,0) b, ND, =

(0,0,1)  7=(0,0,-1)

1 1 1
<Fr>do= | < , , (0,0, 1) > |®,AD,|dudv =
/22 T /D <1+u2+v2 14+ u? 40?2 1+u2+v2)< )> | [ dudv

-1 1 27 P 1 p 1
=) —— dudv=— | d do =-2r | d = —7log(1+p?)| = —7wlog?2
/DHU2+U2 /0 p/o 1,2 /O T4 7 g( p)o g

Quindi/ <F,T>d0‘=/ <F,T>d0‘+/ <F,T>da:z—7rlog2.
OF p35 32 2

Abbiamo quindi verificato che / div F dxdydz = / < F,7>do
E OF

7. w=ayzdr +23dy —zdz Y ={(v,y,2) ER}|0<z2=1—2% —¢* 2* +y* <1}.



Sia F(x,y,2) = (vyz,2%,—2) il campo vettoriale associato ad w, dobbiamo verificare

che < rot F,7>do = w
b o+%
Una parametrizzazione di X ¢
®(u,v) = (u,v,1 —u? —v?) con (u,v) € D = {(z,y) | 2> +3% < 1}
®, =(1,0,—2u)
b, = (0,1, —2v)
D, NP, = (2u,20,1)
D, ND, (2u,2v,1)

TN, | Bu AT

€1 €9 €3
rot F' = a% a% a% = (0, 2y, 322 — x2)
ryz xd —z
2u,2v,1
/ < rot Fy7 >do = / (0, uv, 3u? — u(l — u? — UQ))MM)U A D, |dudv =
) D [y A Do
1 2
= / 2uv? + 3u? — u(l — u? — v*)dudv = / 3ududv = 3/ dp df p*cos® § =
D D 0 0

! 3 3
=3 d = -
77/0 P P ™

OFY & la curva (t) = (cost,sint,0) con t € [0,27]. ¥ (t) = (—sint, cost,0) quindy
2 2 27
/ w= / < (0,cos*t,0), (—sint,cost,0) > dt = / costt dt = / cost cos®t dt
ot 0 0 0

o 2m 2 3 2
=sintcos®t| + 3/ sin? t cos® t dt = 3/ sin?tcos?t dt = = / sin?(2t)dt =
0 0 0 0

W~

2m 4m
= §/ sin?(2t)dt = §/ sin?(s)ds = §27r = §7r

Quindi il teorema di Stokes & verificato.

Lw= (z3 — y?’) dx + (:133 — z3) dy + (y3 — x3) dz sul triangolo T' di vertici (1,0, 0), (0, 1,0)
e (0,0,1).

A

[y 8
AN
GOSN
RSN

SRS SNSANNAN



Il triangolo T giace nel piano = + y + z = le pilt precisamente T' = {(z,y,2) € R3 | z =
l—2z—y, 0< 2 <1 0<y < 1-—2}Una parametrizzazione di T & data da
®(u,v) = (u,v,1 —u—v) con (u,v) € D ={(z,y) eER?|0<2r<1,0<y<1—xa}
®, = (1,0,-1) @, = (0,1,-1) @, A®, = (1,1,1) 7= guage = il
F(agy,z) :( 3_y3’m3_237y3 —373)

€1 €2 €3
rot F = % 8% 8% = (3y? + 322,322 + 322,322 + 3y?)

P DY ST RS BTC B

(1,1,1)

/ < rot F,7 > do :/ < (302 +3(1—u—v)?, 3u+3(1—u—v)?, 3u’+30v?), ————
T D | Py A Dy

> |9, AD,|

1 1-u
:6/u2+v2+(1—u—v)2dudv:6/ du/ dou® + 02 + (1 —u —v)? =
T 0 0

1

! , 1 1
26/ du uv—|—§vg—f(1—u—v)3
0

—u 1
1 1
5 26/0 duu2—u3+§(1—u)3+§(1—u)3:

Nl o1, 1y 3
o] \3 4 6] 2

0

1
2 1 1 1
26/0 duu2—u3—|—3(1—u)3:6<3u3—4u4—6(1—u)4 =

OTD=a; —as —az dove ay(t) = (t,0) t € [0,1], «aa(t) = (t,1 —t) t € [0,1],
asz(t) = (0,t) t € [0,1] pertanto 07X = (0" D)y; — 72 — 73 dove

() =(ar(t)) = (¢,0,1=1t) te[0,1] 7 (f) =(1,0,-1)
Y2(t) = (az(t)) = (t,1 —¢,0) t€][0,1] Y2 (t) = (1,-1,0)
v3(t) = ®(as(t)) = (0,¢,1 —¢t) te€]0,1] v (t) = (0,1,—1)

1

1 1
f 1 1 1
/ w= / dt < ((1—t)3,3—(1—-1)3, —t3), (1,0, -1) > dt/ (1=t 4+t3 = —Z (1 —t)* + =t*| ==
Y1 0 0 4 4 2

0

1 1 1 3
Dunque/ w:/ wf/ wf/ w= =+ = 4+ = = = e quindi il teorema di stokes
otT 71 Y2 Vs 2 2 2 2
e verificato.
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 12 (28 Maccio 2010)
RirAsso

1. Sia A = {(:1'._1/, 2)eR:z+y+2<1,2>0,y>0,2> (]} / eV dardydz.
J A

A= {(:1:.,y.z)€R"’ :,()S;rgl.()gyg1~1:.0§z§1—17—-y}

Per il teorema di Fubini abbiamo che

1 l—z l—z—y l—z—y
/e"i+y+z(1;rdyd.-,= / e“eVe*drdydz =/ d;z:/ dy/ dz e“eve /(l?/dJF 0”0
A JA 0 0
1 i—g
/dI/dJ(’Jy —Y P(’J—/dr/(IJF~( (’J—/(Lzm—("(’"
Jo

T . ;
=/d.1:e(1~.1,)—ccl_'+ef=/(1.ze —(3.’1?=e"’~—;1:2‘ =c—,(——1=£—1
0 Jo 2 0 2 2

0

2. 0= {(.Ir,y,

Y0<z<hsiaC, = {(z,y) € R?| (2,y,2) € C} la sezione di C a quota z. C, & una



ellisse di semiassi 9% e bf e quindi Area(C,) = Wab,i—z. Dunque per il teorema di Fubini
abbiamo che

h h
z
Hey= [ A Ndz = b = Zrab—
Vol(C) /0 rea(C)dz /0 mabss = gmabig

. Una parametrizzazione di ¥ ¢ ®(u,v) = ((cosv + 2) cosu, (cosv + 2) sinu, sinv + 2) con
u,v € [0, 27].

= (—(cosv 4 2) sinu, (cosv + 2) cosu, 0)

(— sin v cos u, — sin v sin u, cos v)

®, = ((cosv + 2) cosucos v, (cos v + 2) sinwu cos v, (cosv + 2) sinv)
o,

P,
P,
d,
D, | = (cosv +2)

2 2 2m 27
P, NP,
/ 5 / dv / du | | / dv/ dy———
r? + y? (cosv +2)2 cos? u + (cosv + 2)2 sin® u 2+cosv

2m ™ 00
1 1 =tan ¥ 1 2 dt
=27 dU7=47T/ dvittizélw/ ———— ——dt =8r / =
o 2 + cosw o 24cosv 0 24 =L 14¢2 o 3+t

>>H

1F¢2

8 e o 472

= -7 _— = *7‘(\[ = Warctans = —

3/0 1+( / 1+s2 /3 N

w:dix—i—xydy E={(z,y) eR? |2* +4y* <4, >0, y >0}

22+ 4y + 4 ’ =S5 r=0v="1r

ON oM

SianoM(m,y)zmeN(x,y):xyveriﬁchiamoche/me— e a—ydmdy.

Passamdo a coordinate ellittiche (z,y) = ®(p,0) = (2pcos b, psin§) abblamo o~ YE) =
{(p,0) |0<p<1,0<0< T} eldetJP| = 2p quindi per il teorema del cambio di
variabile abbiamo

ON OM —8y
IV Y gedy= [ oy dady—
gy 0r Oy = /E 4 (22 +4y% + 4)2 vy /{;l(E

. 8psin b
g+ P> 7
(p T Gy

) | det J®|dpdb
)



1 T 1 0 1 1 p2cosf |2
p~ sin 9 P~ cos
:2/ dp/ df p*sinf + = 7:2/ dp —p°cos — ————| =
0 0 2(p*+1)? 0 2(p”+1)%,

1 2 1 1
1 p 2 p 2 1 —2p
=2/ d 2+77:7+/d7:———/d — =
/0 P+~ 37 )y P2 "3 2 ), PP+

OYE = v1 + 72 — 73 dove 7 (t) = (t,0) t € [0,2], 72(t) = (2cost,sint) t € [0,2] e
v3(t) = (0,¢) t € [0,1].

1(t) = (t,0)t €[0,2] 71 (t) = (1,0) quindi

2 2 1
a1 dt 1 ds =«
= L0y sdi= [ L4 1 ds 7
/w / 0),(1,0) /0t2+4 4/0(;)2+1 2/01+52 8

Y2(t) = (2cost,sint) t € [0, 5] 72 (t) = (—2sint, cost)

NE)

1
/ w—/ QCostsmt)( QSint7cost)>dt:/ —Zsint+2(3082tsintdt=
72 0

P_1.2_5
o 4 3 12

’73(t) = (Ovt) te [Oa ]-] ’73 (t) = (O’ 1)

1
1
— [ < (-5—,0),(0,1)>dt =0
/73“’ /0 e lC

= Leost— Zeos?t
—4COS 3COS

Y ={(z,y,2) eR¥ | 2® + 9?4+ 2% <

. Yz Tz Ty
Sia F = .
Dobbiamo verificare che < rot F,v>do = w.
ot

)
Una parametrizzazione di ¥ & ®(u,v) = (u,u,v) con (u,v) € D = {(x,2) | 222+ 22 < 1}



o, =(1,1,0)

®, =(0,0,1)

D, A D, = (1,-1,0)

D, A, (1,-1,0)

U0, AD, T By A D,

rot F — Z@l Zé 2@3 :< xy Ty 2z +y) )
N THEN  R\ R e A e

z—y+1 z—y+1 rz—y+1
/< rotF,Z/>d0=/ < (u?, u?, —2uv), (1, 1,0)>dudv:/ 0 dudv =0
b E E

2
parametrizzazione di 9TY & v(t) = ®(a(t)) = (% cost, f cost,sint) t€[—m 7.

Una parametrizzazione di 07D & «a(t) = (% cost, sint) con t € [—m, 7] quindi una
4 1 1 1 1 1
> dt / — costsint, — costsint, = cos®t), (——=sint, ——=sint, cos t)dt
fa=[<romaw>a=f< V2 3 o h(m gt gt eont)

1 I 2m 1
:/ ffcostsm t—— costsin2t+7cos‘3tdt:/ —costsin®t 4+ = cost(1 — sin® t)dt =
, 2 2 2 o 2

2w

27
1 3 1 1
=/ Zcost — —costsin®t dt = —sint — - sin® ¢ =0
0 2 2 2 2 o
Quindi/ < rotF,l/>dJ=0:/ w
by o+%

- F(z,y,2) = (zy,yz,22) B:{(w,y, ) eR P4y +22 <1 Z>vx2+y2}

10

Dobbiamo verificare che / div F dxdydx = < F,v>do.
B oB
div F=y+ 2+ 2 =2x+ y+ z. Passando in coordinate sferiche abbiamo che

27
/ div F = /x—i—y—i—zdxdydz-/ dp/ dcp/ df (psinpcos@ + psinsinf + pcos p) p?sin @

jus
4

z
—271'/ dp/ dyo p? smgocosgo—ﬂ'/ dp/ dp p? sin(2p) = 2/ dp —p cos(2<p)

™
= — d 3:—
2/0 e

OB = $1 Uy dove By = {(z,9,2) € R? | a® +42 +2° = 1, 2 > Va?+3%) e
222{(x,y,z)|z:\/m, l‘2+y2—|—z2§1}

Una parametrizzazione di X1 ¢ ®(u,v) = (sinv cosu, sinvsinu, cosv) con u € [0,27] e



v e [0F].
&, = (—sinusinwv, cosusinwv, 0)
®,, = (cosv cosu, cos v sin u, —snw)
®, A D, = (—cosusin® v, — sin usin® v, — sin v cos v)
o, ND, (— cos usin? v, — sin usin® v, — sin v cos v)
vV = =
| Dy A D, [Py A Dy
< F,v>do=
.. 9 . .9 .
(cos usin® v, sinu sin® v, sin v cos v)
dv du < (sin® v cos u sin u, sin u sin v cos v, cos u sin v cos v), > |, AD,|
[Py A Dy
2m
B 2 4. .2 .3 102 2 —
= dv du cos® usin® vsinu + sin” usin® v cos v + sin® v cos” v cosu =
i 3 4 2 2 T i o 2 3
= dv — - cos” usin® v + cos“ vsin“vsinu| + dv du sin”usin” vcosv =
0 0 0
™ z 2
4 2m 3 1 — cos2u 4 3 1 1 . T
= dv du sin®vcosv——— = dvsin® vcosv | = u — —sin(2v) =
2 0 2" 1 o
B 1 4 T
= sin®vcosv dv = m=sintv| = —
0 1 o 16
Una parametrizzazione di ¥ & data da ®(u,v) = (vcosu,vsinu,v) con u € [—m, 7 e
V2
NS [0, 7]
&, = (—vsinw,vcosu,0)
®, = (cosu,sinu, 1)
D, AP, = (vcosu,vsinu, —v)
o, NP,  (vcosu,vsinu, —v)
[Dy A Dy [Py A Dy |
2o (v cosu,vsinu, —v)
<Fuv>do= [ dv | du< (v?cosusinu,v?sinu,v?cosu), : : > | Py AD,|
o 0 —T |®’U4 A ©’L)|

ﬁ
/ / du v> cos® usin u+v> sin? u— v3cosu—/ dv/ du v?sin?u=m dvv
. —x 0

V2

_ AT

_4U0 6

Quindi/ <F,1/>dU:/ <F,l/>d0+/ <F1/>d0———|—1 T
G):] o N 16 16 8
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 1 (2 MARzO 2011)
Ripasso

L (a) ) . .
/02 sin(x)cos(x)dx:/o #dm: [_;2)}0 :%

(b)
/027r sin2(z) cos?(z)dax — /027r sin2i2gg) . /Ozw 1—%5(433) ) {380 i Sm?f;lx)]zﬂ -

2m —tan(Z 0 0 0
™ ! 1+t2 —oo(t_1)2 1_t -0

1 — sin(z) oo L= 17

3 d 3 d
/iw dx _ /3” sin(x) d (y=sin(x)) /5 dy _ ff% %—F 21 rfl B
: sin(z)  Jz 1 cos?(2) B Sil—y? 2 2
I o 3
=[~log[1 y”,% [10g|y+1|]7% _ log (3) —log (%)Jrlog (3) —log (3) _
2 2 2 2
= log(3) — log(2) — (log(1) — log(2)) = log(3)
(e)
+o0 +o0 2 9 g2t +oo
e m2da:=/ (—I> —2xe™™ | dx = _re —/ e =
/ (g () |

[—e™" cos(:v)m_oo—/o—wc — (=€) cos(z)dx = 1_/0+00 e~ cos(z)dx = /0+°<> e~ % cos(x)dx



T dr Foo 1 1 1 log|lz+1|  logl|z —1|
= + ——)dr= +
5 I3 —x 9 2x+1) 2(x—-1) = 2 2

/+°° dx _/+°° e’ (y=e") /+OO dy _
oo €Tt deT =2 f e —2er 44 Jo  y2-2y+4

O R
— dy = — |arctan | —(y — 1) =—
3/0 (ég(y_l)fﬂy 3 3 Y 9

2. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R:

(a) A= {(z,y) € R* :max{|z|,|y[} <1} = {(z,y) eR*: =1 < z,y < 1}
¢ il cubo centrato nell’origine di lato 2:

2,

H

-2+

Figure 1: A = {(x,y) € R? : max{|z|,|y|} < 1}

1 2
(b) BZ{(x,y)eR2:x2+y2<$}={(x,y)€R2i (f—) +y2<1}

1 1
¢ la circonferenza centrata in (2, O) di raggio 3

— log ||

“+o0

2



10}
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Figure 2: B = {(a:,y) eR?: 2?2 +92 < x}

(c) C={(m,y)eRQ:m2+y2§1,x2§y;}={(w,y)eR2:w2+y2§1, (y+\/§x) (y—ﬁx) >

> 0} & la porzione della circonferenza unitaria delimitata dalle rette
di equazione y = v3z e y = —/3a:
(d) D={(z,y) eR*: -1 <z <1 |y <4-2*}={(z,y) ER*: -1 <z <1,2° —4<y<4—2?}
¢ la regione di piano delimitata dalle rette verticalix =1lex = —1e
dalle parabole y = 2> —4 ey =4 — 2%

3. Disegnare i seguenti sottoinsiemi di R?:

(a) E={(z,y,2) eR*:2® +y* + 2> < 4,2 +y* < 1} @ la regione di
spazio delimitata dalla sfera centrata nell’origine di raggio 2 e il cilin-
dro di raggio 1 avente come asse ’asse z:

(b) F = {(x, y,2) ER3:0< 2 < } ¢ la regione di piano com-
1

$2—|-y2+1:

22 +y?+1

presa tra il piano zy e il grafico della funzione f(z,y) =

(c) G={(z,y,2) €R®:2® + y* = 2% |2| < 1} ¢la porzione del cono avente
vertice nell’origine, asse verticale e angolo d’apertura % delimitata
dai piani orizzontali z =1e 2z = —1:

(d) H = {(z,y,2) €R®: |z| + |y| + |z| < 1} & D'ottaedro ottenuto attraverso

simmetrie rispetto a uno o piu assi cartesiani a partire dalla regione
del primo quadrante delimitata dal piano x +y + z = 1:



-2

2
Figure 3: C' = {(z,y) ER?: 2?2 492 < 1,22 < %}

-4

Figure 4: D = {(z,y) e R*: —1 <z < 1,|y| <4—2%}



2

Figure 5: E = {(z,y,2) € R® 1 a® + ¢ + 2% <4,2% +¢* < 1}



1.0

1
Figure 6: FZ{(%Z/»Z)ERSZOS'ZS x2+y2+1}



Figure 7: G = {(z,y,2) e R : 2® + y* = 22 2| < 1}



1.0

Figure 8: H = {(z,y,2) € R® : [z + |y| +|2| < 1}
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 2 (9 MARzoO 2011)
SPAZI NORMATI

1. fo(z) = 2e7™ € C([0,1])

1 1 _ 1 1 — —_ 1
_,—nz _,—nz n 1
I = [ 15@ae = [ we”ﬂﬂdw:[x ¢ }— [T =
0 0 n 0 0 n n n Jo

e 1 [6”1 ! e 1—e™ 1—(n+1e™
+ =
0

n n

n 2

n n n

Dunque, ||fn = 0l1 = Ifnll no2geo 0, ciot f ) rispetto a || - ||1.

2. fo(z)=e""" C sine " f(z) == sinax Va € [0, 7] (Convergenza puntuale).
La convergenza é anche rispetto a || - || perché

||fn_f||1=/o7r |sinz|dz < (1—6_%2) /07r|sinx|dx§ﬂ'(1 —’;—2) nfoc o

3. xn(k) =

_ =22
l—e

n—-+4oo ].
2 (k) = o hEN.

(k2 1) + k?
La convergenza ¢ anche in ¢, perché
+0o too >
o —ally = - ‘ _ I ot
;) n(k2+1)+1 k2+1 ;J(n(k2+1)+1)(k2+1) ”k:o(k2+1)
1 1
4. x,(k) —3 cos <n2>
+oo
1 1
lznllh = — Zcosk () = 5
s n? n? (1 = cos (72))
+oo 2 “+o0 k
1 1 1
b= (S o () - B () -
k=0 "\ k=0 n n3,/1 — cos? ()
Dunque,
1 T (t=2%) 1 #
li nllt= 1 = i —r " =  ———
n_1>r41_100||xl||1 n—rto0 13 (1—cos (%)) n—too 1 — cos (%) tg%\fl—cost +oo

e quindi x, non converge in {1, mentre

(1=3)

2

lim ||zl = lim = lim

1

4
1
= = - — 1
nortee noreo \/1—(:052 % " +°°m/1—|—c05 % 1 —cos 2)



. t 12
= lim =0
t—0\ 14+costV 1—cost

pertanto x,, 210 in L.

5. (a)

(b)

[l

1%

b b
||f||1=/ If(fc)IdeS/ [fllocdz = (b= a)l|fllec  Vf € C([a,b])

Fale) = (1 = na)L)y 4 (2)
an“oo = fn(o) =1

mentre
= 1
0o 2n

n o

| full = /Oi(l —nz)dz = [m— 57 }

Da cio si deduce che le due norme non possono essere equivalenti:
infatti, se esistesse C’ tale che

C'llflle < £ ¥ € C([0,1])

allora in particolare si avrebbe

C' fulloo < Il falln "0

e dunque || fnllco 2400, che & assurdo.
1 x
n =—(1- 7) 1 n
gn(@) = = (1= 2) 1pg(2)
1 n o0
>0

n

"1 x 1 221" 1
Iglla /0 n ( n) T [n Qn]o 2

dunque, analogamente a prima, se continuasse a valere la disug-
uaglianza precedente, si avrebbe

lgnlloo <

mentre

lgnlli < Clignllos "> 0

che ¢ assurdo.

= xi per qualche k € {1,...,n} < 1’%4" . -Jr:ci = ||1:H§ = ||12]loo < 2|2

mentre

)13 = 2% + - +ap < Jloll3 + -+ 22 = nllalll = llzll2 < Vallel



Le costanti A =1 e B = /n sono ottimali perché

z=(1,0,...,0) = [[zllec = [[z[l2

z=(L1....1) = [z]2 = vn = vnllz]«
dunque, se A’ > 1, il vettore x = (1,0,...,0) non soddisferebbe
Alllzloo < [l2ll2
mentre, se B’ < y/n, per = (1,1,...,1) non varrebbe la condizione
[z]l2 < B'|[z]lo

7. (a)
1Fllem ety o= Do + 18 lloe + -+ 7]

Ifllem - 2 0 pesché Sl i=_sup [f@)] 20e [/0] = swp |z 0% € 1.
ze|—1, oo 1

[fllem -1y =0=0=[flle := sup [f(@)] = f(x) =0 Ve e [-1,1]
rE[—

IMllem (=117 = IM oo NS lloo - -+H>\f(m)Hoo = Al lloo FAIS oot -+A Hf(m)Hoo = Al fllem
1F+gllom iy = 1+t +g oot | FE + 9| < 1 low+lglloe+17 Now +g oo -

+ Hf(m)Hoo + Hg(m)HOO = Ifllemq=1,1) + lgllem =117

Dunque, || f||¢m((—1,1)) € una norma su C*([~1,1]) YVm < k.

(b) Mostro che (C*([—1,1]), ]| - llc2(-1,1])) & completo: se f,, € C*([-1,1])
¢ di Cauchy rispetto a || - [|c1((-1,1)), allora

n m—>+oo n m—>+oo

1fn = fmlloo 0 e [Ifi = finlle 0

dunque f,, e f/ sono due successioni in C([—1, 1]) di Cauchy rispetto
a || - [leo € quindi, essendo quest’ultimo spazio completo,

R e £y deeion |-

inoltre
£a) "E (o) = S0+ " pde "I F0)+ / g0yt Vo€ [-1,1]
0 0

dunque, derivando entrambi i membri si ottiene che f' = g e dunque

fo T f xispettoa |- [ler(o)
Suppongo ora che (Ck([—l, 1), | - Hck([,l’l])) sia completo e mostro
che lo & anche (C*'([=1,1]), ] - [ler+1(_1,1))): se fa & di Cauchy
rispetto a || - [|gk+1((—1,1]), allora
n mﬁJroo ) () anJroo
| fro—frnll oo 0 e ||f) =1 . 0 Vje{l,...,k+1}




(c)

dunque in particolare f, ¢ di Cauchy rispetto a || - ||c#([—1,1) mentre
f¥*+Y & di Cauchy rispetto a || - ||oo € quindi, per ipotesi induttiva e
per la completezza di (C'([—1,1]),] - |loo)s

fnnigoof rispetto a ||'||Ck([,1’1]) e f,gkﬂ) nigoog rispetto & ||*]|co

dunque, analogamente a prima,
£ " E [0 = 1000+ [ g @ p 000 [t voe L
0

pertanto f(k'H) = g e dunque

Jo " vispettoa || [leron)
1
fulz) = /22 + = € C*([~1,1]) Vk € N & di Cauchy rispetto a || - ||
n
perché converge a f(x) := |z|, infatti

2,1 _ .2 1

[fn=flloo = sup

z€[—1,1]

1
2+ — — Va2
V n

z€[—1,1] ﬁ a %
) P
¢C

tuttavia, non converge in C*([—1, 1] er alcun k > 1 perché il suo
limite rispetto a || - |l & f(z) = |z *¥([=1,1]) per nessun k > 1.
Dunque, (C*([~1,1]),] - |lsc) non & completo perché non tutte le
successioni di Cauchy convergono.

Fissato m e costruisco, a partire dalle successioni f,, e f del punto
precedente, g, € C*([~1,1]) Vk € Ne g € C™([-1,1)\C™ " ([-1,1])
tale che g, n2geo g rispetto a || - |¢m(j=1,1)): in questo modo, Vk € N
ho una successione di elementi di C*([—1,1]) di Cauchy il cui limite
non appartiene a C™*1([~1,1]), e dunque a nessun C*([—1,1]) se
k > m, pertanto ho dimostrato che (C*([-1,1]),]| - | ¢ ((=1,1))) non
¢ completo. E sufficiente prendere

z Z1 Tm—1 z Z1 Tm—1 1
= / dxl/ dx?/ fn(xm)dxm = / dxl/ dx2/ \/x?n"r‘ —dz,,
0 0 0 0 0 0 n

T 1 Tm—1 :L.m|x|
) = dx/ dm/ flep)dxy, = ———
) /0 ' 0 ? 0 () (m+1)!

Chiaramente g,, € C*([—1,1]) Vk € N, perché ¢\™ = f, € C*([-1,1]) Vk € N,
mentre g € C™([—1,1))\C™(|-1, 1]) perché g(™ = |z| non & deriv-

abile; infine, g, ngeo g rispetto a || - [[cm[—1,1] perché
. . xr Tm—1
0 =99 = s | [ Cdna [ (o) = Flan)dan) <
z€[-1,1] 1Jo 0

1 1 4
= / dl‘j"‘l'.'/ [ fn(@m)=f(@m) |occdzm = 2777 || fu(@m) = f(@m) oo "= "0 vje {0,...
-1 -1

—L—— | = sup —————— <
ze[—1,1] /.’[24-%4— /2 z€e[—1,1] /1'24—%4-‘/1'2
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TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

1
(f)(z) = /0 f(t) arctan (zt?) dt

® ¢ una contrazione su (C([0,1]), || - ||co) perché

1 1
[(Df)(x)—(Pg)(z)| = /0 (f(t) — g(t)) arctan (x2t2) dt' < /0 |f(t)—g(t)] ’arctan (xztz) | dt <

1
™ ™
< [ 17 =gl =77 = gl ¥ € 0,1
0

quindi

I(@£)(@) = (@g)(@)llo, = sup |f(z) = g(x)| < ZI1f = glloo

z€[0,1]

Dunque, per il teorema delle contrazioni, ® ha un unico punto fisso,
che &, come si verifica immediatamente, la funzione identicamente nulla
f(x)=0Vz €[0,]1]

(@f)(x) =1 +/xtf(t)dt

0
(a) X ={fe€C([0,1]) : 0 < f(z) <2Vz € [0,1]} & un sottoinsieme chiuso

di (C([0,1]),]| - [leo) pPerché contiene i limiti di tutte le sue sottosuc-
cessioni convergenti; infatti, se X 3 f, "= f rispettoa | - ||, allora
0< ful(z) <2

(b) ®(X) C X perché
ng(w)SQVxE[0,1]:>1S(<I>f)(a;)§1+/m2tdt:1+m2§2Vm€[0,1]
0

® ¢ una contrazione perché
x x 1‘2
(@) @a)(@)| = | [ 170~ stopa] < [“l7-glat = F5-alle <
- 2

Vi € [0,1] = (@) — (Bg)] < 19

(c¢) Essendo @ una contrazione, ha un’unico punto fisso f € X, che ¢& tale

che f(z) =1+ / tf(t)dt; derivando entrambi i membri e calcolando
0



N\

1) —
in = 0 si ottiene che { ;(E)a):):—le(:z:) , e dunque si puo trovare f

per separazione di variabili:

o fl@) _ [Ty wmsen [TF® [
flx)=af(z) = 7 —m:>10g|f(w)|—/1 i /o f(t)dt_/o tdt = 5 =

2

2

= |f(@) = €7 = f(z) = +e¥

M

ma poiché f(0)=1, si puo togliere il segno + e concludere che f(z) = e= .

k+2

(Px)(k) = e~ *r122(k)
® ¢ una contrazione su B = {z € {1 : ||z|; < 1} perché
= _kf2 5 2 1 = R
[(@2)—~(Ry)ll =D e B [22(k) = y? (k)| = = D e ™ |a(k)—y (k)| (k) +y (k)| <

e
k=0 k=0

1 +oo 1 +oo +oo +oo 9
< =D k) =y (R)|(|2(k) [+y(k)) < = > | (k) —y (k)| (Z e (k) + Iy(k)l> < lle=ylh
k=0 k=0 k=0 k=0

® non ¢ una contrazione su ¢; perché ha pit di un punto fisso, infatti:

k+2

2(k) = (@2)(k) = ¢ Fa2(k) = 0= F22 (k) —a(k) = a(k) (¢~ FHia(k) —1)

z(k)=0
« { oppure
x(k) = i

Affinché = € ¢y, & possibile scegliere x(k) = e*+1 soltanto per finiti
valori di k£, ma in ogni caso c’e¢ piu di un punto fisso, addirittura
infiniti.

k
(P2)(0) =0 e (Dux)(k) = Zajx(j) sek>1

=1

Se a < 1 allora ®,({x) C fo perché

k [eS)
o , a
[(@az)]loe = sup > a?z(j)| < a’|z]lo0 = 1]
keN | l—a

Viceversa, se a > 1, ®,(ls) ¢ Lo perché

ak+1

k —a
2k) =1k ENEle = (Roa)(k) =Y a’d o sea>l gy,
= sea=1



1
(b) Sea< 3 allora @, & una contrazione su (oo, || - ||oo) perché

k &S]
.y . ; a
[(Paz) = (Pay)lloc = sup > d @) —yi)| <D d eyl = Tz ¥l
eN |4 ,
]:1 ]:1
1 1 1 1
conliazl_a—1< _l—lzlsea<§.Viceversa,seazi,

2
®, non & una contrazione perché

k “+oo
a(k) =1,y(k) =0Vk €N = [[(®az)—(Pay)llec =sup|> _a’| =D ' = R a = > 1= [lr—yll
keN |4 : -
Jj=1 Jj=1
9.
{ To=cC
__3
Tn = Tp—1+2
O(x) = T3 [0, +00) — [0,400) & una contrazione perché
x
B0 < s @Oyl = s |-ty = e
" tef0,+00) teloto0) | (E+2)? 4

Dunque, ® ha un unico punto fisso dato dal limite della successione definita
come x,, = ®(x,_1) per qualsiasi scelta di zg € [0, +00); ma questa & pro-
prio la successioe data, quindi il suo limite & I'unica soluzione non negativa
3
dell’equazione x = ®(x) = P — 0=ax(x+2)-3=2>+22-3=(z—1)(z +3).
x
Pertanto, z,, e R > 0.

6. x =log (CEQ + 3) ha un’unica soluzione positiva perché ®(z) = log (332 + 3)
& una contrazione su [0, +00), infatti

2t V3
P(a)-2(y) < sup [@(D)]r-yl = sup o3l < Pla-y
| t€[0,+00) t€[0,400) |12+ 3 | 3 |
perché
6 — 2t2 3
v = O g p VB s (@)= |0 (£vE) = ¥
(t* +3) t€[0,-+00) 3

Dunque ® ha un unico punto fisso su [0,+00), cioe Il >0 tale che
z = log (332 + 3), e chiaramente x # 0 perché 0(0) = log 3, pertanto ’equazione
ha un’unica soluzione positiva.

> o] 2]
7. (a) |sinz| = ’/ costdt‘ < / | cost|dt < / dt = |z| Vz € R.
0 0 0

x |z || 2
(b) |1 —cosz| = ‘/ sintdt’ §/ |Sint|dt§/ tdt:%VmER.
0 0 0



x x )
i | |£ = 2|z| se |z| < 1, perché

| sin z| ||
(c) |tanx| = < < <
|cosx| ~ |cosz| ~ cosl T cos

lz] <1 C(‘)S x| > cos1 > cos 3
||

v dt bt
(d) |arctanz| = / | < / — < dt = |z| Vz € R.
0 241 0o t24+1 0

@ || ||
(e) le* —1| = ‘/ etdt’ < / el*ldt < / edt = e|x| < 3|z| se |x| < 1.
0 0 0

T—1—(e*-1 r—1 -1 3 3
) lsnal | €L =D et 1l =1 S 3fel
2 2 2
se |z < 1.
T _ 1 - _1 T _ 1 - _1
€ te < le |—|—2|e |§3|x|se|:£|§1.

(g) |cosha — 1| = 5
T dt =l dt
</ — 2| se |2] <
0

h) |1 Hl=[| —
) Jogte+ vl = |55 < [0 5

N | =




Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di AM220

A.A. 2010-2011 - Docente: Prof.ssa S. Mataloni
Tutore: Luca Battaglia

SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 4 (23 MARZO 2011)
TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA

F(z,y) = sin(zy) — cos(z) + €Y

(a) F & di classe C? in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0) =0 e
oF
a—y(O7 0) = [zcos(zy) + €’](, ,)=0.0) = | # 0, dunque per il teorema

della funzione implicita 3r, p > 0, g € C?(B,.(0), B,(0)) tali che F(z, g(z)) = 0 Vx € B,(0)
(b) Supponendo r,p < 1, si ha

2 2
F(.0) = 1 - cos(a) < & < 7 <

N3

1 T
dunque, posto T = ———— = 1, per avere sup |F(z,0)] < -
é%(0,0) 2€ B (0) 2 7 2|7

¢ sufficiente porre r = p; inoltre,

oF

1= T5-(2.y)| = [1-w cos(ay)—e"| < |1 — e |+|x cos(wy)| < ly|+|x| < 3p+r < 4p
Y

dunque per avere sup
(x,y)€B(0)x B, (0)

oF 1

. 1 .
ciente prendere p = —, e di conseguenza r =
8

1
5
(c) Essendo sin(zg(z)) — cos(z) 4+ €™ = 0 Va € B,.(0), allora

0= L;Zx (sin(mg(a:)) — cos(z) + eg(m)ﬂ » = [(zg'(x) + g(z)) cos(zg(x)) + sin(x)+

9/ (@)’ = 9(0) +9'(0)e”” = g/(0) > ¢'(0) =0

analogamente

0= G (sntosta —eoto) +2)] =t @) + 240 st

~(zg'(2) + g(2))?sin(zg(x)) + cos(x) + (9" (2) + ¢'(2)?) 69(””)} = 2¢'(0)+1+

+(9"(0) + ¢'(0)%) e/ =14 ¢"(0) = ¢"(0) = ~1

dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g ¢

g(x) = g(0) + ¢'(0)x + @xz +o0 (m2) = —% +o0 (172)



F(x1,x9,y) = arctan(zix2y) + log <COS(5171+5172)>
Yy

(a) F & di classe C? in un intorno di (0,0, 1), inoltre F(0,0,1) =0 e

oF 1
--(0,0,1) = {2?? - }
dy 213y  + 1 Y] 0 )=0,0,1)

teorema della funzione implicita 3r,p > 0,g € C*(B,((0,0)), B,(1))
tali che F(x1,z2,g(x1,22)) =0 Va € B.((0,0)).

= —1, dunque per il

—_

1
(b) Supponendor, p < 3 siha—1<x; 422 <1= = =cos (g) < cos(1) < cos(xzy + x2) < 1,
quindi

[\

|F(z1,22,1)| = | arctan(zqz2)+log(cos(z1+22))| < |arctan(zyza)|+|log(cos(z1+22))| <

2.2 2
i+ T 9
< |z1xe|+2|cos(my +x2)—1] < 22 (2 429)% < 5+4 < 3"
ertanto, posto I’ ! 1, per avere s |F( O)|<9 < P P
pertanto, p = 5, .. = —1,peraver up T1,T2, S TS 7 = =
5-(0,0,1) 2€B,((0,0)) 2 72T 2
e sufficiente prendere r = g; inoltre,
1 TaF( ) 14 T1To 1 |x1 22| +h <| I+ 1 <
—T—(z1,x = I I - = 1T
ay 1,22,Y (E%l’%y2+l y = Z’%.’L’%y2+1 142 >

2 _
<x1+12 ly 1| +2p< +2p<Ep

- 1
2 3 9
oF 13 1
dunque per avere sup 1-— T(xl,xQ,y)‘ =—p< =
(2,9)€B-(0,0)x B, (1) Ay 2 9

1
117"

R . 1 .
¢ sufficiente prendere p = 13 e, di conseguenza, r =

(c) Essendo arctan(zyz2g(r1,72)) + log (COS(MW

g1(z1,22)
allora
d
0= [ (arctan(xla:gg(xl,xg)) + log (cos(x1+:z:2))ﬂ =
dx; 91(9317552) (z1,2)=(0,0)
| w2g(, 32) +I1$28%gl(xlax2) _sin(ay +a9) dwl o; (1,2 =
2222g(x1, 20)2 + 1 cos(z1 + z2) g(x1,2) ( )=(0,0)
Z1,T2)=Y,
dg Jg
=—-——2(0,0) = ==(0,0) =0
By (00 = 5 -(0,0) =
analogamente
d
0= [ (arctan(:clng(xhxﬂ) + log (COS(:CI—HQ))H N
dzs 91(1'17172) (w1,22)=(0,0)

2223g(z1,22)%2 + 1 cos(z1 + 1)  g(wy,wa)

_lwlg(ﬂchxz)ﬂwzgfz(xl,wz) sin(z1 +2) 2 (w1,22)

‘| (zl,mg):(0,0)



__ 9 99 0.0y =
- _8-'1:2 (O?O) = 8.7;2 (070) - O

d2
0= {2 (arctan(xlng(xl,xQ)) + log (cos(:cl—i—scg))>} =
dl'l (z1,22)=(0,0)

91(1"17172)

92
212%(11, T3) + Cﬂl@%(wl, T2)

wirdg(ry, x0)? + 1

2
2x1729(71, T2) (129(3317 z2) + xlnTQaaTgl(zla IQ))

1
(z323g(21, 2)? + 1)2 cos?(z1 + z3)
2 2
%($1,x2)g(x1,x2) _ (8%(“’332)) 1 529( ) = 829( ) 1
- = —l=—7F35T1,7 —5 L1, = —
g(xl7x2)2 al’% 1 2 az% 1 2

(z1,22)=(0,0)

91($1, ifz)

d2
0= [ (arctan(xlxgg(xl,xg)) + log (Cos(wl—i—@))>} =
dxidzs (z1,22)=(0,0)

2
_ lg(iﬁlal‘z) + !Ez%(%,l‘z) + $1%($1,CL‘2) + $1w2%($1,1‘2)

B zix3g(z1,22)% 4+ 1 -

T1229(01, T2) <$29(3517902) + 531962,%1(551, 352)) (5619(5317%2) + $1$2a%g2($1a 352))

(2323g(z1,22)% + 1)2

2
| 62112 (21, 22)g(21, 22) — (%(ml,xg)) (%(m,m))
cos?(ry1 + x2) 9(w1,22)? !
(z1,22)=(0,0)
0% 9%g
— _ 0,0) = 0,0) =0
8x18x2( 0) axlaxz( 0

d2
0= {2 (arctan(xlxgg(xl,xg)) + log (‘W))} =

de 91(3717932) (z1,2)=(0,0)

2
2$13%g2($1, T3) + mlx2%£(xla T2)

wirdg(ry, x0)? + 1

2
2x1729(T1, T2) (leg(xl,xg) +$1.7325L§2(.731,$2)> 1

cos?(xy + 2)

2

(zfa3g(w1,22)% + 1)
2 2
%é(x17x2)g(w1,xz) - (g%(xlaﬂﬂz)) 0%g 2

g
= _1_7 ) = —5 5 = —1
9(5017962)2 8x§ (1’1 952) 8:5% (xl .’172)

(z1,22)=(0,0)
pertanto

g(x1,22) = ¢(0,0) + <<aajl(0,0), ;;’1(0,0)> ,(xl,x2)> +



8%g 8%y
1 ﬁ(()’ 0) Oz, 0w (0,0) 2 2 33% + 33% 2 2
+35 { (@1, 22), ( 2 2y (z1,22) )+o (27 +23) = — +o (z] + 23)
2 < 2 4(0,0) %%(070) 2

F(z,y1,y2) = (sin(y1) + ze¥* — 1,y + sinh(zy2) + log z)
F & di classe C? in un intorno di (0,0, 1), inoltre F(0,0,1) = (0,0) e

O—F(O 0,0) = K cos(y1) + xe¥ 0 )] _ ( 2
5y Y 2y1 —x cosh(xys) (@ 2)=(1,0.0) 0

F ! 1
¢ invertibile (con T = (8(0,070)) = ( (2) (1) >), dunque per il

D)

dy
teorema della funzione implicita 3r,p > 0,g € C*(B,.(0), B,((0,0)))
tali che F(x,g1(x),g2(x)) =0 Va € B.(0)

1
Supponendo r < §,p <1, si ha
|F(z,0,0)|| = /(z —1)2 + (logz)? < |z — 1|+ |log z| < r+2|z| < 3r
e dunque, per avere sup ||F(z,0,0)| =3r < PP < L,
z€B(1) 4 4T — 2(T

¢ sufficiente prendere r = 1—'02; inoltre,

OF (10 3 0 ( cos(ys) + zen 0 -
HQ—Ta—y(x,yhyz) = < 0 1 )‘( 0 1 211 —xcosh(xyg) o

_ 1_ cos(y%—&-xeyl 0
211 1 — z cosh(zys)

e dunque, essendo

cos(y1) + ze¥t

_ — ey 2 _ _ oY 2 33
1— ctocosty)l Lozet] _wi Lozl dlelll—et] _p7 rH 33l
2 2 2 2 2 2 2
LA L
SPTG TP =P
12y1| < 2p

3 9 13 9 121
[1—x cosh(zys)| < |1—x|+]|z||1—cosh(zys)| < 7"—|—§3|xy2\ < ”Z (z2 +43) < Z7"—|—Zp < T4

oF
per avere sup I —T—(z,y1,y2)|| <
(@,91,42)€ Br (1) B, ((0,0)) Ay
oF 79 1
<2 sup Hﬂz —T——(2,y1,92)|| = p < 5 & suffi-
(@,91.52)€ B, (1)x By ((0,0)) dy 1207 2

1
158"
Essendo sin(gy () + 2™ —1 =0 Va € B,(1), allora

. 6 .
ciente prendere p = 79 e, di conseguenza, r =

0= [;; (sin(g1 (@) + e ) - 1)] = [gh(@) cos(gs (@) + (1 + agi@))e” @] =

=1 r=1



1
2¢1(0) +1=¢1(0) = —3

2
analogamente
0= (n(o)? + sn(oga(o)) +1082)| = 265 (@)on(o) + (0no) + ) cosh )+
1] —s0+1= 50 -
0= [ (sntan o)+ e = 1)| = (g cotan () — o) st )+
dx? I
gl () + 261 () + wgh (2))e @] == 24297(0) = g1(0) = &
- LdeQ (91(x)? + sinh(zgz(x)) + log :v)] = [2 (91 (2)* + g1 (2)g7 (2)) +

+(g2(x) + 2gh(x))? sinh(wgz(2)) + (295 (x) + x5 () cosh(wga(x)) — % T

_ 1 _§ 1 _é
=95(0) B = g5(0) = B

dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g &
r—1

i) = =I5+ @ = )P+ o (@ - 17)

g2(x)=—(z—1)+ g(ﬂc —1)? 4o ((:c - 1)2)

F(z1,22,91,y2) = (\/yl 1 esinlmtr) Y2 iy () cos(y2)>

Tz 41

(a) F ediclasse C! in un intorno dell’origine, inoltre F(0,0,0,0) = (0, 0)

OF TES) 0 10
e —(0,0,0,0) = <2vyl+1 1 . )] :(2 )
B 0 —— +8 cos 0 1
o e lln(xz) () (z1,72,y1,92)=(0,0,0,0)
OF -
¢ invertibile (con T = (ay(0,0,0,0)) = ( g (1) )), dunque per

il teorema della funzione implicita 3r, p > 0,g € C*(B,((0,0)), B,((0,0)))
tali che F(x1,za,91(21,22), g2(21,22)) = 0 Vz € B,((0,0))

1
(b) Supponendo r < 1,p < 3 si ha

[P (@1, 22,0,0)[) = /(1 = 51422 L sin(eg)? < [ C1472) _ 1] 4 sin 2] < 3] sin(ay+ao) [+l

e dunque, per avere

P p

P
sup  ||F(z1,32,0,0)| <7r<f=_L_ <
4 4T ~ 2|7

z€B-((0,0))



¢ sufficiente prendere r = %; inoltre,

I,-T 3

oF (L oy (2
y T1,22,Y1,Y2) = 0 1 0

1 - 0
o 0 1-— ﬁ — sin(z2) cos(y2)

e dunque, essendo

‘ i+

per avere sup

<2

(1,2

N . 1 .
¢ sufficiente prendere p = 5 e, di conseguenza, r =

Essendo

|yl

1
0 2v/y1+1
1 0

’1 ‘ |Z/1 <
\/yl +1] Vi +1 \/1
2

— sin(z2) cos(yz)
1

P
< < —
Sr+r< 19

(w1,@2,y1,y2)€Br((0,0))x B, ((0,0))

I, -T

sup
2,91,92) €Br((0,0)) x B, ((0,0))

| <\/§|y1|§*

oF

]12 — T@(mlyx27y1a y2)

— (T,
y 1,22,Y1, Y2

L
168

0
= +1 + sin(z2) cos(yz2)

<

1
2

g1 (21, 22) + 1 — @4 72) = 0 vz € B,((0,0)), allora

d )
— _ sin(z1+x2)
0 {dml ( g1(z1,22)+1—¢ )}

—cos(x1 + z2)e

1

sin(:v1+w2):|
(z1,22)=(0,0) 2

analogamente

d .
— | = _ sin(z1+x2)
0 {dm ( gi(z1,22) +1—e )}

—cos(z1 + z9)e

|

(.’,Ul + 1) (:L‘l; 3:2) - 23’,‘192(1‘1,1’2)

sin(m1+a:2):| — 1

(I17I2):(070) 2

d (gg(:cl,xg)

chl x%—i—l

|

— sin(xs) cos(ga (21, m)))]

;3@, (w1, 22)

(1,22)=(0,0) lQ

dg1 g1

g1(z1,22) +1

T (0,0)-1 = =22(0,0) =

61‘1 8

gx (9017152)

(z1,22)=(0,0) l2

391 a91

g1(z1,22) +1

9 0,0)-1 = =22(0,0) =

8.’172

(z1,22)=(0,

, 13
+ sm(zg)a—?(ajl, x2)
1

(2% + 1)
892 892 _
- Oxy 92, 0= 0y B, 00 =0
d g2(x17 x2) :
- (2522 i) cosaen, o)

(11,$2):(0,

0o

0)

sin(ga(71, 952))]

0)

(z1,22)=

):

X
< e+ sin(az) cos(ya)| < a3+ sin(es)| < o] <

(0,0)=



%(3317372)

. 0 .
o — cos(xz2) cos(ga(z1,22)) + Sln(xg)g—i?(wh x2) sin(ga (21, xg))]

(11,1}2):(0,0)

_ 9920 0y 1 992
_8332(0’0) 1:>8x2

dunque lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g &

g1(x1, 22) = 221 + 229 + 0 (\/x% +x§>
go(21,72) = 2+ 0 (\/l‘% + x%)

(0,0) =1
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F(z) = e”cos(z) — Va2 +1

(a) F & di classe C* in un intorno dell’origine con F(0) =0, inoltre

F'(0) = |e*(cos(x) — sin(z —x} =1 # 0, dunque per il
(0) = |¢*(eos(a) = sinfe) = | =10 duque p
teorema della funzione inversa 3r, p e g € C?(B,.(0), B,(0)) tale che
F(g(u)) = u Yu € B,(0)

1
(b) Supponendo p <1, posto T = —— =1, si ha

F'(0)
T
1-TF'(z)] = |1 — e* cos(z) + e®sin(x) + ’ < [1—€®|+|e*—€” cos x|+ |e® sin(x) |+
1T = (@) + €"sin(e) + | < 1=} e sin o)
|2 | < 3fal+311cos(@) -3l sin(@)]+el < afal+Z+3la] < Tpr3l = 1
—_— T —cos(x sin(z)|+|z |+ —+3|z — ==
vVaz+1| - 2 > p 9 2 P
, 17 1, .
dunque per avere sup |1 —TF'(z)] < —p < = & sufficiente pren-
z€B,(0) 2 2
dere 1 e, di conseguenza, r p p 1
= — 7 R _ = I
P=1 & o ~ 2~ 34

(¢) Essendo e9™ cos(g(u)) — v/g(u)2 + 1 = u¥u € B,(0), allora

= | (2 costo) ~ VAP FT) | = [ @6 con(g(u) —sindtu) -
g(u)g’(u) o ’ _
BV uzo—g(O)ffg(O)—l

analogamente

2 = [#9 (¢ (w)(cos(g(w) — sin(g(w)))~

0= [ (eo(w) costotwn) — votwr+1)|

u=0

g'(W)? + " (w)g(u) (g(u)? +1)
(g(u)? +1)2

dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g &

g(u) = g(0) + ¢'(0)u + @uz +o(u)=u+ % + 0 (u?)

= "(0)-1= ¢"(0) =1

u=0

~2¢'(u)? sin(g(u))) —




2. Sia F : R?2 — R? definita come

(a)

Flz,y) = (cosh(m) - A+ 10g(cosy)>

y+1

F ¢ di classe C? in un intorno dell’origine con F(0) = 0, inoltre

e 0= (" _(iii)()ﬂ(w) (10

oF
vertibile (con T = (8(3@, ) ( g (1) ) dunque per il

teorema della funzione inversa 3r,p e g € C*(B,((0,0)), B,((0,0)))
tale che F(g(u,v)) = (u,v) Yu € B,((0,0))

)

1
Supponendo p < 3 si ha

LT oF _< 0 — tan(y) )

e dunque, essendo
| — tan(y)| < 2yl < 2p

|sinh(z)| < 3|z| < 3p

1 242 242
’1 2:|y+y2\§p+p2§12p
+12 (y+1)* 7 (1-1)
oF oF
per avere sup HI[Q - TH <2 sup I, — TH <24p <
(z,y)€B,((0,0)) Iz, y) (z,y)EB,((0,0)) o(z,y)
1 1
e sufficiente prendere p = 18 e, di conseguenza, r = Tos = % = 4”;”00 < ﬁ

Essendo (cosh(gl(uw)) - mgl (u,v) + log(cos(g2(u, v)))) = (u,v),
allora,
[d 1 g1
= (ot = Sz gy [ st e
992 (u, v) dg dg
$—du = -2(0,0) = =2(0,0) =
(g2(u,v) + 1) ()= (0.0) ou ou
analogamente
_[d 1 _ |99 .
0= {dv <cosh(g1(u, v)) — 2] T 1>L . = L% (u, v) sinh(g1 (u,v))+
992 (u U) 9
e (0,0 = 22(0,0) =0
Galu) + 12 o ou

09 (1,0)

_Og
o
:|(uv) (0,0) |:8U

d
0= {du (g91(u,v) + log(cos(gz2(u,v)

0
v) — % tan(gz(u,v))

1
2

(u,v)=

(0,0)



_ 9 I _
_|a _ |99 _ 09>
0= |y () togteostosuo)] =[G~ G antan(e)
_ g1 991 _
=90 00 =5, 0.0=1

dunque lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g e
91(u,v) = 91(0,0)+(V1(0,0), (u,0)) 4o (Va2 + 0?) = v+o (V2 +0?)
g2(1,0) = 92(0, 0)+(V.g2(0,0), (u, ) +0 (Vo +02) = uo (V2 +0?)

A={(z,y) eR*: 2’ + 9> =1} [f(z,y) =y

A & la circonferenza unitaria centrata nell’origine, dunque & compatto,
e quindi f, essendo continua, ammette massimo e minimo su A; inoltre,
A= {(x,y) eR?: g(x,y) = O} per g(z,y) = 1, dunque, per il teorema dei
moltiplicatori di Lagrange, i punti di massimo e di minimo per f su A
risolvono V f(z,y) = AVg(z,y), ovvero:

y = 2\x
T =2\y

Se fosse = 0, nella prima equazione si avrebbe y = 0, ma l'origine non

appartiene ad A, dunque & possibile dividere per x la prima equazione e

2
trovare A = 20 e sostituendo nella seconda equazione si ottiene z = “— = 2% = 32,
x x

2
e sostituendo nuovamente nel vincolo si ha 222 =1 = = = ig; pertanto,

si trovano i seguenti punti:

p++_<ﬁ,ﬂ> p+__<ﬂ,ﬂ> p_+_<ﬁ,ﬂ> b

\

\
I3

\

5

22 2 2 22

valutando infine la funzione nei quattro punti, si trova che

max f = f(Py) = % min f = f(Pyz) = —%

A= {(x,y,z) €R3:m+y+z§1,x20,y20,220} fz,y,2) = zyz?

A ¢ il tetraedro delimitato dai piani coordinati e dal piano di equazioni
x4y + z = 1, dunque e compatto, e quindi f, essendo continua, ammette
massimo e minimo su A; inoltre, f > 0 su A e f = 0 se e solo se una delle
tre coordinate e nulla; pertanto,

mAlnf:f(vavy) :f(x,O,z) :f($,y,0) =0

(u,v)=(0,0)



|
—
e,
(3]

k2

Figure 1: A= {(m,y) eR?: 2% 442 = 1}

Per quanto riguarda il massimo, invece, potra essere raggiunto all’interno
di A oppure sul bordo: nel primo caso, i punti di massimo risolvono
Vf(z,y) = (0,0), ovvero

yz2 =0
22 =0
2zyz =0

Tuttavia, tutte le soluzioni sono punti in cui la funzione si annulla, e

dunque punti di minimo, pertanto il massimo non verra raggiunto all’interno

di A ma sul bordo, in particolare sulla faccia superiore del bordo di A, in

quanto sulle altre la funzione si annulla; questa porzione di bordo puo es-

sere scritta come A = {(x,y,z) eR?:g(z,y,2)=0,2>0,y >0,z > O},

dove g(z,y,2) =  + y + z, pertanto i punti di massimo risolvono V f(z,y, z) = AVg(z, y, 2),



ovvero:

Sostituendo all’interno della seconda equazione il valore di A trovato nella
prima si ottiene z2? = y2?, e dunque x =y, perché f(z,y,0) =0, sos-
tituendo entrambe le quantita nell’ultima equazione si trova 2y%z = 2zyz = y2? = 2z = 2y

1
e sostituendo infine nell’equazione del vincolositroval =z +y+2=y+y+2y =4y =y = T

111
P—(474’2>

1
max f = f(P) = =

dunque I'unica soluzione &

pertanto

I punti della parabola y =2 — z? che distano meno dall’origine sono i

punti della parabola dove la funzione distanza all’origine al quadrato

f(z,y) = £ + y? raggiunge il valore minimo; poiché la parabola puo essere

scritta come A = {(:c,y) eER?: g(x,y) = 0} per g(z,y) = 2® +y — 2, al-

lora i punti in cui viene raggiunto il minimo sono soluzioni di V f (z, y) = AVg(z, y),
ovVvero

2 = 2\x
2y = A

Sostituendo la seconda equazione nella prima si ottiene 2x = 4xy, ovvero

1
x =0 oppure y = 5 sostituendo questi valori nel vincolo si ottengono i

Py =(0,2) Py= <\f;> P <_\26;>

Calcolando f nei tre punti si trova che f(FPy) =4 e f(Py) = 3 dunque i

punti

punti di minima distanza dell’origine sono gli ultimi due.

A={(z,y) eR? 1y >2?} f(z,y) = (x—5)>+2y°

A ¢ la regione di piano che si trova al di sopra della parabola di equazioni
y = 22, dunque & illimitato, ma & chiuso e dunque f, essendo continua e
coerciva, ammette minimo su A; tuttavia, f e illimitata su A perché

sup f > £(0,n) = 2n? " oo
A

Per quanto riguarda il minimo, non puo trovarsi all’interno di A perché
Vi(z,y) = (2(x — 5),4y) si annulla solo in (5,0) ¢ A; dunque, viene rag-
giunto sul bordo, cioe su dA = {(z,y) € R* : g(z,y) = 0}, dove g(z,y) =y — z?,
pertanto i punti di minimo risolvono:

2(x —5) = —2\x
dy = A



Si ottiene 2(x — 5) = —8xy = v = %ﬁ-l’ sostituendo nel vincolo si ot-
Y
, 25 (16y> + 24y + 25) (y — 1) o
tiene 0 =y — = =y=1= 1z =1, quindi
YT Ay Ty (1y+1)? ’ !

min f = f(1,1) = 18

“+o0
A={(z,y) eR*: (2 —2)*+y* <1} f(z,y) = / e "t sin(yt)dt
0
(a) fedefinita <= x > 0oppurey = 0, in particolare V(z,y) € A perché
(z—2?<(r—-2%+9°<1l=>-1<z-2<1=1<z<3.

(b)

+oo 1 y +o0
flz,y) = / e " sin(yt)dt = —;[e“” sin(yt)]a”’o—; / e "t cos(yt)dt =
0 0

y 400 y 1 y +oo
= _7/ e " cos(yt)dt = —2 (-[ezt cos(yt)]F>® + f/ et sin(yt)dt> =
0 xr X T Jo

x
2 +o0 2 +o0
Y Yy —xt Yy —xt Yy
=22 Hdt = (1+ % Hdt = = =
g R e " sin(yt) < + x2> /0 e " sin(yt) -
+o0o y
= “Tsin(yt)dt = ———
/0 e~ sin(yt) R

(c) A e la circonferenza unitaria centrata in (2,0), dunque e compatta e
pertanto f, essendo continua, ammette massimo e minimo su A: se
il massimo o il minimo di f su A fossero raggiunti all’interno, allora
verificherebbero

2zy x? — g2
(@2 + 42 (a2 +¢?)*

(0,0) = Vf(z,y) = (-

tuttavia, dalla seconda equazione si ricava y = +x e, sostituendo nella
222
(a2 +y?)?
non ¢ un punto di A e quindi sia il massimo che il minimo sono rag-
giunti in 04 = {(z,y) € R*: g(z,y) = 0}, dove g(z,y) = (z —2)* +y* — 1,

seconda, si ottiene F =0=2=0=y =0, ma lorigine

quindi
2wy _
{ L 2A(x — 2)
a?—y?
@ 2
22 — 42
Dalla seconda equazione si ricava che A = 2 oppurey = 0
2y (z* +y?)
ma in quest’ultimo caso z =0 e (0,0) ¢ A; sostituendo nella prima
2xy (2% —9?) (z —2)

= —2zy° = (2* —¢°) (z —2) =

equazione si ottiene — 5 = 5
(% +y?) y(z®+y?)



9 2x2 — g3 2:1:2—1:3_874:E

y? = =" sostituendo nel vincolo si ottiene 1 = (z — 2)% +
42 x4 2

6 3
== E =>y=1y1-—(x—-2)2= :I:g; dunque i possibili punti di

massimo o di minimo sono

6 3
po=(22
+ (575)

Calcolando infine la funzione nei due punti si trova

mfxle = f(Py) = % mf}nf =f(P.) = —é

8. Se y=1(0,...,0), allora (z,y) = 0Vz € R" e dunque anche il suo mas-

simo e il minimo tra i vettori di norma unitaria sono entrambi zero; al-
trimenti, fissato y = (y1,...,¥n) € R" la funzione f(z) = (z,y) & di classe
C"' suR"; inoltre, la sfera S = {x € R™ : ||z|| = 1} puo essere scritta come
{z € R": g(z) = 0}, dove g(z) = ||z||* — 1; dunque, per trovare il mas-
simo e il minimo di f su S si puo usare il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange: essendo Vf(z) = (y1,...,yn) € Vg(z) = (221,...,2x,), i punti
di massimo e di minimo risolvono

Yy = 2)\.1?1

Yn = 22T,

Poiché A # 0, altrimenti (y1,...,yn) = (0,...,0), allorasi hax; = g—;\ Vie{l,...

[yl [yl y
L = = 2
2[A| 2 [yl

calcolando la funzione nei due punti si ottiene

max  (z,y) = <yy> — Iyl min (ey) = <yy> — lyl
z€R™, |[z]|=1 Y]l z€R™,|[z]=1 Iyl

In particolare, ||z|| =1 = |(z,y)| < |lyll; se invece z € R™ & un vettore
qualsiasi non nullo, chiaramente ﬁ ha norma unitaria, dunque per quanto
x

sostituendo nel vincolo si ottiene 1 = ||z|| =

appena visto <”x”y> < Iyl = (,9) < llz]ly]l, disuguaglianza che ovvi-
xT

amente e vera anche per x = 0, in quanto entrambi i membri sono nulli.

42



>0,y >0,2>0}

<l,x

{(gc,y,z) ER3:z4+y+=z

Figure 2: A



Figure 3: Parabola di equazioni y = 2 — z°
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Figure 4: A = {(z,y) e R® : y > 2°}
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Figure 5: A= {(z,y) eR*: (z —2)* +y*> < 1}
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A={(z,y) eR?:2? + ¢y < Lo +y>1} flz,y) =a(y+1)

A e il settore del disco unitario delimitato dalla retta di equazioniy = 1 — =z,

15

r
[
|
—r'_:_
£
T
[}
i
T
=]
in
ot

-1.5F
Figure 1: A= {(z,y) eR*:2° +3* <L,z +y>1}
dunque & compatto e pertanto f, essendo continua, ammette massimo

e minimo su A: questi valori sono raggiunti all’interno di A, oppure
allinterno del segmento A; = {(z,y) € R* :x +y =1,0 < x < 1}, oppure

Lh



lungo Parco Ay = {(z,9) €R?:2? + 42 <1,0<z < 1,0<y < 1}, o in-
fine nell’intersezione tra queste due curve, cioé nei punti (1,0) e (0,1); nel
primo caso si tratta di massimi e minimi liberi, cioé soluzioni di

(0,0) =Vf(z,y) = (y+1),z

tuttavia, 'unica soluzione & il punto (—1, 0) che perd non appartiene al vin-
colo; cerco dunque massimi e minimi su A;: poiché 4; C {(z,y) € R*: g(z,y) = 0}
con g(z,y) = x +y — 1, allora questi punti risolveranno V f (z,y) = AVg(z, y),

OovVVero:
y+1=2A
r=A\

ovvero x = y + 1, che sostituito nel vincolo da 2y 4+ 1 =1, cioe y =0 e,
di conseguenza, x = 1; tuttavia, il punto (1,0) non si trova all’interno del
vincolo e quindi verra considerato separatamente; analogamente si procede
per Ay C {(z,y) € R? : g(x,y) = 0} con g(x,y) = 2% + y* — 1: le soluzioni
risolvono
y+1=2\x
{ x=2\y

poiche per z = 0 non ci sono punti all’interno del vincolo, nella seconda
equazione si puo dividere per x trovando cosi A = ;—y che, sostituito nella

2
prima equazione da y + 1 = ~—, ovvero 4> + y = x°, e sostituendo nuova-
Y

1
mente nel vincolo si ottiene 2% +y —1 =0, ovvero y = — e y = —1, ma

appartiene all’insieme A soltanto la prima soluzione, a cui corrisponde il

punto
b <1¢3>
27 2

Calcolando la funzione negli altri possibili punti di massimo/minimo
P, =(1,0) P;=1(0,1)

si ottiene che

r+y

22 +1

A ¢ il cilindro verticale avente per base il disco unitario, dunque ¢ chiuso

ma non limitato; tuttavia, poiché (z,, yn, 2n) € A, ||(Xn, Yn, 20)|| = +00 = |2,| — 00,

si ha che lim f(@nyYn, 2n) = 0, mentre la funzione
(wvnynvzn)eAaH(xnaynyzn)”_)""oo

cambia segno in A, e dunque sup f > Oe iI}lf f < 0 vengono raggiunti e sono

A:{(1‘7y’z)ER3:x2—|—y2§1} f(xvyaz):

dunque dei minimi; se fossero raggiunti all’interno si avrebbe

1 1 2z +y)z
2241722417 (22 41)

(0,0,0) = Vf(z,y,2) = (



che ¢ assurdo, dunque sia massimo che minimo sono raggiunti sul bordo,
che ha equazioni A4 = {(z,y, 2) € R3: g(x,y,2) = 0} per g(z,y,2) = 22 +y? -1,
pertanto i punti di massimo e di minimo risolvono

1

71 = 2N

_ 2(zty)z 0
(z2+1)%

Dalle prime due equazioni si ricava A # 0 e 2z = = 2)\y, cioe

1
2241
x =y # 0, mentre dall’'ultima si ottiene z = 0; sostituendo nell’equazione

del vincolo si ottiene r =y = i?’ ovvero i punti

V2 V2
P = (iz,i2,0>

calcolando infine la funzione nei punti si trova

max f = f(Py) = V2 minf=f(P-) =-V2

Un cilindro avente raggio della base pari a r e altezza pari h ha superficie

laterale pari a 27rh, mentre quella di ogni base ¢ 772, dunque la superfi-

cie totale e 27 (r2 + rh), mentre il volume & 772k, pertanto massimizzare

il volume dei cilindri con superficie totale pari a 27 equivale a massimizzare

la funzione f(r,h) = wr*hsul vincolo A = {(h,r) :€ R* : 7* + rh =1,r > 0,h > 0}:
il vincolo non & compatto, ma per (r,h) — (1,0) e (r, ) — (0, +00) la fun-

zione, positiva su tutto il vincolo, si annulla, e dunque il massimo viene
raggiunto, e sara una soluzione del sistema Vf(h,r) = AVg(h,r), dove

g(h,r) = r* + rh cioe:

2rh = A(2r + h)
7r? = Ar

Dalla seconda equazione si ottiene A = 77, che sostituito nella prima da
2nrh = wr(2r + h), cioé 2h = 2r + h, ovvero h = 2r; sostituendo nel vin-

3
colo si ottiene 3r2 = 1 = 55 pertanto i cilindri di volume massimo hanno

. . 3 V3 o2
raggio pari a 3 e altezza pari a 3 e il loro volume & Tﬂ'.

A:{(x,y)ERQ:—begb,OSySa(bQ—m2)}

L’insieme A & normale nella variabile y, cioe & del tipo {(z,7) € R? : ¢; < x < ¢o, fi(z) <y < fo(x)},
pertanto la sua area puo essere calcolata con il teorema di Fubini:

b a(bQ—m
Area(A)z/ 1d1:dy=/ dx/
A - Jo

Per massimizzare questa quantitd sul vincolo a? 4+ b? = 1, noto che per

2

) b a 1% 4
_ 2 2 _ [ 52 317 _ 2 3
dy—/_ba(b 2?) dz = {abx 3x]ib—3ab

4
a — 0 oppure b — 0 la quantita gab3 tende a 0, dunque il massimo e



raggiunto all’interno e quindi risolve
{ %b?’ =2)\a
4ab® = 2)\b
Dalla seconda equazione si ottiene A = 2ab, sostituendo nell’altra si ha
—2 inserendo nel vincolo si ottiene éb2 =1=b= ? =a=

4
§b3 =4a’b=a® =
e per questi valori si ottiene
4 13 V3
max -—ab’ = —
aZ+b2=1 3 4

A {(m y) € R? x4—1§y§min{x+1,cos( ;v)}}
T
—x

{(:z: y) € R? 71<x<1,x471§y§min{x+1 cos( >}}

= , :
L’insieme A & normale rispetto alla variabile y quindi, come nell’esercizio

precedente,
1 m1n{a:+1 cos % )}
Area(A) /ldmdyz/ dx/
A -1 rt—1

:/1dx/:o_sl(gm)dy—&-/_oldx[;jdy:/01 (cos(gx)—x —I—I)dx—l—/
2 21

2 s x® ! oz 0
= — si — —_— —_— —_— 2 = — —
Lrsm(f) 5 +z]0+{ 5 Tt z] 710
6.
sin 1
L sl ¢
k2
z, "= x in ly, ove x(k) = k2,1nfatt1
+oo k? +oo
n 1 1 n—00
e 0
k=1

<22 sin () §

i = 23 = > =0
k=1

k=1

2

0

?

-1

(x+1—x4+1)d



1
(@f)(x):/o sin(z sin(nt) f(t))dt

® ¢ una contrazione su (C([0,1]), || - ||co) perché

[2f = Pglloc = sup
z€]0,1]

1
/0 (sin(z sin(nt) f(t)) — sin(x sin(mf)g(t)))dt‘ <

sup / | sin(x sin(7t) f(t))—sin(z sin(7t)g(t))|dt < sup / |z sin(7t) f (t)—x sin(wt)g(t)|dt <
z€(0,1] z€[0,1]

COS(TFt):| ' _ g”f _ gHoo
0 ™

1
< |~”U\||f—g||oo/0 sin(rt)dt < || f — glloo [_

F(x,y1,y2) = <(y§ + 1) eMrernT — gy % + sin (x2)>
1

(a) F & di classe C? in un intorno di (0,1,0), inoltre F(0,1,0) =0 e

Ja -1 2 arctan T —
a67(0,1,0) = K Ty L )} N < 0 1 )
y y% Y1 ($7y1ay2):(0a170)

¢ invertibile (con 77! = (25(&1,0)) = ( _01 g )) dunque
(Br(0), B,((1,0)))

per il teorema della funzione implicita 3r, p > 0,9 € C?
tali che F(z,¢1(x), g2(x)) = 0Va € B,.(0).

1
b) Supponendo r < 1,p < =, si ha
r=3

|F(z,1,0)| = \/(eamﬂnx — 1) +sin (22) < |e?retan® — 1|+ [sin (2%)] < 3|arctan z|+|2?| <

Blz| +r? < 4r
P
4||T||oo =37

n-lk\b

e dunque, per avere sup |[F(z,1,0)| < 4r
z€B,-(0)

¢ sufficiente prendere r = l—pﬁ; inoltre,

; TaF( ) < 1 0 > ( -1 0 ) ( 1 2y2earctanz ) < 0 _2y26arctanm >
2—4 =T, Y1, Y2) = - Y2 1 =\ -1
8?/ 0 1 0 1 y% 2t % 1 Y1

e dunque, essendo

<

|~2ype™tene| < 2yoel*! < 6]ys| < 6p

= SL'gZ‘HyﬂS@
1
vil ™ (1-3)
1 -1
Y1 Y1 1_§




<

oF
per avere sup H]Ig —T—(z,91,92)
(2.41.92)€ B, (0) x B, ((1,0)) dy

F 1
I, fTa—(x,yl,yg) 0 <12p < 3 ¢ suf-

<2 sup
Ay

© (@1.92)€B,(0)x B,((1,0)

L
384"
Essendo (g2(2)? + 1) €™ * — gy (z) = 0 Vz € B,(0), allora

1
ficiente prendere p = 21 e, di conseguenza, r =

0= L (@2 e —g@)| = (20wt + LEILY greans
2=0 +

—01(@)]—g =1 -61(0) = 1(0) =1

analogamente

o[ ()] - [HE A ] -t

= g5(0) =0

Dunque lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g &

g1(x) =1+x+o0(x) ga2(r) = o(z)



2

Figure 2: A= {(z,y,2) € R3: 22442 < 1}
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Figure 3: A = {(h,r) €R?2:r24rh=1,7r>0h> O}
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Figure 4: A = {(:c,y) e R%: fnggb,()gyga(be:cz)}



Figure 5: A = {(x,y) eR?*:2?t—1<y< min{a:+ 1, cos (gfb’)}}
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 7 (27 APRILE 2011)

INTEGRALI
1.
A:{(m,y)ERQ:OSwgl,Ogyge”}
A e la regione del piano compresa tra gli assi cartesiani e le rette di
Wl
P -"Ir
; j
i
i
F.
i
.
2.0 f
£
.
1.5 F.
£
o
5 E
1 1 1 L L 1 1 " 1 1 1 L L L 1 1 1 1 1 1 1 L L 1 1
-1.9 -0.5 0.5 L. 1.5 2.0

Figure 1: A= {(z,y) eR*:0<2<1,0<y<e"}

equazioni x =0, z = 1, y = 1 e il grafico della funzione y = e, dunque &



normale rispetto alla variabile x e quindi per il teorema di Fubini si ha

1 e® 1 27¢” 1,2z 2271 1 2z 2 2271
/xyd:cdy:/ dx/ :Eydy:/ dx {xy] :/ e _ [me ] Y - e{e] =
A o 0 0 2 |, 0o 2 4 ]y Jo 4 4 8 1o

_€2+1
8

A:{(a@y)€R2:0§x§1,x§y§1}:{(x,y)ERQ:OSySI,Ogmgy}

A ¢ 1l triangolo compreso tra le rette di equazioni x =0, y =1 e x =y,

Y

T

-0.5F

Figure 2: A= {(z,y) eR*: 0<z <1,z <y <1}

dunque e normale rispetto alla variabile y e quindi per il teorema di Fubini
si ha

5 1 y 5 1 R e_yz 1 1 1
/ e ¥ dxdy :/ dy/ dre ¥ z/ ye ¥V = | — == - —
A 0 0 0 2 o 2 2e




A={(z,y) eR*:0<2<1,0<y<20<z <y}

1.0

Figure 3: 1l tetraedro avente come vertici i punti (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1) e
(1,1,1)

cos(wxyz)yzj Y
m

1 z Yy 1 z
/ sin(rryz)y? 2t dedydz = dz [ dy / sin(rzyz)y?2tde = / dz / dy [—
A 0 0 0 0 0

! * 3(1— 2 1 2.3 L2 2177
:/ dz/ dyyz (1 — cos (my?z)) :/ ds ly z°  z7sin (my z)] _
0 0 ™ 0

2r 212
0

0




1
(Y[ 2%sin (723) e 6 . cos (m2%) 1 )
= /0 2 272 z = 197 67-(-3 . - 127 3’/T3
A={@y)eR 0o ly<z<ye ) =

—{(@y9)eR 00 <10<y <oy <z <y )

1.

1.5

Figure 4: A:{(x’yvz)€R310§$§1,y§z§ye’”3—y3}

3

5 1 . e
/Idey dwdydz:/ dx/ dy/
A 0 0 Y

—Y

3
1 x
IdeygdZ — / dll')/ nyeyS (yexs_yg B y) dy _
0 0



A={(z,y) eR*: 2’ +y* <4,z +y>2}

A ¢ la regione di piano delimitata dalla circonferenza centrata nell’origine

15

\ asf e/
N )
H‘MH #;/
R“H-___:__l_ﬁ_'____f-
15t

Figure 5: A= {(z,y) e R* 12> +¢y* <4,z +y <2}

di raggio 2 e la retta di equazioni x + y = 2; poiché A = B\C, con

B={(z,y) eR*:2® +y* <4,2>0,y >0}



I'intersezione tra il disco centrato nell’origine di raggio 2 e il primo quad-
rante, e

C= {(a:,y) €R2:x+y§2,x207y20}
il triangolo con vertici in (0,0), (1,0) e (0,1), che & normale rispetto
alla variabile z. Passando a coordinate polari per il primo insieme si ha
®(p,0) = (pcosb, psind) e @' (B) = {(p,0) € [0,+00) x [-m,7] : p> < 1,pcosf > 0, psinf > 0} =
= {(p, 0) € 0,400) x [-m,7]: 0<p<1,0< p< g}, dunque essendo il
determinante jacobiano pari a p

2 22—z
/ yidedy = / ysdxdy—/ yidxdy :/ p* sin® Hdpdﬁ—/ dz/ yidy =
A B c ®-1(B) 0 0

2 z 2 472 512 px 9 A
27
:/ p4dp/2sin39d07/ dr [y} [’7] /zsinﬁ(lfcos?@) dé)f/ C=2)
0 0 0 4], 5 JoJo 0 4
5

32 [cos3 t (x—2)51" 64 8 8
= — —cost| —|———| =—=—z =3
5 3 o 20 |, 15 5 3

2
1 1
A:{(x,y)ERQ:xEO,xQ—i—yzgl,(x—z) +y224}

A e la porzione del disco unitario centrato nell’origine contenuta nel semip-

iano di equazioni x > 0 meno la circonferenza centrata in (0, 2) di raggio

1
5 Passando a coordinate polari si ha ®!(A) =
= {(p,G) € [0,400) x [-m, 7] : —g <6< g,COSQ <p< 1} e dunque,

2 ! ] p3cosf !
/ xdxdy = / do p* cosBdp = / do [ } =
A —g cos 6 — 3 cos 6

jus
2

/72‘ 0039(1—c0s39)d67 {sin&]g /;‘ (1 + cos(26))?
A - A

2df =
s 3 3 | _= s
2 P 2
1 Z [ cos(4t) cos(2t) 1 1 [sin(4t) = sin(2t) ¢]>2 1 7
- 4 S)ao=-— o= T
3/_12r< 2 + 12 +8 3 96 + 24 +8_ 3 8

A= {(x,y,z) eER? izt +y?+22< 1,27 §x2—|—y2,x20,y20,220}

A ¢ la porzione del primo ottante delimitata dalla sfera unitaria centrata
nell’origine e dal cono con vertice nell’origine, asse verticale e angolo di

apertura % Passando in coordinate polari si ha ®(p, 8, ¢) = (pcos 8 sin p, psin @ sin @, p cos )

ed1(A) = {(p,@,go) € [0,400) x [-m, 7| x [0,7] : 0< p<1,0<0 < g,% <p< g}

dunque essendo il determinante jacobiano pari a p?sin ¢

1
dxdyd B 2 ! p?sin 6 z tan (p 2
/ rdydz :/ da/ dw/ Aol T cosgl arctan () | _ V2 ,
A@+y2+22)"+1  Jo z o PP+1 2 1 3 , 48
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Figure 6: A:{(x,y)ERQ:xZO,x2+y2§1, (x—2> +y2 >

}

An{(xl,...,xn)ER”:xiZOVi1,...,n,2xi§1}
i=1

1
Per n =1, A,, & Uintervallo [0, 1], che ha misura pari a 1 = I dunque la

base dell’induzione ¢ provata. Supponiamo ora che A,, abbia misura pari

a — e mostriamo che A, ;1 ha misura pari a : poiché
n! (n+1)!

Apgr = {(xl,...,xmt)eR"H :0§t§l,xiZOVizl,...,min§1—t}
=1



allora la sua misura ¢

1
/ dt/ dl‘l N dmn
0 At

ove
n
Amt:{(xl,...,xn)ER":xiZOVizl,...,n,Zwigl—t}
i=1

Con il cambio di variabile

(1, 2n) =P,y 9n) = (L —Vy1, ..., (1= t)yn)

che ha determinante jacobiano pari a (1 — t)", si ottiene

1 1
/ dt/ dml...dxnz/ dt/ (1-=8t)"dyy...dy, =
0 Anp it 0 D—1(An )

! 1] Q-pe+)t 1 1
= / dt(l—t)”/ dzy...dz, = — ! ) = =
0 A n: n+1 |, (@m+Dn! (n+1)!

n



10

Figure 7: A = {(2,y, 2) eER3 2?42 4+22< 1,22 §x2+y2,x20,y20,220}
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 8 (4 MAGGIO 2011)
INTEGRALI, CURVE

1.
A= {(x,y) eR?: 2?2 +3y2 < 1,0§y§x}
Passando a coordinate ellittiche si ha (z,y) = ® [ pcosé, ?p sinf | e
Lo
0B
]

0.4

}, dunque es-

ol



sendo il determinante jacobiano pari a 5 p, si ha

3 1 4 .,.:3 V3 z 511
333da:dy=/3 d9/ pcos Odp = —/ cosf (1 —sin®6) do [p_} =
/A 0 o V3 3 Jo ( ) 51,
sin® 0 %_3
3 o o

v3 sin 6 —
40

15

A={(z,y,2) eR?:2” +y* <sin’z,z € [0,7]}

Passando a coordinate cilindriche si ha (z,y,z) = ®(pcosb, psind,t) e

Figure 2: A= {(z,y,2) € R3: 2?2 +y? <sin’z,z¢€ [0, 7]}



O HA) = {(p,0,t) €[0,+00) X [-m, 7] x R: p <sint,t € [0,7]}, dunque
essendo il determinante jacobiano pari a p, si ha

™ ™ sint T in2 t T — 2% t in(2t ™ 2
Vol(A) = do | dt pdp =271 L L()dt =7|-— sin(2t) -
-7 0 0 0 2 0 0

2 2 4 2
A:{(x,y)€R2:x3§y§1—x3,xZO}

Con il cambio di variabile (z,y) = U™ (u,v), ove ¥(z,y) = (y — 2°,y + 2°),

15 B {

o
LN

Bl b
Figure 3: A = {(x,y) eR?:d<y<1i—2a® x> 0}
_ 1 _ 1
©ldet Jp(z,y)| |1 —322

1 322
= {(u,v) eR?*:0<u,v< 1,u§v}, e dunque

9 9 8 69,3 2 1 1 v 2 1 1 3 2 (t:UQ) 1 !
/(my—a:)e’”"’“y*'ydxdy:f/ dv/ uve“du:—/ve”dv = —/ tet =
A 6 Jo 0 12 J, 24 J,

si ha | det Jy-1(u,v)| inoltre, U(A) =

= 622




A={(z,y,2) e R¥: 2% +¢* <2}

Essendo l'integrale improprio, ¢ sufficiente integrare su A, g = {(z,y,2) € A:r? < 2% + 9 + 2% < R?}

Figure 4: A = {(z,y,2) € R* : 2® + y* < 2%}

e passare al lim : in coordinate sferiche, si ha ®!(A, g) =
r—0,R—+o0 ’

~{(p.0.0) € 0.400) x [omm x 0] p € Rl € 0.5 0 3]}



dunque

/ dzdydz —  Ym /7r &0 p /R p?sinp B
A 22(@2+y2+22+1)  ro0R—+00 ) [0,7]0[37,7] 7 . p2cos?p(p?+1)

4

R ™
d 1 14

lim / de / smgp / P _ lim  4nx [arctan p]* =
 r50,R5+oo cos? p » pP+1 r50R—too cos |,

= lim  4n (\/5 - 1) (arctan R — arctanr) = 2 (\/5 - 1) w2

r—0,R—+o0

~v(t) = (t + sint,cost) t € [0,2n]

7 non € una curva regolare perché

I.
-
M

| BLBLOLOLEE BLELNLELI RO ) IIIII""||||||
.-_.-
™,

Figure 5: v(t) = (¢t + sint, cost)

[5(t)] = /(1 + cost)? + (—sint)2 = v/2 + 2cost

si annulla in ¢t =7 € (0,27), comunque essendo regolare a tratti si puo
calcolare la sua lunghezza:

2m 2m ™
I(y) = V24 2cos dt_2/ cos2 dt—4/ cos( > {sm<;>] =38
0 \ 0 0

v(t) = (cos®t,sin®t) te [0, g}

(a) v & una curva regolare perché

Iy(t)| = \/(—3 sint cos? t)? + (3 cos t sin® t)2 = 3|sint||cost|\V/ cos2t 4 sin’t =

= 3sintcost # 0Vt € (0, g)
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Figure 6: v(t) = (cos®¢,sin® t)

2 3 , ) 3
/e“ de = / 3sint cos te™™ 't = [365”“2 t] = §(e —1)
v 0 2 0o 2

7. Sia A = {(x,y) eR?: 1< +y2<4y> \/§|:c|} Passando in coordi-
T

nate polari, siha ®~1(A4) = {(p7 0) € 10,4+00) x [-m, 7] : 1 < p <2 3 <4

2 2 2
dzdy BN Lodp 3T gind 1 (3™ sind 1
= df = ————df =~ ———df+=
/A y x /0 sin 0 /’; 1 —cos?0 2/;; 1 —cosb +2

<2
-
-3

T sinf
—df =
[5 1+ cosf

@l



(O]
i
T

= ""'\. [ .l"rI : x"\,
1.5F i %
P "‘-\' i l.'"r "y
b I o
"\ - rl.l
I-\i"._'_ - J_.-"
Py
“lh | .t
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S | x
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Figure 7: A = {(m,y) ER*:1<a?+y? <4,y> \/§|x|}

[SEPAIN)

1 20 1 ~ 1 3 1 1 3 1
= 5[10g|1—cos€|]% +§[—log|1+0059\] =3 <1og2 — log 2)—1—2 (log2 — log 2) =log3

Il bordo di A & dato dall’'unione di quattro curve regolari che possono
essere parametrizzate rispettivamente da

= (cost,sint) te T2
"= ) 3737T

1
o = (t, \/§t> te {2,1}
2
v3 = (2cost,2sint) t € [g, 37T:|

= (—t, \/§t) te Bl}



i
o3
1

~1.3 -190 =i 0.0 o

in
iLn

Figure 8: 0A =y Uy Uy3 Uy

Su ogni curva si ha

71(t)] = /(= sint)2 + (cost)2 =1 = / % -

| ﬁ_ d_/lwt_
72 Y 1 3t 3

IV3(t)| = /(—2sint)2 + (2cost)? = 2 = / dt —

e [
|74 (t) = & /
Yy s

Ln




e dunque

43
/ /d— /d— /d— /d— —log2+2log3
oA Y Y Y Y )

Ay = {JJER” : <M.%‘,.”L'> < 1}

Essendo M simmetrica e definita positiva, per il teorema spettrale IN
ortogonale tale che D = N™'MN ¢& diagonale; posto z = ®(y) = Ny, es-

sendo NT = N~',siha (MNy, Ny) = (N""MNy,y) = (Dy,y) = \yi + -+ Ay,
se A1,..., A, sono gli elementi sulla diagonale di D (cio¢ gli autovalori di

M); quindi,

O (Ay)={y eR": (MNy,Ny) <1} = {y e R" : Ay +... \y2 < 1}

Infine, con il cambio di variabile y = W(z) = ( i ) si ottiene

1 z
m,...,m
g1 ((I)*l(AM)) :{ZERn:z%—l—...ZTQLSl}

1 1
\/Al ce An B \/detM

d B,
Aul= [ do= [ = [ -
M d—1(Anr) U-1(@-1(Ay)) Vdet M V/det M

e dunque, essendo | det Jp| = |det N| = 1 e |det Jy| =
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 9 (11 MacGIo 2011)
INTEGRALI, CURVE

1. ~(t) = (2t,3t%,3t%) per t € [0, 1]
(a)
1 1 1 1
l(v):/ \f'y(t)|dt:/ \/22+(6t)2+(9t2)2dt:/ \/4+36t2+81t4:/ 9t?+2dt =
0 0 0 0

=Bt +2t]) =5

/zlog (% +1 L3 log(t + 1 '
/ Md@ — / w%?_gdt = %/ tlog(t+1)dt =
v 0 ’

3y +2 9% + 2

_%qubg(Hl)L_/olﬂtil)dt) _6/5(1052—;/01t—1+t+11> -

o [log2 1[# ! o (log2 1 1 V3
- e L | 1 - ~(10g2—- =)} =22
\/§< 5 515 t + log(t + )0 V3 5 5 | log 5 1

1

) 2v/5
2. ~(t) = ({ cost,sint, T\[ cost) per t € [—m,7]

5

2 2
™ 2 ™
I(y) = / <—\/5 sin t> + (cost)? + (—\5/5 sin t) dt = / Vsin?t + cos? tdt = 27

T int T int s=cos
y o 3cos?t+1

y2 + 522 _rsin?t+4cos?t

:2/1 i =2 [?arctan (\/gt)r = gx/gw

—1 382 +1
-1
3. y(t) = (e ‘cost,e "sint) per t € [0,+00)

(a)

+oo
I(y) = / \/(—e_t cost — e~tsint)® + (—e~tsint + et cost)’dt =
0

+o0 +oo
= / \/26*% (cos?t + sin? t)dt = \/5/ e tdt =2 [—eft]:)roc =2
0 0



(b)

2 T s o V2 T s s
y2dl = /2 e ' cos“ tdt = — e °tdt + e " cos(2t)dt | =
5 0 2 \Jo 0
_ =3t T —3t o +oo +o0
= Q { ¢ ] + {e sm(2t)} + / e tsin(2t) | =
2 3 0 2 0 0

V2.3 too o \f3 Bteos(20)]7° 3 e ., _
?4-1\/5/0 e Stsin(2t)dt = -+ f([ }O —7/0 e? 008(2t)dt> =

N W

2 2

4 [t

+o0o
1
\[—f\[/ ! cos(2t)dt = / 3t cos(2t)dt = 5—1—3 e 3tdt =

Foo V2 (3 1 11
o a2 (2 Sty ) =X (242 ) ==
/f’ 2 (13/0 ¢ +3> 2 (13+3> 39

4. Sia y(t) = (cost,3sint) per ¢t € [—m, 7]

(a)
/ V8a2 + 1dl =

V8cos?t + 1\/(—sint)? + (3cost)2dt = / 8 cos® t+1dt =

—T

= / 4 cos(2t) + 5dt = [2sin(2t) + 5t . = 107

—Tr

V33 T (T 1 3v3
(b) (2, 5= (6)’ dunque essendo (E) =l-35 ) la retta

tangente alla curva in questo punto ha equazioni parametriche

I
w

S
w

~

+ i

[\][eV]

x
Yy
e cartesiane y = 6 — 3v/3x

5.7 =7 U2 Un~s, dove

m(t) = (t,t) te][0,1]

Y2(t) = (t,2—t) te[l,2]
73(t) = (t,O) te [0ﬂ2]

dunque

1 2
/xeydﬁ = / xeydﬁ—k/ xeyd€—|—/ xeldl = / tet\/12 + 12dt+ [ te? 7t /12 + (—1)2dt+
Y gs! 2 3 1

0

2 1 2 2 1
+/ t@dt:\@/ tetdt+f2e2/ te’tdtJr/ tdtﬁ([tet]é/ etdt> +
0 0 1 0 0

~ Ve ([_tet]j+/l2etdt>+m: V3 (o= ) #vE2 (1 - 2+ [ )2 -
= 2v/2e — 2v2+ 2



6. A= {(amy,z) ER3: 2?2+ 2 <22 1<2< 2}.
Innanzi tutto, l'insieme ¢ simmetrico rispetto alla variabile y, dunque le
funzioni y e 3, essendo dispari, avranno integrale nullo su A; in coordinate
cilindriche, ® ' = {(p,0,t) € [0,4+00) x [-7, 7] x R: p < t,1 <t < 2}, dunque

T 2 t
/ y (v* +y+1)dedydz = / yidadydz = / do / dt / p° sin? Odp =
A A - 1 0

[T 1 —cos(20) 2 p4t_1 6 sin(20)]" (%, T t52_31
—/_Wzda/ldthow 37 4 W/ﬁdt—451—2o”

7. A:{(I,y)€R2:x2+y221,x+y§2,x20,y20}.

I dinate polari, ®~'(A) = < (p, 0 —mrli1<p< ——— 0<0
n coordinate polari, (A) {(p, ) €10, +00) X [—m, 7] _p_cosﬁ—I—sinG’O_

dunque

™ 2 i

2 Cos O+sin 0 2 2 0
/ %dmdy:/2 d9/ ’ cos&dp:/2 L—cos@d@z
ATi 4y 0 1 o cosf +sind

i

% de 2 S=arctan s +oo d B
:2/ 7—/ cos Bdf M 2/ —82—[sint]02 =
o l+tand J, o (Q4+s)(1+s?)

+oo +oo +oo
1 t ds 1+s T
= —7d5+/ ——1=|lo +larctan s]T°—1 = =—1
/0 1+s 1+ 82 o 1+s2 [ g\/1+82]o | b 2
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 10 (18 MAaGaIo 2011)
SUPERFICI

®(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u) (u,v) € [0,log?2] x [—m, 7]

Figure 1: ¥ = Im(®) con ®(u,v) = (coshu cos v, cosh usin v, u)



— — —

i j k

®,AP®, =| sinhwcosv sinhusinv 1
—coshusinv coshucosv 0

= (— coshu cosv, — coshusin v, cosh u sinh u) =

du =

log 2 T
= || P AD, || = coshu? = Area(X) = / / cosh? ududv = 2 1

0

2t — g7 2u uTOgQ (15
2 {—i— =7 +log2)
8 2],

/10g2 62u + 6—2u +2
0

16
®(u,v) = (u,v,e*)  (u,v) €[0,1] x [0, 3]

o, NP, = =(—e",0,1) = |2, AP, = Ve +1=

O = N.\L
— o]
S

2

1 3 t—e2u e /t 1 e 3
i/zzdaz/ / 62“\/62“+1dudv( = )3/ 2+ = [(tJrl)%] = (62+1);72\/§
by o Jo 1 1

®(u,v) = (ucosv,usinv,v) (u,v) € [0,7] x [—m, 7]

K 7%
D,AND, =|  cosw sinwv 0 | = (sinv,—cosv,u) = [|[P,AD,|| = VuZ+1=
—usinv —ucosv 1

u

™ ™ 217 ™
:>/ Lda:/ / uwv sinvdudv = {} ([—vcosv]”ﬁ—i—/ cosv) =
s /2 +y2+1 0o J= 2 ]y —r
2 3
= (2 )=
5 (27 + [cosv]" ) =7
. Y & parametrizzata da

D (u,v) = ((cosu+2) cosv, (cosu+2)sinv,sinu) (u,v) € [—m, 7| x[—m, 7]

- - —
i 7 k
S, ND, = —sinusinv —sinusinwv cosu | =

—(cosu +2)sinv  (cosu+2)cosv 0

= (— cosu(cos u+2) cos v, — cos u(cos u+2) sinv, — sinu(cos u+2)) = || P, AP, || = cosu+2 =

= Area(X) = / / cosu + 2dudv = 2r[sinu + 2]" = 87*

us

/x2—|—y2+z2da=/ / (4cosu—|—5)(cosu—|—2)dudv:277/ 2 cos(2u)+13 cos u+12du =
z —mJ -7

—T

= 27[sin(2u) + 13sinu + 12u]™ = 4872



2
E:{(:r,y,z)ER?’:xQ—i—f—i—z:l}

€ parametrizzata da

®(u,v) = (cosusinv,sinusinv, 2cosv) (u,v) € [—m, 7] x [0, 7]

— — -
1 7 k
P NP, =| —sinucosv cosusinv 0 = (—2 cos u sin? v, —2 sin u sin® v, —COSUSiHU) =

cosucosv sinucosv —2sinv

= | ®uAD, | = sinvV3sin?v +1 = Area(X) = / / sinvy/4 — 3 cos? vdudv (t=cosv)
-7 JO

5
671'

§7 1 — cos(2
sin? sds = %\/577/ M =

1 S=arccos @
zzw/ \/4—3t2dt( =(2t)) ;/Eﬂ/ 2
—1 Z iy

5
g7

_8 B - sin(2s)}

8

s
6

/ V16 — 322do :/ / sinvy/16 — 12 cos? vv/4 — 3 cos? vdudv = 47r/ sinv (4 — 3cos® v) dv =
by —m JO 0

=4m [—4 cosv + cos> v]g = 247

A={(z,y,2) eR*:2? +y* + 22 < 1,27 +¢* < 32%, 2 > 0}

OA =3, U,
ove
= {(x,y,z) eER:z?+y2+22< 1,x2+y2:3z2,z20}

¢ parametrizzata da

D4 (u,v) = (ucosv,usinv7 ?u) (u,v) € lO, \gﬁ] X [—m, 7]

con
C ]
3 2v3
Dy NP1, = Ccosv sin v § = (‘BUCOS% —3usinv,u> = || P1u APy || = T\[U =
—usinv wucosv 0
V3
e 5
= [T 9
= Area(¥;) = / / ﬁududv =27 §u2 = é’ﬂ'
o J.. 3 3 2
0
e

Yo = {(:my,z) eER:z?+y?+22 =122+ §322,220}



¢ parametrizzata da

Dy (u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv) (u,v) € [-m, 7| X {O, 3}

con
- - —
i 7 k
Do yNPyy = | —sinusinv cosusinv 0 = (f cos u sin” v, — sin u sin? v,fcosvsinv) =
cosucosv sinucosv —sinv

T s -
= || D2,y AP, || = sinv = Area(Xs) = / / sinvdudv = 27[—cosv|§ =7
—7m JO

Dunque,
V3
Area(0A) = Area(Xy) + Area(3q) = > +1]|7
7.
Y= {(m,y,z) ER?: 22+ <1,0<2,0<vy,z=2> —yz}
¢ parametrizzata da
®(u,v) = (ucosv,usinv,u? (cos® v —sin*v))  (u,v) € [0,1] x [O, 2]
— - —
i 7 K
cos v sinv 2u (cos?v —sin?v) | = (—2u® cosv, —2u” sinv, u) =
—4u?sinvcosv
—1?)

P ND, =

—usinv ucosv

L or3 t
= | AP, || = uv4u? + 1 = Area(X) = / / uy/ 4u? + ldudv (
o Jo

281,

2(t+1)

4
o ™
=— [ Vitldt=—
6, V' 16 {3

A={(z,y,2) eR®: 22> +2° =1, |y| < 2}

(MY

o 24

¢ parametrizzata da
2 . . . .
®(u,v) = | — cosu,v,sinu (u,v) tali che —sinu < v <sinu,0 <u <7
— > 7
v J 2 2 (cos? +1
O NP, = —g sinu 0 cosu |= (‘ COS%Oa—% sinu) = || PuAD, || = ( B ) =
1 0
% . (t:cos2 u)
/ sinu cos uy/ cos? u + 1du =

0
T sinu / 211 z
:>/ |x|da:/ / | cosu]/(cos® + )dud’u—/Qdu—Q
b 0 —sinu 2 0 0
! 2 10 2
:/ \/t+1dt[3(t+1)2] —5(2\/571)
0 0



2

Figure 2: ¥ = Im(®) con ®(u,v) = (u,v,e")



Figure 3: ¥ = Im(®) con ®(u,v) = (ucosv,usinv,v)



Figure 4: ¥ ottenuta ruotando y(t) = (cost + 2,sint)



2

2
Figure 5: ¥ = {(x,y,z) G]R?’::zzz-i-yz-|-zZ :1}



1.0

Figure 6: ¥ = 9A con A = {(z,y, 2) eR3: 2?42 4+ 22 < 1,27 + ¢ §3z2,z20}



1.0
0.5

n.n

1.0

Figure 7: ¥ = {(z,y,2) eR3: 22+ 42 < 1,0§x,0§y722x2—y2}



1.0

Figure 8: ¥ = {(x,y,z) ER3: 222 + 22 =1,y < z}
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 11 (25 MAGGIO 2011)
1-FORME DIFFERENZIALI

1.
v(t) = (sint,cos®t,cost) te€ [O, g} w = zydz + (z +y)dy — 2dz
f#=
.
7 7
= / (wy(t)),¥(t))dt = / ((sintcos®t,sint + cos®t, — cost) , (cost, —2sint cost, —sint)) dt =
0 0
H 9 3 sin?t  cos’t 9 H 1
= / —sint” cost—sint cos” t+sint costdt = |— + +sin“t| =-—
0 3 1 .12
2.

~(t) = (2cost,3sint) t € [0,n] w = dx + arccos (g) dy
/w - / (W (1), (1)) dt = / (1,1), (—2sint, 3 cos £))dt = —2/ sintdt+3/ Fcos tdt —
~ 0 0 0 0

= 2[cost]f + 3 ([tsint]g +/ costdt) =—4+43(r+[sint]j) =37 —4
0

"}/(t) _ <€sin(7rt)’ef COS(Trt)’ €2t71) te [07 1}

. dz + Y dy + : d
= €T z
e?+y?+22+1 R R A e

(a) w & chiusa perché

0 x

9 _ 2xy _2 y
ya?+y? +22+1 (@242 42241)° Owa?+y? 42241
0 y B 2yz _ 0 z
za? +y? + 2241 (22424 2241)°  Oyattyittl
0 T 2wz 0 T

dza?+y2+22+1 :_(x2+y2+22+1)2 T Ora+ i+ 22+ 1

(b) w ¢ una forma esatta perché ¢ chiusa e il suo insieme di definizione,
cioe R?, ¢ stellato.

Un potenziale f(z,y, z

~—

per w ¢ tale che

9

gfg(%y»z): TR
%(%y»z) = Izﬂ,zyw =
W(‘T’yvz): =



- log(m2+y2+z2)

fley,2) = [y e tay,2) = ——5—— +aly,z)
1 2+ 2+22

=\ f@y.2) = [§ ety b, 2) = %M(W)
z x log (2 +y°+2°

f(@:y:2) = Jo wpmee +clwy) = el ) | oz, y)

Affinché sia a(y, z) = b(x, z) = ¢(z,y), dalla prima uguaglianza si ri-
cava a(y, z) = b(x, z) = f(z), dunque f(z) = c(x,y) = ¢, pertanto affinché
si abbia f(0,0,0) = 0, dev’essere ¢ = 0 e pertanto

log (22 + 3% + 22
flz,y,2) = ( 5 )

(¢) Essendo V un potenziale per w, allora

/w = f(v(1)) — f(7(0)) =log (262 + 2) —log (26_2 + 2) =2

3x2y 23

- d
26 1 2 I+m6+y

~(t) = (m, sint) te[—m, w=

51y

(a) w & una forma chiusa perché

0 3z?y 3z% (y* — 2°) 0 a?
y aS+y? (26 4y2)2  Owab+y?

—T

/vwz/ﬂ (w(w(t)),*'y(t))dtz/:<<—3cos§tsint,cost) , (—?):)I;gt,cost>>dt=

T
= / sin? t + cos® tdt = 27

—Tr
(¢) w non & una forma esatta perché, se lo fosse, allora il suo integrale

lungo qualsiasi curva chiusa sarebbe nullo ma, come € stato appena

visto, vy & chiusa e /w #0
¥

Sin(l‘) earctan Yy

t) = t.sint t _ — arctanyd d
v(t) = (cost,sint) t € [—m,n] w = cos(x)e x+( | +$) Y

Posta f(x,y) = sin(x)e*™" ¥ si haw = df + xdy, dunque essendo v chiusa,

) . "1 2t
/w = /w :/ <(07cost)7(*Sint,cost»dt:/ Cosztdt:/ %s() _
v Y —T . .

t+sin(2t) o
2 T




4
~(t) = <t,log((e —t+1),— arctant> t e [0,1]
T
w= (4962' — 3y2) dz + (22 — 6xy) dy + (2yz + 2:52) dz

Posta f(x,y,2) = 22%2 — 3zy® + y2°, si ha w = df, dunque

[ =61 = 160) =0
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SOLUZIONI DEL TUTORATO NUMERO 12 (27 MAGGIO 2011)
TEOREMI DI GAUSS-GREEN, DIVERGENZA, STOKES

w= (2> +y*)de+ (2° —y*)dy A={(z,y) eR*:2® +y* <2,z >0}
In coordinate polari, si ha ®~1(A) = {(p, 6) € [0,400) X [-m, 7] : p < V2,0 € [fg, g] },
dunque

O (2 oy 0 o Fal .
— (2® =) =5 (® + y°) dedy = | 2z—2ydzdy =2 de p°(cos @—sin 0)dp =
A Oz Oy A -z 0
= 2[sint + cost], {p]

8
=-V2
3 3\f

0

mentre 0T A = v, U, con

v = (\/icost,\/ﬁsint) te {—g7g} V2 = (O,\/i—t) te [072\&}

pertanto

z 2v2
/ w:/<mewmmﬁ+/ (W(ra(t)) Fa(t))dt =
ot A -z 0

%
= / <(1,20052t — 2sin? t) , (f\@sint, \/§cost)> dt+

+/2ﬁ<<(ﬁt)2,(ﬁt)2>,(0,1)>dt—

0
3

2v2
=2 cost(1—2sin2t)—sintdt+/ (\/5—1&)2dt:
0

(SE

[N

4 El
—x@{Qsint—gsinSt—kcost} +

(V2-t)°

8
=242
2 V2

3

12\/5

VB

0

v(t) = (cos®t,sint) t € [—m,m]

Se A ¢ l'insieme racchiuso da +, dal teorema di Gauss-Green si ha

Area(A) = /A %x—%Odmdy = /xdy = / ((0,co8’t) , (3cos® tsint,cost)) =
~ -7



/ﬂ cost tdt — /7r 1+ 2cos(2t) + cos?(2t) it — /7T g+cos;2t) +cossﬂ _

—T —T —1T

3 in(2t in(4t)1" 3
sin( )+s1n( )} _

8 4 32 e

w= dx + dy vr = (Rcost, Rsint) t € [—m, 7]

(a2 +y?)* (a2 +y?)*
(a) w & chiusa perché

0 Y B dxy 0 x

I (22 4 12)? (2 +y2)° Oy (22 +y2)?
(b)

/va = /ﬂ (w(v), y)dt = /7r ((Rcost, Rsint), (—Rsint, Rcost))dt = 0

—T —1T

(¢) Per mostrare 'esattezza di w, ¢ sufficiente far vedere che il suo inte-
grale lungo ogni curva chiusa € nullo e, poiché ogni curva chiusa
si decompone in un numero finito di curve semplici, cido equivale
a var vedere che l'integrale si annulla lungo ogni curva semplice
chiusa 7; inoltre, poiché cambiando il verso di percorrenza della curva
I'integrale cambia segno, si puo supporre che v venga percorsa in
senso antiorario; prendendo R sufficientemente largo affinché la cir-
conferenza yr non intersechi ~, & possibile applicare il teorema di
Gauss-Green all’insieme A racchiuso tra le due curve:

a0y (22 +y?) Oz (22 +y?) o0tA VR v ¥ v

3

y 3xy? cost 4,

Ya2(t) = (2cost,2sint) ¢ € [—m, 7]
(a) w & una chiusa perché

0y W w) o
dy Ax?+yS  (4a2 4 y6)7  Owda? +yP

/ w = / (w(y(t)),y(t))dt = / <(— sint,BCostsin% t) , (_smt7 COSf) > dt =
1 - - 2 3sin3t¢

v
= / sin? t + cos® tdt = 27



1
(c) Poiché ||y(t)|] <4/ 1 + 1 < 2, e possibile applicare il teorema di Gauss-

Green sull’insieme A racchiuso tra v; e 7a:

o 3Bzy* 0 s
0:/7 ny R 2y 6dxdy:/ w:/w—/w:/w—%r:/w:%r
AO0xdx2+9y5 Oy 4?2 +y o+ A 72 M 72 72

Fle,y) = (sin(rz), ") A={(,y) €R®:z+y <1,z >0,y >0}
1 l1—zx 1 11—y
/divF = / 7rcos(7m:)—|—eydxdy=/ da:/ 7rcos(7m:)dy—|—/ dy/ eYdx =
A A 0 0 0 0
1 1 1
= / m(l—2x) Cos(mv)der/ (1—y)evdy = [(1—x) sin(mv)](l)+/ sin(mz)dz+[(1 — y)ey]é +
0 0 0

1 1
2

+/ eVdy = [_cos(ﬂ'x)} — 14y == +e—2
0 s 0 s

Essendo 0T A =, U~y Uy, con

M= (t70) te [07 1] V2 = (1_tat) te [Oa 1] V3= (Oa 1_t) te [05 1]
la normale esterna ¢ rispettivamente
vi(t) = (0,-1) va(t) = (1,1) v3(t) = (—1,0)

e dunque

/a+A <F IZH> = /O1 <(sin(7rt), 1), m> (6 det

R IR ety CLON
) {ntrtt -0 gy a7 (0.6, oot

~cos(m(1 —1))

=
=—+e—2
m

1
:/ —1+e +sin(r(l —t))dt = [—t—i— e
0 0

F(x,y,2) = (a%,9%,2%) A={(v,y,2) eR*:2’ 49> <2,0< 2 <1}

In coordinate cilindriche, si ha ®~*(A) = {(p,0,t) € [0, +00) x [-m, 7] x R: p< 2,0 < 2 < 1},
dunque

™ 1 z
/ divF = / 2z 4 2y + 2zdxdydz = 2/ cos 6 + sin 9d9/ dz/ pdp+
A A ™ 0 0

T 1 z 1,2 1.3 471
—|—2/ d9/ zdz/ pdp = 2[sin §—cos H]TLW/ Z—dz+47r/ GAPY [ -
o 0 0 0o 2 0o 2 8lg 2

Poi, si ha 0A = X1 U X9, con X; parametrizzate da ®;

@4 (u,v) = (veosu,vsinu,v) (u,v) € [—m, 7| x [0,1]



Do (u,v) = (wcosv,usinv,1) (u,v) € [0,1] x [—m, 7]

dunque, poiché

- - >
i j k
O NP1y =| —vsinu wvcosu 0 |= (vcosu,vsinu,—v)
cos u sin u 1
— - =
i 7 k
Doy ANPoy = cosv sinv 0 |=1(0,0,u)
—usinv wucosv 0

allora si ha

us 1 : _
/ <F7V>da:/ du/ <(1}20082u7112811f12u71)2)7(vcosu’vsmu7 v)> | Py w
oa \ IVl —xJo [@1,0 A Py
1 T
. (0,0,u)
—l—/ du/ <ucosv,usmv,1 , ) || P24 A P2y ||dv =
o ML P n Ay ) P20 P20l

1 1
/ cos® v + sin® v — 1dv/ wdu + 27r/ udu =
0 0

1
Z/ osu 1fs1n U)Jrsmv(lfcos v)fldv+7rf
. sin® v cos® v T T
:Z SN v — — COosv + — v +7r:§
—Tr

z x Y
dx + dy +
r+y+z+1 r+y+z+1 rt+y+z+1

Y={(z,y,2) ER*:x+y+2z=1,0>0,9y>0,2>0}

> & parametrizzata da

D(u,v) = (u,v,1 —u—v) (u,v)taliche 0 <v<1—-u,0<u<l1

con ENIGRN
i j k
P AP, =|1 0 -1|=(1,1,1)
0 1 -1
mentre
0 Yy 0 T 0 z 0 Y
rotw=|——— — — , =— - — ,
oyrz+y+z+1 Ozzx+y+z+10zx+y+2z+1 Ozxzt+y+z+1
ﬂ T g z B 20 +z +1 xr+2y+1 y+2z+1
drz+y+z+1l Oyart+y+z+1l) \(z+y+z+1)2 (2+y+z+1)2" (2 +y+2+1)2

quindi

J (o) o =



1 1—u
u—v+2 u+2v+1 —2u—v+3 (1,1,1)
- d O AD, || dv =
/“/ << o )’||<I>uwv||>” v

1 1—u 1 B 1
:§/ du/ dv:§/ 17udu:§f(1 w) _3
2 Jo 0 2 Jo 2 2 o 4

Si ha poi 97 A = v, U, U~s con
7)) =(1-t1t0) te]l0,]1]
yo(t) = (£,0,1—¢) te0,1]
a(t) = (0,1 —t,8) tel0,1]

pertanto

[ o= [ @i [ o) @) [ ouo). ) -
o0t A 0 0 0

= /01 <(0, % ;) ,(—1,1,0)>dt+/01 <<12_t ;0) ,(170,—1)> dt+
+/01<<;0,1;),(0,_1,1>>dt:3/01@dtzs[_ﬂjﬁﬁzi

w = xydy + x2%dz ~(t) = (cost,sint,0) t € [—n, 7]

Una superficie chiusa ¥ avente per bordo «y ¢ il disco unitario contenuto
nel piano zy, parametrizzato da

®(u,v) = (ucosv,usinv,0) (u,v) €[0,1] X [—7, 7]

Poiché si ha

rotw = (6xz2 — a—x 2 %0 — %xz2, 88 zy? — 680) = (0, Y )
e
—>
7 7%
O, NP, = Cosv sihv 0 (0,0,u)
—usinv wucosv 0
allora

[ (ot gt yr = [ [ {00,202 0) 22 oo =

1 — cos(2v) 1[v  sin(20)]" ™
3 2 N -
/ du/ﬂr sin’ vdv = / 5 dv 1 {2 1 i

mentre

/6+Aw = / (wy(t)),5(t))dt = / ((0,costsin®¢,0) , (—sint,cost,0)) dt =

—Tr —Tr

s ™ ot s 1— At ¢ in(2t T
:/ COSztSin2tdt=/ sm4( )d _/ &()dt: [8_5112))(2 )]ﬂ:

-7 -7 -7 8

™

4



