AM310 - Istituzioni di analisi superiore (A.A. 2022-23)

Luca Battaglia

(Note basate principalmente sul testo Real analysis di Gerald B. Folland)

Lezioni 1-2 del 20/09/2022

L’argomento di questo corso sara la teoria della misura.

L’idea di partenza ¢ di definire in modo rigoroso e generale le idee intuitive di lunghezza, area e
volume. Rispetto alla teoria dell’integrazione di Riemann vista nei corsi di base, la teoria della
misura che vedremo in questo corso richiedera la costruzione di un apparato teorico piu elaborato,
ma si rivelera ben pitt maneggevole.

La teoria della misura infatti si adatta a molte situazioni in cui la teoria di Riemann non puo essere
applicata, e in modo particolare nei passaggi al limite e nelle operazioni di somme e unioni infinite.
Anche per questo motivo, trova grandi applicazioni non solo nell’analisi, ma anche in altri rami
della matematica come la probabilita e la geometria.

Dopo aver definito le nozioni e le proprieta di base delle misure, introdurremo una nuova teoria
dell’integrazione che supera ed estende quella gia vista nei corsi di base. Successivamente, estende-
remo il concetto di misura affinché possa assumere anche valori negativi e vedremo la connessione
con il calcolo differenziale. Infine, vedremo come la teoria della misura permette di definire alcuni
degli spazi funzionali tra i piu importanti in analisi funzionale.

Prima di poter definire una misura sara pero necessario un passaggio preliminare: dovremo stabilire
quali sottoinsiemi di un dato spazio ambiente vogliamo misurare.

Sara infatti molto difficile in generale trovare delle misure che soddisfino le proprieta ragionevoli
che ci si aspetta, come la positivita e il fatto che la misura di insiemi disgiunti sia la somma delle
loro misure, su tutti i sottoinsiemi.

IL’esempio che vediamo ora ci mostra che questo problema sorge anche in casi particolarmente
semplici, come la definizione di “lunghezza” di un sottoinsieme di R.

Proposizione.
Non esiste alcuna funzione p: P(R) — [0, 400] che verifichi le sequenti proprieta:
1 u(0.1)) = 1;

2. wW(E+z)=u(E) per ogni x e R,ECR, dove E+z={y+xz:y€FE};

3. Se {E,}12 sono insiemi numerabili a due a due disgiunti (E, N E,, = 0 per ogni n # m)

“+ o0 “+o0

allora | (U En> = Z w(Ey).
n=1 n=1

Dimostrazione.

Supponiamo che le tre proprieta siano vere e cerchiamo di ottenere una contraddizione.

Definiamo su [0, 1) la relazione di equivalenza ~ data da: z ~ y <= x—y € Q; prendiamo 'insieme

N ottenuto scegliendo (grazie all’assioma della scelta) esattamente un elemento per ciascuna classe

di equivalenza. Infine, per ¢ € QN [0,1) definiamo I'insieme N, ottenuto traslando N di ¢ e poi

“spostando” all’interno di [0, 1) la parte che esce fuori, ovvero:

N, = (NNn[0,1—-¢))+qU(NN[1—g,1))+qg—1
= {z+q:z2eNN0,1-q}u{z+qg-1:ze NN[l-gq,1)}



Per la costruzione di Ny e le proprieta 2 e 3, N e N, avranno la stessa misura, in quanto:
mw(Ng) = pw((NN[0,1-¢q))+qU(NN[1—¢1))+q—1)

( )
= wW((NN[0,1-¢q)+q)+u(NN[l-¢1)+q¢—1)
2w )

( q)

(

= u(NN[0,1-q)+pu(NN[l-g1)
QLN N[0,1—g)UNNL—q1))
= u(N).

Del resto, per come ¢ stato costruito N, ogni elemento di [0,1) appartiene esattamente a uno
degli N,, dunque [0, 1) & unione disgiunta numerabile degli N, e quindi utilizzando la precedente
uguaglianza si ottiene la seguente contraddizione:

12 ¥ wvy= ¥ oum={ 9 el

¢q€QN[0,1) q€QN[o0,1)
O

Definizione.
L’insieme N definito nella dimostrazione della precedente proposizione si chiama insieme di
Vitala.

Anche in base a questo risultato, ci interessera “misurare” soltanto delle famiglie di sottoinsiemi di
un dato insieme; per poter lavorare meglio con queste famiglie di insiemi, le richiederemo chiuse
rispetto alle operazioni insiemistiche elementari di unione e di complementare:

Definizione.
Una famiglia A C P(X) di sottoinsiems di X si dice algebra di insiemi se contiene l'insieme vuoto,
e chiusa rispetto all’unione finita e al passaggio al complementare, cioe:

0 e A; Ei,EbeA = E UE,€cA EFEcA = E°cA

Una famiglia M C P(X) di sottoinsiemi di X si dice o-algebra se é un’algebra e inoltre é chiusa
rispetto all’unione numerabile, cioé:

“+oo
E,e A¥neN = UEneA; FeA = E°cA.

n=1
Osservazione.

1. Un’algebra su X, e in particolare una o-algebra, contiene sempre tutto linsieme X = (°,
perché contiene il vuoto ed é chiusa rispetto al complementare.

2. Un’algebra é chiusa anche rispetto alle intersezioni finite: infatti, se By, E5 € A allora E1 N
Ey = (EfUES) € A; Allo stesso modo, una o-algebra & chiusa rispetto alle intersezioni
numerabili.

Esempio.
1. Ogni insieme X ha sempre due o-algebre banali date da {0, X} e P(X).

2. Un’altra algebra su un qualsiasi insieme X €& data dagli insiemi finiti o co-finiti, ovvero:
A={E C X : E ¢ finito oppure E€ ¢ finito};

se X ¢ infinito, ¢ strettamente contenuta in P(X) ma non é una o-algebra; infatti, un insieme

numerabile E con E° infinito non apparterra ad A, ma E = U {z,} €& unione numerabile
. . . . . n:1
dei suoi punti, che sono elementi di A.



3. Un’algebra su R ¢ data dalle unioni finite di intervalli semi-aperti, ovvero
A:{(al,bl]U"~U(aN,bN] c—oo<ar<bp<--<ay <by §+OO},

Anche questa algebra non é una o-algebra, perché ad esempio contiene tutti gli intervalli del
+oo

tipo B, = (O, nZJ , pern € N ma non la loro unione nL:J1 E,=(0,1).

4. Un’intersezione qualsiasi di (o-)algebre é ancora una (o-)algebra.

Definizione.
Data una famiglia di sottoinsiemi £ C P(X), la o-algebra generata da € ¢ la pit piccola o-algebra
che lo contiene, ovvero

M(E) = ﬂ{./\/l CP(X): EC M, M ¢ una o-algebra}.

Esempio.
La o-algebra generata dall’algebra dei finiti o cofiniti é data dagli insiemi numerabili o co-numerabili,
ovvero:

M={FE C X : X ¢ numerabile oppure X¢ & numerabile}.
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Poiché ci interessera calcolare la misura degli intervalli della retta reale, ci concentreremo ora su un
caso particolarmente di importante di o-algebra, quella generata dagli intervalli (e, piti in generale,
dagli aperti euclidei).

Definizione.
La pit piccola o-algebra contenente gli insiemi aperti di uno spazio metrico X si chiama o -algebra
di Borel su X e si indica con la notazione Bx. I suoi elementi si chiamano insiemi boreliani.

Proposizione.
La o-algebra B dei boreliani su R é generata, equivalentemente, da:

1. Gli insiemi chiusi;

2. Gli intervalli aperti {(a,b) : —oo < a < b < +00};

3. L’algebra delle unioni finite di intervalli semi-aperti definita in precedenza;
4

. Gli intervalli chiusi; oppure, gli intervalli semiaperti; oppure, le semirette aperte; oppure, le
semirette chiuse.

Dimostrazione.

1. Segue dal fatto che gli aperti sono i complementari dei chiusi e viceversa, dunque ogni o-algebra
contiene tutti i chiusi se e solo se contiene tutti gli aperti.

2. La o-algebra generata dagli aperti ovviamente conterra quella generata dagli intervalli, che
sono un caso particolare di aperti. Per mostrare I'altra inclusione, sara sufficiente far vedere
che ogni aperto ¢ unione numerabile di intervalli aperti: prendiamo dunque un aperto A C R,

che sara del tipo A = U (a,b,) per opportuni a,,b,; scegliendo un sottoinsieme denso
€A
numerabile in B C A e avremo A = U (az,bs), che & unione numerabile di intervalli aperti.
x€D

3. Scrivendo (a,b] = (a, +00)N (b, +00)¢ otteniamo che ogni intervallo (a, b] & Boreliano, e dunque
lo sono tutte le loro unioni finite, il che mostra un’inclusione; per ottenere l'altra, bastera
analogamente scrivere ogni intervallo aperto come unione numerabile di intervalli semi-aperti,

+oo
1
ovvero (a,b) = U (a,b - }

n
n=1

4. Come nei punti precedenti, scrivendo un insieme di ciascuna famiglia di insieme a partire da
intervalli aperti, e viceversa, utilizzando unioni, intersezioni e complementari.

O

Concludiamo questa parte sulle o-algebre vedendo come si costruisce una o-algebra sul prodotto di
due o pit spazi, con particolare interesse al caso dei boreliani di RY.

Definizione.
Date due o-algebre M, N rispettivamente su X,Y, la o-algebra prodotto M QN su X xY ¢ quella
generata dalle preimmagini rispetto alle proiezioni degli elementi di M, N :

{EXY: EeM}U{X X F: FeN}.
Osservazione.

1. La o-algebra M @ N ¢é generata equivalentemente dai rettangoli E x F al variare di E €
M,F e N, come seque scrivendo Ex F=ExY NX x F.

2. Se M,N sono generate rispettivamente da €, F, allora M @ N ¢é generata equivalentemente
dagli insiemi E XY oppure Y X F al variare di E € €, F € F; ragionando come prima, MQN
e generata anche dai rettangoli E X F con E € E,F € F.



Proposizione.
La o-algebra di Borel Brz su coincide con la o-algebra prodotto Br x Br dei boreliani su R.
Analogamente, Brn+m = Bry @ By per N, M € N.

Dimostrazione.
Grazie alle osservazioni precedenti, Bg ® Bg & generata dai rettangoli aperti del tipo (a,b) x (¢, d);
poiché sono insiemi aperti in R?, allora Br ® Bg & contenuta Bgz. Inoltre, ogni aperto A C R? sara
del tipo
A= U (x1 — 7y, 21 +75) X (g — Ty, X0 +74)
z=(x1,x2)EA

per qualche 7, > 0; restringendo 'unione a un sottoinsieme denso e numerabile B C A otteniamo
che A € Br ® Bg, dunque Bgz C Br ® Bg. O

Avendo introdotto le o-algebre, cioe le famiglie di insiemi che vorremo “misurare”, possiamo final-
mente introdurre il concetto di misura con la proprieta fondamentale che sia additiva su insiemi
disgiunti.

Definizione.
Una misura su una o-algebra M su X ¢ una funzione p : M — [0,+00] che associa ad ogni
insieme E € M un valore tra 0 e +0oo che sia numerabilmente additiva, cioé:

+oo +oo
E,.NE,=0Vvn,meNn#m = u(UEn>:Z,u(En)
n=1 n=1

La terna (X, M, ) si chiama spazio misura e gli insiemi di M si chiamano p-misurabili.

w si dice finita se u(X) < +oo; p si dice o-finita se esistono {E,} > € M tali che u(E,) < 400
+oo

perognin € N e X = UE"

n=1

Esempio.

1. Dato un qualsiasi insieme X, una misura su P(X) ¢é la misura che conta # definita come

N se E ha esattamente N elementi
#(6) = {

+oo  se E ha infiniti elementi
# ¢ finita se e solo se X ¢ finito, € o-finita se e solo se X é numerabile.

2. Dato un qualsiasi insieme X e un elemento xg € X, una misura suP(X) é la misura di Dirac

centrata in xo data da
1 sexge F

69”0(E):{ 0 sexog¢FE

3. La somma p1 + po di due misure pi, o su M é una misura su M. Il prodotto cu di una
misura p su M per una costante ¢ > 0 é una misura su M.

4. Data una misura u su M e un misurabile A € M, la restrizione pla di p ad A data da
wla(E) :=u(ENA) é una misura.

Teorema (Proprieta fondamentali delle misure). Su uno spazio misura (X, M, ) valgono le se-
guenti proprieta:

Misura del vuoto p(B) = 0;

Monotonia Se E,F € M e E C F allora u(E) < u(F), e in particolare se p é finita allora pu(E) < +oo
per ogni B C X;

“+oo +oo
Subadditivita Se {E,}1> € M allora p <U En> < Z w(Ey);

n=1 n=1



n—-+o0o

+oo
Unione crescente Se {E,} > € M e E,, C E41 per ognin € N allora j (U En> = lim wu(E,);

n=1

“+o0
Intersezione decrescente Se {E,}> € M, E, D Eny1 e u(Ey)) < 400 per ogni n € N allora (ﬂ E,L> =

n=1

Jum p(En);
Osservazione.

Per ottenere la formula della misura dell’intersezione é necessario assumere u(Eq) < 400 o in
alternativa u(En) < 400 per qualche N € N (sostituendo Ey con En nella dimostrazione), ma
senza questa ipotesi il risultato ¢ falso. Considerando ad esempio lo spazio misura (N, P(N), #) e

n=1 n=1

+00 too
E, ={n,n+1,n+2,...} otteniamo u(E,) = +o0 per ognin e ﬂ E, =0, dunque u (m En> =0

ma lim p(E,) = +oo.

n—-+oo
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Dimostrazione delle proprieta fondamentali delle misure.

Misura del vuoto Basta prendere un’unione di nessun insieme nella proprieta fondamentale di additivita nume-
rabile.

Monotonia Scrivendo F'= E U (F \ E) come unione disgiunta, avremo

u(F) = p(EU (F\ E)) = p(E) + p(F\ E) = p(E).
———

>0
n—1 +oo “+oo
Subadditivita Gli insiemi F, := F;, \ U E,, € M sono disgiunti e verificano F,, C E,, e U E, = U F,,
=1 n=1 n=1

m=
dunque dall’additivita numerabile e dalla monotonia otteniamo

+oo +o0 +oo +oo
K (U En) =K <U Fn) = Z.U(Fn) < ZN(En)

n=1 n=1 n=1 n=1

+o0 +o0 n
Unione crescente Gli insiemi F, := E,, \ E,_1 € M sono disgiunti e verificano U E, = U F,eE, = U F,,
n=1 n=1 m=1
dunque
+oo “+o0 “+o0 n n
H (L_JlEn> =K (L_Jan> = Z;H(Fn) = ngrfoo _lﬂ(Fm) = ngr}rlooﬂ ( L_Jl Fm) = ngrfooﬂ(En)

ntersezione decrescente Definendo F, := E; \ E, si ottiene E, = E1 \ F,, da cui u(E,) + u(F,) = p(E1), ovvero

w(Fy) = p(Er) — p(Ey), che é finito per ipotesi; ragionando allo stesso modo con 1'unione dei
“+oo

+oo
F, siottiene U F, | =uEr)—pu (El \ U Fn> , dunque applicando il punto precedente
n=1

n=1
+oo
()
n=1

agli F}, si ottiene:

+oo
1 <E1\ U F)
n=1 L

= (B~ i ()
= p(By) = lim (u(Er) = u(En))

n—-+0o0

= lim wu(E,).

n—-+4oo

O

Dato uno spazio misura, ci piacerebbe poter dire che tutti i sottoinsiemi degli insiemi di misura
zero hanno anch’essi misura zero; cio segue dalla monotonia se i sottoinsiemi sono y-misurabili, ma
potrebbero non essere misurabili. A noi interessera in modo particolare il caso in cui i sottoinsiemi
di misura nulla sono misurabili, una condizione utile che semplifichera alcune dimostrazioni.

Il prossimo risultato ci mostra che & possibile allargare “quanto basta” una o-algebra per ottenere
questa proprieta.

Definizione.
Una misura su una o-algebra M si dice completa se i sottoinsiemi degli insiemi di misura nulla
sono misurabili, cioé

Ee M,u(E)=0,FCEFE = Fe M.



Osservazione.
Se & completa, ogni sottoinsieme degli insiemi di misura nulla ha anch’esso misura nulla.

Teorema (del completamento di misure).
Dato uno spazio misura (X, M, ), la famiglia di insiemi definita da

M:={FEUF: E€M,F CN per qualche N € M con un(N) =0}

¢ una o-algebra ed esiste un’unica estensione [ di p a una misura completa su M.
e M si dicono rispettivamente completamento di u e completamento di M rispetto a .

Dimostrazione.
Mostriamo che M e una o-algebra: anzitutto, e chiusa rispetto all'unione numerabile, perché se
o0

prendo E, UF, con F, € M e F, C N, con N, € M e u(N,) = 0, allora U(E” UF,) =

n=1
D E,+ Ej F, , con p (D ) Z n = 0, dunque U N,, ha misura nulla e quindi
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

eM cUse, N,

8

U (E,UF,) € M. Mostriamo ora la chiusura di M rispetto al complementare, da cui seguira che

ﬂeunaaalgebra dato EUF e M,con E€ Me FC N,N € M,u(N) =0, avremo
(EUF)=(FEUN)N(EUFUN®)*=(EUN)*U(N\ (EUF)),

con (EUN)*€ Me N\ (EUF)C N che ha misura nulla; dunque (E U F)¢ € M che ¢ quindi
una o-algebra.

Riguardo [, sara sufficiente definire i(E U F) = p(E): & ben definita perché se 1y U Fy = Ex U Fy
con Fy C Ny allora By C Es U Ny e dunque p(E1) < p(FEs) + u(Nz) = p(Es) e allo stesso
modo u(FE3) < u(Eh); si verifica facilmente I'additivith numerabile e la completezza, in quanto
M contiene tutti i sottoinsiemi di misura nulla. Per l'unicita, se fi & un’altra estensione di u a
M, per monotonia dovra essere i(E U F) > u(E) per ogni E, F: se esistessero Ey, Fy, Ny con
Ey € M, Fy C Ny, 1(No) =0 e m(Ep U Fy) > p(FEy), allora otterremmo Iassurdo

(Eo) < i(Eo U Fy) < u(Eo U No) < p(Eo) + pu(No) = p(Eop).
O

Vediamo ora una strategia per costruire misure: 1’idea di base & quella di approssimare un insieme
qualsiasi dall’esterno con degli insieme elementari, come ad esempio i rettangoli nel piano. In questa
maniera otterremo qualcosa che non ha tutte le proprieta di una misura, ma ¢ una misura se ristretta
a una opportuna famiglia di insiemi.

Definizione.
Una misura esterna su X é una funzione p* : P(X) — [0, 4+00] che verifichi:

Misura del vuoto p*(0) = 0;
Monotonia Se A C B allora pu*(A) < u*(B);

“+o0
Subadditivita u* (U An> < Z W (Ay) per ogni {A, Y25 € P(X).
n=1
Esempio.
Una misura su P(X) & in particolare una misura esterna su X.

Proposizione.
Sia € C P(X) una famiglia contenente l'insieme vuoto () e l'intero spazio X e sia p : € — [0, +o]
tale che p(@) = 0. Allora, una misura esterna p* su X ¢ data da:

+oo “+o0
inf{Zp(En): E,e€ Ac | En}

n=1 n=1



Dimostrazione.

Anzitutto, la definizione & ben posta perché posso sempre prendere F,, = X per ognin € N e
dunque non sto facendo 'estremo inferiore dell’insieme vuoto. Verifichiamo ora le tre proprieta
delle misure esterne:

Misura del vuoto Se A = (), prendendo E,, = () per ogni n ottengo p* (@) = 0.

Monotonia Se A C B allora p*(A) < u*(B) perché ¢ l'estremo inferiore di un insieme pit grande.

400
Subadditivitda Dati {An}i?& C P(X) ee > 0, avremo degli {En,m};‘;‘;:l tali che A4, C U Enm e
—1
+oo . +oo Lo m+oo
7nZ:1 p(En,m) S M (An)+277 dunque avro anjlu(An) C n’anJ:1 En,m e nznp(En’m) g ;’u (An)"'_

+oo “+o0
g, da cui pu <U An> < Z w(A,) + e, ma essendo € arbitrario otteniamo la subadditivita.
n=1 n=1

O
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Definizione.
Un sottoinsieme A C X si dice p*-misurabile rispetto a una misura esterna p* su X se per ogni
FE C X siha

W (B) = i (B0 A) + 1 (B \ A).

Osservazione.

1. La disuguaglianza p*(E) < p*(ENA) + u*(E\ A) é sempre verificata, come segue dalla
subadditivita scrivendo E = (EN A) U (E \ A), dunque richiedere che un insieme sia p*-
misurabile equivale a chiedere la disuguaglianza opposta; quest’ultima € banalmente vera se
w*(E) = 400 e dunque la p*-misurabilita sard equivalente a:

p(E) > (ENA) +u*(E\A) VE C X tale che p*(E) < 4o0.

2. Scegliendo un E D A nella definizione di misurabilita otteniamo p*(E) = p*(A) + p*(E\ A),
dunque la misura di esterna A dev’essere uguale a quella di un qualsiasi “contenitore” E meno
la misura del complementare di A in E; questa differenza puo essere interpretata come una
“misura interna” di A.

Teorema (di Carathéodory).
Gli insiemi p*-misurabili rispetto a una misura esterna pu* su X sono una o-algebra, su cui pu* é
una misura completa.

Esempio.

La “misura esterna” di Peano-Jordan su RY, introdotta nei corsi di base di calcolo, corrisponde
alla scelta come insiemi elementari in € di rettangoli del tipo (a1,b1] X ... X (an,bn] definendo
p((a1,b1] X ... x (an,bn]) = (by —aq) -~ (bny — an), ma ammettendo nella definizione di p* solo
unioni finite e non numerabili. Questa differenza é in realta cruciale perché in questo modo non
st ottiene una vera misura esterna in quanto non vale la subadditivita: ad esempio, i punti hanno
“misura esterna” nulla ma (Q N [0, 1])N, unione numerabile di punti, ha misura esterna pari a 1.
11 1l Teorema di Carathéodory non puo essere dunque applicato in questo caso, e infatti i “misurabili”

non sono una o-algebra perché, come prima, gli insiemi con un solo punto sono misurabili mentre
(QnN0,1)N non lo ¢.

Dimostrazione del Teorema di Carathéodory.

Passo 1 La famiglia M dei p*-misurabili & un’algebra:
M & chiusa rispetto al complementare perché la definizione rimane la stessa cambiando A con
A€, Facciamo vedere che ¢ chiusa rispetto a unioni finite: presi A, B € M e E C X, scrivendo

ENn(AUB)=(ENANB)U(ENA)\B)U(E\A)NB) (EN\A)\B=FE\ (AUB)
si ottiene

p(E) = p(ENA)+p"(E\A)

p(ENANB)+p (ENA)\B)+p (E\A)NB)+p ((E\A)\ B)
p(ENANB)U((ENA)\B)U(E\A)NB))+p"(E\(AUDB))
O

“(EN(AUB))+p"(E\ (AU B)).

*

Y

Passo 2 M ¢ una o-algebra:
Anzitutto, si puod sempre supporre che 'unione degli insiemi A,, € M sia disgiunta, a meno di

n—1 n n—1
sostituire 4, con A, \ U A se ApNA,, = 0 per ogni n # m, allora U An\A, = U A,
m=1 m=1 m=1

ed essendo M un’algebra si ottiene

w (Em Am> = u (EmUAmmAn)Jru*((EmUAm)\An)
1 m=1 m=1

10

P Cs



n—1
w(ENA,) +p* (Em U Am>

= Y p(EnAy).
m=1

Da cio si deduce

n n n +oo
p(E) = p* <Eﬂ U Am> 1t (E\ <U Am>> >N (BENAy)+p* <E\ (U An>>

e, passando al limite per n — +oo,

+oo “+o0
p(E) = Y p(EnAy)+pt (E\ UAn>

n=1 n=1

+00 Foo
) ()
n=1 i n:—li_oo
= M<E0<UAN>>+M* E\( An))
> p(E); i _

“+o0
dunque devono essere tutte uguaglianze e cioe U A, e M.

n=1

Passo 3 La restrizione di 4 a M & una misura:
“+o0

Nella precedente catena di uguaglianze scegliamo E = U A,,, in modo che il secondo addendo

n=1

+oo +o0o
sia sempre nullo e dunque p* <U An> = Z 1" (Ay), quindi & una misura.

n=1 n=1

Passo 4 p*|apm € completa:
Se p*(A) =0 allora p*(E N A) =0 per ogni E e dunque
W (E) < 1 (B0 A) + (B \ A) = 5" (B\ A) < *(B),

quindi avrd una catena di uguaglianze e cioe A € M.

O

All’atto pratico, applicheremo il Teorema di Carathéodory per estendere misure da un’algebra a
una o-algebra.

Definizione.
Una pre-misura su un’algebra A C P(X) é una funzione g : A — [0, +00] che sia numerabilmente additiva

cioe:
“+oo +oo +o00
{An}neN C A7 An N Am =0Vn # m, U A, e A = Ho <U An) = ZNO(AH)-
n=1 n=1 n=1

Teorema (di estensione di misure).
Data una pre-misura py su un’algebra A in X, la misura esterna su X definita da

—+oo —+oo
p(E) = inf{Zuo(An) c A, e A EC U An}
n=1

n=1

verifica le sequenti proprieta:

11



1. u* coincide con ug su A;
2. Ogni insieme di A é p*-misurabile;

3. Esiste una misura pu sulla o-algebra M(A) generata da A che estende ug, e lestensione é
unica se gy € o-finita.

Dimostrazione.

1. Anzitutto, se E € A, allora p*(F) < uo(E) perché posso prendere A; = E, A, = () per n > 2.

+o0 +oo
Inoltre, se E C U A, con A, € A, potro scrivere E = U B,, come unione disgiunta di
n=1 n=1

n—1 “+o0 “+oo
elementi di A con B, = EN (An \ U Am> C Ay, dacui uo(E) = Z to(Br) < Z 1o (An);

m=1 n=1 n=1
essendo il ricoprimento A,, arbitrario, otteniamo laltra disuguaglianza pg(E) < p*(FE).

O
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Lezioni 9-10 del 30/09/2022

Fine della dimostrazione del Teorema di estensione di misure.

+oo
1. Presi A € Ae E C X, per ogni ¢ > 0 esistono {A,} 2] € A tali che E C UAne

n=1
+oo +oo

Zuo u*(E)+¢; poiché ENA C U (A,NA)e E\AC U (A, \ A), per Padditivita

n=1 n=1
di ug su A otteniamo

00 +oo +o0
B)te> Y o) = 3 no(Ann 4) £ Y poAn\ 4) > 1t (BN A) 4 () 4)

n=1 n=1
e cioe, per Parbitrarieta di e, A & p*-misurabile

2. Poiché gli insiemi di .4 sono p*-misurabili, anche M(.A) sard un sottoinsieme della o-algebra
dei p*-misurabili, su cui p* € una misura per il Teorema di Carathéodory, dunque ¢ sufficiente
prendere come  la restrizione di p* a M(A).

Supponiamo poi che esista un’altra estens10ne v; preso E € M e {A,}}> € A tali che

+00 iy

EC U A, avremo v(FE) < Z Z po(A,) e dunque, per arbitrarieta di {A4,,},1°29,
n=1 n=1

v(E) “(E) = w(E). Se poi u(E) < +o0, possiamo scegliere gli A, in modo che

C3gIA

I
+oo

An> \E|=u (U An> — w(E) <e, allora
1 n=1

wE) < (UA)
=( )

< (U )

é w((?Ll) )

([

<
+oo
e quindi u(E) < v(E); infine, se po & o-additiva allora X = U X, con X,, N X, = 0 per
n=1

n#me u(X,) = po(X,) < +oo per ogni n, dunque, usando la finitezza di u|x, e quanto
appena visto,

+oo +oo
=Y wWENX,) =Y v(ENX,) =uv(E).

O

Possiamo ora applicare i risultati teorici appena visti al caso dei boreliani reali: inizieremo definendo
la misura di un intervallo, che sara pari alla sua lunghezza, ed estenderemo il concetto a una classe
molto pitt ampia di insiemi.

Definizione.

Una misura di Borel su R é una misura definita sulla o-algebra Br di Borel su R.

Data una misura p di Borel finita su R, la sua funzione di distribuzione ¢ F: R — [0, 400)
definita da F(z) = p((—o0, z]).

13



Osservazione.
La funzione di distribuzione di una misura di Borel e crescente, grazie alla monotonia delle misu-

re, ed ¢ anche continua da destra, come seque applicando la formula dell’intersezione decrescente
+oo

(—o0,z] = ﬂ (=00, 2] con x, N\, z. Applicando invece la formula dell’unione crescente ot-
1 n—-+oo
n oo
teniamo (—oo,x) = U(—oo,acn] per x, ° x, dunque F sard continua a destra (e dunque
n—1 n—-+oo

continua) in un punto x se e solo se u({x}) =0.

Esempio.

¢ una misura di Borel

1
La misura di Dirac centrata in o € R, data da 6,4,(E) = { sezo € B

0 sexgg E "’
1 sex>ux

finita che ha per funzione di distribuzione F(x) = X[z +00)(2) = { 0 sex < g

Teorema (di costruzione di misure di Borel).

Data una funzione F : R — R crescente e continua da destra esiste un’unica misura di Borel up su
R tale che pur((a,b]) = F(b) — F(a) per ogni a < b; presa un’altra G, up = ug se e solo se F — G
é costante.

Viceversa, data una misura di Borel p su R, che sia finita sugli insiemi limitati, la funzione

w((0,2]) sex >0
Flz)y=4¢ 0 sex=0
—u((—z,0]) sex <0

e crescente e continua da destra e verifica = pp.

Definizione.
Data una funzione crescente e continua da destra F, la misura di Lebesgue-Stieltjes associata
a F é il completamento di pup, che indicheremo con lo stesso simbolo pp, ovvero:

+oo

+oo
u(E) := inf {Z(F(bn) ~F(an): EC (an,bn]} .

n=1

Data una misura di Lebesgue-Stieltjes p, denoteremo con il simbolo M, il suo dominio, cioé il
completamento di Br rispetto a p. La misura di Lebesgue ¢ la misura di Lebesque-Stieltjes
associata alla funzione F(x) = x, cioé tale che u((a,b]) = b— a per ogni a < b e si indica con m,

dunque:
+oo

+oo
m(E) := inf {Z(bn —an): EcC | (an,bn]} :

n=1

La o-algebra dominio di m si chiama dei Lebesgue misurabili e si denota con L.
Osservazione.

1. Se p e finita, up coincide con la funzione di distribuzione di p, a meno di aggiungere la
costante p((—o0,0]).

2. Nel caso di misure finite, la F' che “genera” up € unica se si impone ad esempio che lim F(z) =
T—r+00

0, e coincide con la funzione di distribuzione; abbiamo dunque una corrispondenza biunivoca
tra misure di Borel finite e funzioni crescenti continue a destra che si annullano all’infinito.

Lemma.
Data F : R — R crescente e continua da destra, una pre-misura sull’algebra A delle unioni disgiunte
di intervalli semi-aperti ¢ data da

N N
110 (U (ambn]> =Y (F(ba) = Flay)).

n=1 n=1
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Dimostrazione del Teorema di costruzione di misure di Borel.
Per il lemma precedente, una F' induce una pre-misura sulle unioni finite A di intervalli semi-aperti, e
chiaramente F' e G inducono la stessa pre-misura se e solo se coincidono a meno di costanti; dunque,

per il Teorema di estensione di misure la pre-misura pud essere estesa a M(A) = Bg, e scrivendo
+oo
R = U (n,n + 1] otteniamo che I'estensione u & o-finita e quindi unica.
n=—o00
Viceversa, F' & crescente per la monotonia di p ed € continua da destra per le formule di unione
crescente; chiaramente p = pp su A e dunque, dal Teorema di estensione di misure, y = pur su
tutto Bg. O
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Lezioni 11-12 del 03/10/2022

Dimostrazione del lemma.
L’additivita finita segue immediatamente dalla definizione di .

—+o0 —+oo
Supponiamo ora che {4, },en C A siano tali che U A, € A e mostriamo che g (U A,L> =

n=1 n=1

Z to(Ay). Anzitutto, a meno di dividere in un numero finito di partizioni, possiamo supporre che

Ay, = (ap, by] U A, ]; dunque, usando 1’additivita finita otteniamo, per ogni N € N,

N N N
o ((a (U QAp, n) JFMO(CL b\ U A, n) >,LLO<U Qn, n) :Z:U'O((ambn])’

+oo
e mandando N a 400 otteniamo una po((a,b]) > Z to((an, bn))-

n=1
Per mostrare la disuguaglianza opposta, supponiamo anzitutto che a,b € R. Grazie alla continuita

a destra, per € > 0 fissato esiste § > 0 tale che F(a + §) — F(a) < ¢ ed esiste 4, tale che F(b, +
On) — F(bp) < 2%; inoltre gli aperti (ay, b, + d,) coprono il compatto [a + §,b], dunque possiamo

estrarne un ricoprimento finito (a1, b1),..., (ay,bn) che, a meno di riordinare gli indici, verifichera
anche b, + d,, > an41, da cui F(b, + 6,,) > F(an+1). Otteniamo dunque

po((a,b]) = F(b) - F(a)

(
F(b)—F(a+96)+e¢
(bN (5]\7) (a1) +e€

IAINA
|

Mz

n=1
N
e
< ; (Pon) = Flan) + 5. ) +2
+oo
< ) po(An) + 2,
n=1

che conclude la dimostrazione per I'arbitrarieta di €.
Infine, se a = —o0, ripetiamo lo stesso ragionamento su [— M, b] ottenendo o(( Z o (A

e poi passiamo al limite per M — 4o00; analogamente, se b = +o0o ragioniamo su [a M ] e poi
mandiamo M a +oo. O

Vediamo adesso alcune utili proprieta di queste misure di Borel che abbiamo costruito.

Teorema (di approssimazione con aperti e compatti).
Se 1 & una misura di Lebesgue-Stieltjes e E € M,,, allora

w(E) =inf{u(A): ADE, A aperto} =sup{u(K): K C E, K compatto}.

Osservazione.

Il Teorema di approssimazione con aperti e compatti € falso se si approssima dall’interno con aperti
o dall’esterno con chiusi o compatti: prendendo ad esempio p = g, abbiamo p((—o0,0]) =1 ma
w(A) =0 per ogni aperto contenuto in (—oo,0]; analogamente, 11((0,1)) =0 ma p(C) =1 per ogni
chiuso contenente (0,1).
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Lemma.
Se £ € M, allora

400 +o0
pu(E) = inf {Zu((an,bn)) : EC U (an,bn)} .

Dimostrazione.
—+00

Chiamando v la quantita a destra, se E C U (an, by) possiamo scrivere ciascun intervallo come

n=1

—+oo
m—1 m
unione disgiunta di intervalli semi-aperti (ay,, b,) = U <an + ——(bp—an),an + —— (b — an) |;
m

et m+1
:-Imm,
+oo
dunque, E C U I, m quindi
n,m=1
+oo +oo
,U(E) < Z ,U(In,m) = ZN((an;bn))y
n,m=1 n=1
da cui p(F) < v(E).
Per ottenere l'altra disuguaglianza, osserviamo anzitutto che
+oo +oo
u(E) = inf {Z w((an,by]): EC U (an,bn]} .
n=1 n=1
+oo
Prendiamo dunque, per ¢ > 0 fissato, {(an,b,]}; 2] che ricoprono E tali che Zu((an,bn]) <
n=1
u(E) +¢€; prendendo d,, > 0 tale che F (b, +0,) — F(by,) < 2% (come nella dimostrazione del lemma
+oo
precedente), avremo E C U (an,bn +6,) €
n=1
+oo +oo +oo c
> l(ansbu +00)) < D (s b+ 00)) < D7 (1((ansbal) + 57 ) < l(E) + 22,
n=1 n=1 n=1
pertanto v(E) < u(E). O

Dimostrazione del Teorema di approssimazione con aperti e compatti.

Per la prima uguaglianza, che & ovvia se per gli insiemi di misura infinita, osserviamo che u(A) >
w(E) per ogni aperto A D E, dunque pu(FE) & sempre minore o uguale dell’estremo inferiore, e per
mostrare 'uguaglianza bastera trovare, dati E € M e ¢ > 0, un aperto A D E tale che u(A) <
w(E) +¢. Dal lemma precedente, per ogni ¢ > 0 esistono degli intervalli {(ay, b,)} che ricoprono E

400 Foo =
e 1(E) > 3 pl(an, b)) — &, dunque A:= | (an, by) verifica p(A) < 3 ul(an, b)) < p(E) +<.
n=1 n=1 n=1

Per la seconda uguaglianza, come prima p(FE) ¢ sempre maggiore o uguale dell’estremo superiore e
dunque bastera mostrare laltra disuguaglianza; se E ¢ limitato, allora E \ E avra misura finita e
dunque, dalla prima uguaglianza, posso trovare un aperto A O E'\ E tale che u(A4) < u (E \ E) +e,
quindi K := E\ A= F\ (FENA) & un compatto che verifica:

WK) = p(E) — w(ENA) = p(E) — (u(A) — w(A\ E)) > w(E) — n(A) + p (E\ E) > u(E) —¢,

che dimostra l'uguaglianza.Infine, se F & illimitato, ripetendo il ragionamento per E,, := EN(n,n+1]

N
con n € Z trovo K,, C E, con u(K,) > u(E,) — 2%; dunque, U K, ¢ un compatto contenuto
n=—N
N N N
in E che verifica u( U Kn> > ,u( U En> — ¢, e poiché u( U En> Njkoo w(E) la
n=—N n=—N n=—N
dimostrazione ¢ completa. O]
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Lezioni 13-14 del 04/10/2022

Corollario.
Per un sottoinsieme E C R le tre sequenti condizioni si equivalgono:

1. Ee My;
2. E= A\ N con A intersezione numerabile di aperti e u(N) = 0;
3. E=BUM con B unione numerabile di chiusi e p(M) = 0.

Inoltre, se E C R é misurabile e ha misura u(E) < 400, allora esiste un’unione finita A di intervalli
aperti tale che u(E\ A) + p(A\ E) <e.

Dimostrazione.

La condizione 2 e la 3 implicano entrambe la 1, vista la completezza di u. Per mostrare le altre
implicazioni bastera considerare insiemi di misura finita e, nel caso generale, procedere come nel
Teorema di approssimazione con aperti e compatti: per ogni n € N esisteranno un aperto A, e un

1 1

compatto K, tali che K,, C E C A, e u(A,) — — < u(E) < u(K,) + —, dunque sara sufficiente
n n

porre

“+o0 400
A= () An, B:=|J K., N:=A\E, M := E\ B;
n=1 n=1
N N
a meno di considerare U Apn al posto di Ay e U K, al posto di Ky, possiamo supporre che
n=1 n=1

A sia un’intersezione decrescente e B sia un’unione crescente, ed essendo per monotonia pu(K,) <
w(E) < u(A,) otteniamo

pld) = lm p(An) = p(E) = lim u(Bn) = u(B),
quindi p(N) = p(A) — p(E) =0 e (M) = p(E) — p(B) = 0.

Fissato ora € > 0 e un misurabile E di misura finita, dal Teorema di approssimazione con aperti e
+o0

compatti esisterd un aperto B D E tale che u(B) < u(E) + ¢; scrivendo B = U I,, come unione

n=1

N
di intervalli aperti, dalla formula dell’unione crescente avremo u (U In> —  u(B), dunque

N——+oco
n=1
+o0 N
esistera N tale che p < U In> <eequindi A := U I, verifica
n=N+1 n=1

+oo +oo
w(E\A) < u(B\A)=u< In>§ p(ln) < e
n(A\E) < u(B\E)=pB)-pkE)<
da cui p(E\ A) + p(A\ E) < 2. O

Concentriamoci ora sulla misura di Lebesgue, la pitt importante del corso, quella di Lebesgue, che
formalizza in modo rigoroso l'idea di misura 1-dimensionale.

Proposizione.
Se E € L, allora per t € R sono Lebesgue misurabili anche gli insiemi

E+t:={z+t: z€E}, tE = {tz: z € EY},

e misurano rispettivamente m(E +t) = m(E) e m(tE) = |t|m(E).
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Esempio.

Linsieme di Vitali N definito all’inizio del corso non é Lebesgue misurabile, in quanto la misura
di Lebesgue non é numerabilmente additiva sugli insiemi Ny definito attraverso N con traslazions
e intersezioni. Ripetendo la costruzione dell’insieme di Vitali, ogni insieme E C R di misura
di Lebesgue m(E) > 0 positiva contiene un insieme non misurabile, definito prendendo un unico
rappresentante di ciascuna classe rispetto alla relazione v ~y < = —y € Q.

Dimostrazione della proposizione.

Poiché la famiglia degli intervalli aperti € invariante per traslazioni e dilatazioni, lo & anche la o-
algebra che questa famiglia genera e cioé Bg; inoltre, se m(E) = 0 allora anche m(E+t) e m(tE) = 0.
Poiché, dal corollario precedente, ogni E € £ € unione di un boreliano e di un insieme di misura
nulla, concludiamo che anche la famiglia dei Lebesgue misurabili ¢ invariante per traslazioni e
dilatazioni.

Infine, se E & un unione finita di intervalli semi-aperti allora m(E +t) = m(E) e m(tE) = |t|m(FE),
e dal Teorema di estensione di misure 'uguaglianza continuera a valere su Bg; poiché cio & vero
anche per gli insiemi di misura nulla, caso in cui tutte queste quantita sono zero, concludiamo che
I'uguaglianza e valida su tutta la famiglia L. O

Concludiamo il discorso introducendo un sottoinsieme della retta reale con delle proprieta curiose,
soprattutto per quanto riguarda il confronto tra il punto di vista della teoria della misura e quello
topologico.

Definizione.
L’insieme di Cantor é il sottoinsieme di [0,1] dei punti che hanno un’espansione in base tre
“+oo
a . .
T = Z 3—2 con a, € {0,1,2} dove non appare mai la cifra a,, = 1 per nessun n.
n=1

Equivalentemente, C' puo essere costruito ricorsivamente rimuovendo da [0,1] lintervallo aperto

, poi rimuovendo da ciascun intervallo rimanente 'in-

. . 2
centrale che misura un terzo e cioé (3, 3

. L. . 1 2 78 .
tervallo aperto centrale che misura un terzo e cioé rispettivamente (9, 9) e (9, 9> , €a ogni passo
rimuovendo allo stesso modo un intervallo aperto centrale da ciascun intervallo rimanente.

Proposizione.
L’insieme di Cantor C' ha le sequenti proprieta:

1. C' & un compatto non vuoto;

2. m(C) =0;

3. C ha interno vuoto;

4. C non ha punti isolati, cioé ogni intorno di un suo qualsiasi punto contiene altri punti di C;

5. C ha la cardinalita del continuo.

Dimostrazione.
+oo
1. L’insieme C,, ottenuto dopo I'n-esima rimozione di intervalli & chiuso, dunque C = ﬂ C, e
n=1

chiuso; essendo anche limitato, & compatto, ed & non vuoto perché ad esempio 0 € C.

2. Scrivendo C come unione decrescente dei Cj,, i quali hanno misura pari a 3 di C,,_1, avremo

(€)= lim w(C,) = lim (;)n:o.

n—-+oo n—-+oo

3. Se C non avesse interno vuoto, allora conterrebbe un intervallo aperto (a, b) con b > a, dunque
dalla monotonia della misura otterremmo m(C) > b — a > 0, in contraddizione con il punto
precedente.
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4. Fissati x € C e € > 0, sara sufficiente trovare y € C' tale che 0 < |z — y| < €. Scegliendo n

tale che ¢ > 3 C,, sara unione di intervalli di lunghezza inferiore a € e C),41 conterra un
intervallo I che non contiene x e che dista da x meno di ¢; essendo I N C non vuoto, in quanto
ottenuto riscalando C, conterra un y # x tale che |z —y| < e.

+oo

o . . . . . Qp
5. Utilizzando la scrittura in base 3, possiamo scrivere ogni € C' come z = E 3n con a, €

n=1
{0,2} in modo unico. Dunque, la mappa

+oo +00 a,

Qp, o

iYoo) o
n=1 n=1

¢ una mappa suriettiva tra C e [0,1], rappresentato in base due; C ha quindi la stessa
cardinalita di [0, 1] cioé la cardinalita del continuo.

O

20



Lezioni 15-16 del 07/10/2022

Dopo aver imparato a misurare opportune classi di insiemi, vogliamo definire I'integrale di una
funzione rispetto a una misura, formalizzando rigorosamente le idee intuitive. Prima di tutto pero
chiariamo qual e la classe di funzioni che ci interessera integrare, un po’ come abbiamo gia fatto
per gli insiemi misurabili.

Definizione.

Data una o-algebra M su X, una funzione f : X — RY si dice M-misurabile se la preimmagine
di ogni Boreliano di RN ¢ M-misurabile, cioé f~1(E) € M per ogni E € Bgx .

Se X ¢ uno spazio metrico, una funzione f : X — RY si dice Borel misurabile se ¢ Bx -misurabile.
Una funzione f : R — RY si dice Lebesgue misurabile se ¢ L-misurabile.

Osservazione.

1. f: X = RN & M-misurabile se e solo se f~*(E) € M per ogni E € € con £ C P (RN) tale
che M(E) = Bgv; in particolare, f ¢ misurabile se e solo se f~*(A) € M per ogni aperto
ACRN ¢, se N=1, f: X = R ¢ misurabile se e solo se f~((—o00,a)) € M per ogni a € R.

2. Se f: X = RN ¢ M-misurabile e g : RY — RM ¢ Borel misurabile, allora anche go f : X —
RM ¢ M-misurabile.

3. Se g : RN — RM ¢ continua allora é anche Borel misurabile, e dunque go f : X — RM ¢
M-misurabile per ogni f : X — RN che sia M-misurabile; dunque, se f & misurabile sono
misurabili anche le sequenti funzioni:

[f1, I f, f™ conn €N.

4. Se f & M-misurabile e M C N allora f é anche N -misurabile; dunque, ogni f : R — RY
Borel misurabile, e in particolare ogni f continua, & anche Lebesque misurabile.

Esempio.

1. Se M =P(X), tutte le funzioni sono misurabili perché tutti gli insiemi sono misurabili.

. L . o 1 sexeE | . .
2. La funzione caratteristica di un insieme xg(x) = { 0 sexdE e M-misurabile se e solo
se B e M.
1 sex >0
3. La funzione segno(z) =< 0 se x =0 ¢ Borel misurabile, e dunque Lebesgue misurabile,

-1 sex <0
pur non essendo continua; dunque, se f: X — R é misurabile, é misurabile anche segno(z).

Proposizione.
Se f,g : X — R sono M-misurabili, anche af + bg e fg sono misurabili per ogni a,b € R; se

g(x) # 0 per ogni x allora anche = & misurabile.
g

Dimostrazione.
Definiamo F : X — R? e G : R? = R come F(z) = (f(x),g(z)) e G(s,t) = st, in modo che
fg = Go F. Poiché G e continua, per verificare la misurabilita di F' sara sufficiente dimostrare che
F~Y(A x B) € M per ogni A, B € Bg, perché come abbiamo visto questi rettangoli generano Bg;
essendo pero F~!(A x B) = f~}(A) N g *(B), otteniamo che F & misurabile. Dunque, poiché la
composizione di una funzione continua con una misurabile ¢ a sua volta misurabile, deduciamo la
misurabilita di G o F', cioe di fg.

Definendo G(s,t) = as+ bt si dimostra allo stesso modo la misurabilita di af +bg e con G(s,t) =

HEYE

si procede per il quoziente.

Sara spesso utile considerare funzioni che possano assumere anche valori infiniti. Estendiamo dunque
in modo naturale il concetto di misurabilitd anche a queste funzioni.
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Definizione.

Un insieme boreliano sulla retta reale estesa R := R U {00} ¢ un insieme boreliano di R oppure
un insieme ottenuto aggiungendo a un boreliano di R uno o entrambi i punti all’infinito, dunque la
o-algebra di Borel su R ¢ data da:

gz ={ECR: ENR € Br}.

Una funzione M-misurabile su f: X — R ¢ una funzione (M, Bﬁ) misurabile.

Osservazione.
Per la composizione di funzioni f : X — R valgono le stesse proprieta descritte in precedenza per
la funzioni a valori reals.

Proposizione.
Data una successione di funzioni misurabili f, : X — R, sono misurabili le sequenti funzioni:

sup fn, inf f,, lim sup f, liminf f,.
neN neN n——+00 n—+00

Inoltre, il massimo max{f, g} e il minimo min{f, g} di due funzioni misurabili f,g sono ancora

funzioni misurabili e, se per ogni x € X esiste il limite f(z) := lm f,(x) di una successione
n—-+oo

fn: X = R di funzioni misurabili, allora f € una funzione misurabile.

Dimostrazione. N
La funzione g := sup f, verifica g~ ([—00,a]) = ﬂ fil([~00,a]), ed essendo f,'([~o00,a]) €
neN n=1

M per ogni a € R,n € N allora anche g~ !([~00,a]) € M per ogni a € R e cioe, poiché le

semirette [a, +00] generano By, g ¢ misurabile. Analogamente, h := inlf\I fn €& misurabile in quanto
ne

+oo
W ([a,+oc]) = (1) £ ([a, +oc)).

n=
Ragionando allo stesso modo si deduce la misurabilita di g, := sup f,, e h, = ir;f fm € quindi
m>n mzn
anche di limsup f,, = inf g, e liminf f = sup h,. O
n——+o00 neN n—-+oo neN

Introduciamo ora una classe di funzioni elementari, con cui successivamente inizieremo a costruire
la teoria dell’integrazione.

Definizione.
Una funzione ¢ : X — R si dice semplice se ¢ misurabile e la sua immagine é un insieme finito,
ovvero:

N
¢ = chxEn per opportuni cy,...,cp, €ER, Eq1,..., B, € M.
n=1

Osservazione.
N

La rappresentazione ¢ = E CnXE, MON € unica in assoluto, ma € unica se supponiamo gli E,
n=1

disgiunti e ¢, tutli diversi: data U'immagine {c1,...,cn} di ¢ basta prendere E,, = {z : ¢(z) = ¢, }.

Teorema (di approssimazione con funzioni semplici).

Data f : X — [0,+00] misurabile esiste una successione {¢,}:> di funzioni semplici tali che

0< P <pp<---< feo, j f puntualmente e uniformemente su ogni insieme in cui f &
n—-+0o0

limitata.
Dimostrazione.

Definendo, per n € N,

m m _m_ — 2n _
¢n($)!={ om se 2n§x<2n+1 per qualche m =0,...,2 1

2" se f(x)>2"

)

si verifica facilmente che le ¢, sono crescenti, che ¢, < f, e che se f(z) < 2" allora 0 < f(x) —

1
dn(z) < on il che dimostra la convergenza puntuale e uniforme. O
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Lezioni 17-18 del 10/10/2022

Studiamo ora alcune proprieta particolari di una funzione definita utilizzando I'insieme di Cantor
e che ne eredita alcune peculiarita.

Definizione.
La funzione di Cantor ¢ la funzione f : [0,1] — [0,1] definita, per x € C, come la mappa
tra Uinsieme di Cantor C e [0,1] ed estesa in modo costante a ogni intervallo aperto di [0,1]\ C;

n
equivalentemente, f e il limite delle funzioni f, definite come lineari a tratti con pendenza (2>

su ogni intervallo di [0,1]\ C,, e costanti su Cp,.

Proposizione.
Se f ¢ la funzione di Cantor e g :[0,1] — [0,2] ¢é definita come g(x) = x + f(z), allora:

1. g é strettamente crescente e suriettiva;
2. Se C ¢ linsieme di Cantor allora m(g(C)) = 1;

3. Se N C g(C) non ¢ Lebesgue misurabile allora g~*(N) ¢ Lebesgue misurabile ma non Borel
misurabile;

4. g~ % ¢ continua, Xg-1(n) € Lebesgue misurabile ma xg4-1(n) © g~ ! non ¢ Lebesque misurabile.
Dimostrazione.

1. g & strettamente crescente perché = +— = & strettamente crescente e x — f(x) & crescente;
inoltre, poiché g(0) =0 e g(1) = 2, allora ¢([0, 1]) = [0, 2].

+oo
2. Scrivendo [0,1]\ C = U I,, con I, intervalli aperti disgiunti, f sara costante su ciascun I,, e
n=1
dunque se x € I, allora g(x) = x + ¢, per qualche ¢,; quindi g preserva la misura degli I,, e,
per additivita, anche di [0,1] \ C, pertanto:

m(g(C)) =m((0,2]) —m(g([0,1]\ C)) =2 -1 =1.

3. Anzitutto, un N C ¢g(C) non misurabile esiste perché m(g(N)) > 0, grazie a una osservazione
precedente. g~ ' (V) & Lebesgue misurabile in quanto ha misura nulla, essendo m (g~ ' (N)) <
m (g7 (9(C))) = m(C) = 0; del resto g~ '(IN) non pud essere boreliano perché altrimenti
N, che & la preimmagine di g—'(IV) rispetto alla funzione continua g~', sarebbe Lebesgue
misurabile.

4. g7' & continua in quanto inversa di una funzione continua invertibile e Xg-1(n) ¢ Lebe-
sgue misurabile in quanto funzione caratteristica di un insieme Lebesgue misurabile; tuttavia
Xg—1(N) © g~ = yn non & Lebesgue misurabile perché N non & Lebesgue misurabile.

O

Iniziamo ora a definire 'integrale di una funzione, partendo dalle funzioni semplici, in cui associamo
semplicemente a ogni insieme la sua misura. Estenderemo poi il concetto a qualsiasi funzione
positiva misurabile e ad un’ampia classe di funzioni misurabili di segno qualunque.

Definizione. N
Dato uno spazio misura (X, M, ), integrale di una funzione semplice positiva ¢ = Z CnXE,»
n=1

con ¢, > 0, rispetto a p € dato da
N
[ o= 3 conten)
n=1
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Dato E € M, Uintegrale di ¢ su E rispetto a p é dato da
N
/ odpy = /(éxEdu = Z enp(En N E).
E n=1

Quando ¢ ¢ espressa in modo esplicito rispetto alla variabile x, scriveremo /Qﬁ(x)du(aj) (rispetti-

vamente/ o(x)dp(zx)) per intendere /¢d,u (risp. / ¢dp). Quando non c’é rischio di ambiguita
E E

riguardo la misura, scriveremo semplicemente [ ¢ (risp. D).
E

Osservazione. N

La definizione di integrale non dipende dalla scrittura ¢ = Z cnXE, della funzione semplice, purché
si definisca cpu(Epn) =0 se ¢, =0 e u(Ey) = +00. "

Esempio.

Se = # é la misura che conta, allora per ogni ¢ = Z cnXE, abbiamo /(,zb ch# n) €
supponendo ¢, # 0, lintegrale sara finito se e solo se gl;LE1 sono tutti insiems ﬁmt? clzoe se e solo
se ¢p(x) # 0 solo per un numero finito di x; in questo caso, se x1,...,Tp sono i valori per cui ¢

M
non si annulla, avremo /(;5 = Z ().
m=1

Proposizione.
Date due funzioni semplici positive ¢,1, valgono le sequenti:

1./c¢:c/¢pmgmczo,-
2. /(¢+w)=/¢+/w;

3. Sedp < allora/¢§/¢;
4 SeECFallom/}ﬂ¢§/}J¢;

5. ou=A— /Aqb e una misura su M.

Dimostrazione.

1. Segue dalla definizione.

N M

2. Scrivendo ¢ = Z CnXE, €Y = Z dmXF,,, avremo ¢ = Z Z CnXE,NF, €Y = Z Z Am X B Fy s

n=0m=0 n=0m=0
concg=dyg=0e Ey = X\UEH,FO—X\UFm,dunquegb+1/) ZZ (cn+dn)XE,NF,,
n=0m=0
e pertanto:
[o+ [v= S S B )+ 30 S dst (B (1 Fr) J©+v)
n=0m=0 n=0m=0

3. Con le notazioni del punto precedente, ¢ < 1 implica ¢, < d,, ogni volta che E, N F,, # 0,

dunque
/QS cn,LLE N FE,, <deu m):/z/}.
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4. Segue dal punto precedente in quanto ¢pxg < dxF.

N
5. Segue dal fatto che oy = Z Cnit|p, € una combinazione lineare con coeflicienti positivi ¢,

n=1
delle misure p|g, .

Definizione.
Lintegrale di una funzione appartenente alla famiglia di funzioni misurabili positive

LT ={f:X —[0,4+00] : M- misurabile}

e dato da
/fdu = sup{/qbd,u: ¢ semplice, 0 < ¢ < f}

/Efdu :=/fxEdu-

1. Se f e semplice allora le due definizioni coincidono, perché f stessa ¢ una delle funzioni
semplici tra cui viene calcolato I’estremo superiore; questo giustifica ['utilizzo delle stessa
notazione e terminologia.

Lintegrale di f € LT su E ¢ dato da

Osservazione.

2. Per f € LT qualsiasi continuano a valere alcune proprieta valide per Uintegrale di funzioni
semplici, e in particolare:

[er=c[seez0 s<g=[1< [0 EcF=>/Ef§/Ff~
Esempio.

Se = # ¢ la misura che conta su un qualsiasi insieme X, f : X — [0,4+00] avrd integrale finito

se e solo se & diversa da zero solo su un insieme numerabile, e in questo caso, chiamando {xn}j{i‘j
400

Uinsieme in cui f non si annulla, avremo /f = Zf(xn), come seque approssimando f con le
n=1
N
funzioni semplici ¢n = Zf(zn)x{xn}; se invece linsieme {x : f(x) > 0} non é numerabile,
n=1

+oo
1
scrivendo {x : f(z) >0} = U {x 2 f(z) > }, uno di questi ultimi insiemi dovrd essere pit che
n

n=1
numerabile, e in particolare infinito, per qualche ng, dunque

1 1 1
/fz/{‘atf(x)znlg}fz/{rf(z)znlo}no:nO {x f(x)z 77,0} -

La definizione che abbiamo dato di integrale & sufficientemente maneggevole da fornire un teorema
di convergenza semplice ma di fondamentale importanza.
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Lezioni 19-20 del 11/10/2022

Teorema (della convergenza monotona).
Se una successione {f,}25 in LT ¢ puntualmente monotona crescente, cioé f,(x) < fny1(z) per

ognin € Nyx € X, allom
[N

In particolare, data f € LT, la successione {¢y}12 di funzioni semplici data dal Teorema di
approssimazione con funzioni semplici verifica | ¢ /‘ f.
n—-+oo

Dimostrazione del Teorema della convergenza monotona.
Anzitutto, f(x) := liT fn(x) esiste per ogni x grazie alla monotonia di f, e poiché la misurabilita
n—-+0o0

si preserva passando al limite abbiamo anche f € £1; anche il limite di / fn esiste perché & una

successione crescente. Inoltre, poiché f,, < f puntualmente, allora lirf m< | f
n—-+0oo

Per mostrare la disuguaglianza opposta, fissiamo ¢ € (0,1) e ¢ semplice che verifichi 0 < ¢ < f e
definiamo E,, := {z € X : f,(z) > cp(x)}, che verifichera

[iz [ nfoomef o

Gli E, sono una famiglia crescente la cui unione & X, perché essendo f > c¢ allora per ogni x
fissato dovro avere f,(x) > cé(x) per qualche n. Applicando la formula dell’unione crescente alla

misura F — / ¢ otteniamo / ¢ — / ¢ e dunque lir_~r_1 / fn>c / ¢; passando all’estremo
n——+0o0

E E,, n—-4oo

superiore tra i ¢ € (0,1) ottengo lirJrrl /fn > /¢ per ogni funzione semplice positiva ¢ < f,
n—-+oo

quindi per definizione di integrale concludiamo che hr—{l / fn > / f. O
n—-+0o0
Esempio.
00 1
2 2
<nvn+2k n)n—>_—>i-ool
k=0
+oo
Infatti j ‘ Z 2y 1 f k)d#(k)
nfatti, possiamo scrivere n* + o n? n con
1
=n4/n?+ 2
9k k+1
2N 22k+1"*+°°2
e dunque
+00 1 400 1
D falk) = /Wd#(k) =Y g =b
k=0 k=0

allo stesso modo si puo dimostrare che

+o0
Z(n\/nZ—i-ak—nQ) — b Vae0,1).

P n—+oo 2(1 — a)

Corollario.
Data una successione { fp, :L'Z'i in L, finita o infinita, vale l'uguaglianza

Inoltre, fu: E — / f & una misura per ogni f € LT.
E
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Dimostrazione.

Mostriamo anzitutto il risultato per le somme finite, per cui ¢ sufficiente considerare il caso di due
funzioni e iterare: date fi, fo, per il Teorema di approssimazione con funzioni semplici esistono due
successioni di funzioni semplici {¢, }:72, {1/, }:72 che convergono dal basso rispettivamente a fi, fo;
&n + ¥, convergera dal basso a fi + fo e dunque applicando alle tre successioni il Teorema della

convergenza monotona e utilizzando ’additivita dell’integrale delle funzioni semplici otteniamo
[t g = tim_[@nrvn= tim [ons tm [vn=[5+ [ £

N
Nel caso di una successione infinita di funzioni {f,}; >, abbiamo appena visto che / Z fn =
n=1

N
E / fn per ogni N, dunque possiamo applicare a quest’ultima successione di funzioni il Teorema

n=1
della convergenza monotona:

/zfn:/zvglfmif":zvgﬁlm/if":NETooi/fn=§/fn.

—+oo

~21, applicando quanto appena visto a f, =

Infine, presa un unione disgiunta di misurabili {F, }
fxE, otteniamo

/UmEnf=/fo¢oolEn=/§fxEn=§/fxEn=§/Enf,

dunque E — / f € una misura. O
E

Osservazione.
La misura fu: E — / fdp wverifica, per ogni g € LT, /gd(fu) = /gfdu: luguaglianza seque
E

dalla definizione per le funzioni caratteristiche, si estende per linearita nel caso di funzioni semplici e
nfine a funzioni misurabili positive utilizzando il Teorema di approssimazione con funzioni semplici.

Sara spesso conveniente, nel calcolo degli integrali, poter tralasciare gli insiemi che hanno misura
nulla.

Definizione.

Dato uno spazio misura (X, M, p), una proprieta sui punti di X vale quasi ovungue o per quasi
ognt x € X, in breve q.o0., se é vera per tutti ¢ punti di X ad eccezione di un insieme di misura
nulla, cioé se esiste un insieme E € M tale che u(E) = 0 e la proprieta é vera per ogni x € X \ E.

Proposizione.
Data f € LT, vale /f =0 se e solo se f =0 q.o..

Dimostrazione.
N

Se una funzione semplice ¢ = g CnXE,, con ¢, # 0, verifica ¢ = 0 q.o0., allora necessariamente

n=1

w(E,) =0pern=1,...,N, e dunque /d) = 0; se in generale f € £ & nulla q.o., allora ¢ = 0
q.o0. per ogni funzione semplice ¢ tale che 0 < ¢ < f, e quindi / f = 0. Viceversa, ponendo

1 1 1

E, = {x: flx) > n} per n € N, avremo f > —XE, per ogni n € N, dunque /f > ﬁ,u(En) e
+oo

quindi se /f = 0 dev’essere u(E,) = 0 per ogni n. Essendo pero {z : f(xr) > 0} = U E, con
n=1

unione crescente, allora u({z : f(x) > 0}) =0, cioe f =0 q.o.. O
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Corollario.

Se f,elLtef, S faqo., allom/f: lim /fn

n——+o00 n—-+00

Dimostrazione.

Se E ¢ un insieme tale che u(E) =0e f, /[ puntualmente su E, allora applicando il Teorema
n——+oo
della convergenza monotona a f,xg € la proposizione precedente a fxg, fnXE Si ottiene

/f= /fxEc +/fxE :/fXE :nEToo/f”XE“ :nETm/fn~

Lemma (di Fatou).

Data una successione {f,}125 in L vale
/lim inf f, <lim inf/fn.
n—-+oo n—-+oo

Osservazione.
In generale, potrebbe valere la disuguaglianza stretta: prendiamo ad esempio la misura di Lebesgue

suR e fr, = Xn,nt1): abbiamo f, n_}—ioo 0 puntualmente, e dunque /lnlgl_ilrlg fn=0, ma /fn =1

1
per ogni n; la stessa conclusione si ottiene con f, = nX(0,1) oPpure I = —Xjo,n)- Questi stessi

esempi dimostrano che la sola convergenza puntuale mon e sufficiente per “scambiare” limite e
integrale.

Un altro esempio in cui vale la disuguaglianza stretta nel Lemma di Fatou, ma in cui non esiste
X[0,1] T pari

il limite puntuale é dato da f, = XLz m dispari

[0

Dimostrazione del Lemma di Fatou.

Le funzioni g,, := inf f,, verificano f, > g, e inoltre g, * liminf f, dunque applicando il
m>n n—+oo N—r+o0

, in cut liminf f,(x) = 0 per ogni x ma
n—-+o0o

Teorema della convergenza monotona a g, si ottiene

T S
imint [ g2 tmint [ 0u = [ i o= [ it

O
Corollario.
Se fr, = f q.o. allom/f Sliminf/fn.
n——+00
Dimostrazione.
Segue applicando il Lemma di Fatou a f,,xge, con E tale che u(E) =0e f, — f su E°. O
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Lezioni 21-22 del 14/10/2022

Per poter integrare funzioni di segno qualunque, oltre alla misurabilita richiederemo una condizione
extra per evitare infiniti di segno opposto che vadano in conflitto.

Definizione.

Una funzione misurabile f si dice integrabile se le funzioni positive f¥ e f~ hanno entrambe
integrale finito.

L’integrale di una funzione integrabile f ¢é definito come

fr=fr-Jr
Osservazione.

Una funzione misurabile ¢ integrabile se e solo se |f| = f* + f~ ha integrale finito.

Proposizione.
Date due funzioni f, g integrabili, valgono le sequenti:

1. af + bg é integrabile per ogni a,b € R e/(af—i—bg) :a/f+b/g,'
2. Se f<g q.o. allom/fﬁ/g;

3. ’/f’ < /|f| e l'uguaglianza vale se e solo se f ha segno costante q.o.;
4. {x: |f(x)] = +o0} ha misura nulla e {x : f(x) # 0} é o-finito;

5. / f= / g per ogni misurabile E se e solo se /|f—g\ =0 se e solo se f=g q.o..
E E

Dimostrazione.

1. af +bg & integrabile perché |af +bg| < |a||f|+|b||g| e quindi af+bg € LT; poi, /af = a/f

segue dalla validita della stessa proprieta su £7; ladditivita segue spezzando f + g, f,g in
parti positive e negative scrivendo (f+¢)"+f +9~ = (f+g9)” +fT+g" € LT e applicando
I’additivita dell’integrale di funzioni positive:

/(f+g)++/f*+/g* - /((f+g)++f*+g*)

= /((f+g)‘+f++g+)

/f++/g++/(f+g>‘,
da cui segue
/(f+g):/(f+g)+f/(f+g)*:/fﬂ/fw/g*—/g*:/ﬁ/g.

2. Segue dalla monotonia dell’integrale su L1 e f~ > ¢~ e dal fatto che se f < g allora fT < g*.

Al o= frefr o

I'uguaglianza varra se e solo se / fte / f~ hanno segno opposto, cioe se e solo se uno dei

3. Segue scrivendo

due & nullo, che equivale a dire che f oppure f~ & nulla q.o..
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4. Se E = {z : |f(z)] = +oo} avesse misura § > 0, allora |f| > 4ocoxg, dunque /|f\ >

400 - d = 400, dunque f non sarebbe integrabile; per la seconda affermazione, & sufficiente

+oo
1
scrivere {x : f(x) # 0} = U E, con E, := {m: |f(z)] > }: se un qualche F,  avesse
n

n=1

1
misura infinita, allora otterremmo I’assurdo /|f| > /mXEno > (Ep,)— = +oc.
no

5. La seconda equivalenza si ottiene applicando a |f — g| una proprieta delle funzioni integrabili;

se / |f — g| = 0 allora dalla 3 otteniamo

[Ef—/Eg‘S/xElf—glﬁ/lf—QIZO;

infine, se/ f= / g per ogni E, scegliendo E = {z : f(x)—g(z) > 0} otteniamo /(f—g)+ =
E E

(f — g) = 0 e analogamente /(f—g)_zo, dacui/\f—g|=0.

{a:f(x)—g(x)>0}
O

Mostriamo ora un altro teorema di passaggio al limite sotto integrale, valido stavolta per funzioni
di segno qualunque. Anche questo, al pari del Teorema della convergenza monotona, & piuttosto
semplice nell’enunciato ma ha moltissime applicazioni.

Teorema (della convergenza dominata).
Sia {fn}125 una successione di funzioni integrabili tali che:

1. fn — faqo;
n——+oo

2. |fnl < g per ogni n, per qualche g integrabile.

Allora f ¢é integrabile e /f: lim /fn

n—-4oo

Osservazione.
Sotto le stesse ipotesi, ¢ possibile applicare il teorema a |f, — f|, che verifica |fn, — f| < 2g con 2g

integrabile, e concludere anche che /|fn —fl j 0.
n—-+oo

Dimostrazione del Teorema della convergenza dominata.

Essendo limite di funzioni misurabili, f & misurabile, a meno di ri-definirla su un insieme di misura
nulla, ed essendo |f| < |g| allora f & anche integrabile. Applicando poi il Lemma di Fatou alle
successioni g £ f, € L7 si ottiene

/g+/f = /(g+f):/lggl+irg(g+fn)Sgglilgof/(g+f7L):/g+lggl+ig/fn,
/gf/f = /(gff):/lggggg(gffn)Slniggg/(gffn):/gflrigigg/fn;

cancellando / g da entrambe le formule si ottiene lim sup / < / f <liminf / fn, dunque dovra

n——+oo n—-+00
essere/fn — /f O
n——+0o
Corollario.
+oo +oo
Se {fn}l29 ¢ una successione di funzioni misurabili tali che Z/U‘}J < Ho0, allora an
n=1 n=1

converge q.o. €
—+o0
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Dimostrazione.

—+oo
Applicando un corollario del Teorema della convergenza monotona a | f,,| otteniamo che / Z |fn] =
n=1

+oo +oo +oo
Z / |frn] < 400 e dunque g := Z |fn| & integrabile; dalla proposizione precedente, Z | frl(x)
n=1 n=1 n=1
400 N
sara finita per q.o. x e per questi x avremo che Z fn € convergente. Inoltre, poiché Z fl <g
n=1 n=1
N
per ogni N, il risultato segue applicando il Teorema della convergenza dominata a gy := Z fn. O
n=1

Confrontiamo ora l'integrale rispetto alla misura di Lebesgue e la teoria dell’integrazione secondo
Riemann che viene studiata nei corsi di base.

Come prevedibile, 'integrale rispetto a Lebesgue estende I'integrale di Riemann e dunque puo essere
calcolato utilizzando strumenti gia noti, come ad esempio il Teorema fondamentale del calcolo.

Definizione.

Una partizione di un intervallo chiuso e limitato [a,b] € un suo sottoinsieme finito {t1,...,tn}
tale che a =tg <t1 <--- <ty =0b.

Data una funzione limitata f : [a,b] — R e una partizione P di [a,b] definiamo

N N
Spfi= Z < sup f) (tn _tn—1)7 spfi= Z ([t inf ]f) (tn _tn—l)a

=1 \[tn—1,tn] el n—1tn

TZ(f) = 1inf{Spf : P partizione di [a,b]}, IY(f) := sup{spf : P partizione di [a,b]};

b
se Tz(f) = I°(f) allora f si dice Riemann integrabile e il valore / f()dz =T, (f) = I°(f) si

chiama integrale di Riemann di f su [a,b)].
Un insieme E C [a,b] si dice Jordan misurabile se la sua funzione caratteristica xg é Riemann
integrabile.

Proposizione.
Sia f una funzione limitata su [a,b]. Allora:

1. Se f € Riemann integrabile allora ¢ anche Lebesgue misurabile, integrabile e
b
/ f(z)dx = fdm.
a [a,b]

2. f é Riemann integrabile se e solo se é continua m-q.o., cioé
m({z € [a,b] : f non é continua in x}) = 0;

in particolare, un insieme E C [a,b] é Jordan misurabile se e solo se il suo bordo OF ha
misura di Lebesgue nulla e, in tal caso, é anche Lebesgue misurabile.

Osservazione.

1. Le funzioni non limitate, oppure quelle definite su un intervallo illimitato, potrebbero essere
integrabili in senso generalizzato secondo Riemann ma non integrabili rispetto alla misura di

sin x
Lebesgue, come ad esempio f(x) =

su (0, +00) oppure f(x) = SH;E su (0,1).

{ 1 setn—1,tn] NE#0
=0

2. Nel caso di una funzione caratteristica f = xg avremo sup f = 0 selt 1] N E
n—1tn

[tn—l 7tn]

)

dunque

TZ(XE) = inf Z (tn —tn—1): P partizione di [a,b]
n: [ty —1,tn JNE#D
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n=1 n=1

N N
= 1nf{2(bn —an) : FC U [anabn]}

una definizione molto simile a quella della misura esterna di Lebesque ma con la differenza
fondamentale che i ricoprimenti usano unions finite di intervalli.

Esempio.

La funzione di Dirichlet xq = { é zz i g %q][g’é} ¢ integrabile su [0,1], con integrale nullo

poiché Q ha misura nulla, ma non é Riemann integrabile perché il bordo di QN [0, 1] non ha misura
nulla ma anzi é tutto [0,1].
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Lezioni 23-24 del 17/10/2022

Dimostrazione della proposizione.

1. Data una partizione P = {t1,...,tp}, le funzioni semplici
M M
GP = Z ( max f) X[tm—1,tm)? gp = Z ( min f) X[tm—1,tm)>
m=1 [tm—htm] m=1 [tmflvtm]

verificano Spf = /Gpdm e spf = /gpdm. Prendendo una famiglia P, di partizio-

ni ottenute raffinando la partizione originale in intervalli sempre piu piccoli otterremo che

b
[Gr = ses o [ f@ns e seg = [ e, e inolire {gr,) e {Gr, ) sono ri-

spettivamente crescente e decrescente puntualmente, dunque convergeranno rispettivamente

a funzioni misurabili g,G con ¢ < f < G, poiché gp, < gp,,Gp, < Gp,, si puod applicare il

Teorema della convergenza dominata con maggiorante integrabile max{|gp, |, |Gp,|} e ottene-

re che / Gp, — / Ge / gp, — / g. Poiché abbiamo gia visto che i due integrali
n—-+oo n

—+o00
convergono allo stesso limite, dovra essere [ g = / G e cioe ¢ = G = f q.o0.; in particolare,

f € limite di successione di misurabili, a meno di insiemi di misura nulla, e percio anch’essa
misurabile e, essendo limitata, anche integrabile. Infine, essendo f = g q.0., avremo

b
/f - /g - nEIﬁILloo 9P, = ngl}goo SP” - /a f

2. Supponiamo f Riemann integrabile e prendiamo, come nel punto precedente, due successioni

gp,,Gp, tali che gp, 7 geGp, \y Gcong =G = fsuFE C [ab] tale che

n—-+oo n—-+oo
m([a,b] \ E) = 0. Prendiamo ora zy € E\ U P,,, che verifichera g(z9) = f(zo) = G(xo),

neN
proprieta che & verificata per q.o. x; dato € > 0 esisterd N tale che gp, (z9) — Gp, (20) < &,

ma poiché zy € Py allora gp,,Gp, saranno costanti per x € [xo — 8,20 + 5]7 e dunque da
gpy < f < Gp, otteniamo

f(x) = f(z0) < Gpy(x) — gpy (20) = Gry (T0) — gpy (20) < ¢,

e analogamente f(zo) — f(x) < ¢, cio¢ f continua in zy. Dunque, f & continua in F \ U P,,
neN
che ha misura piena in [a, b] perché E aveva misura piena e U P,, ha misura nulla in quanto

neN
numerabile.

Supponiamo viceversa che f sia continua m-q.o. e prendiamo, come nel punto precedente, una
famiglia P,, di partizioni e funzioni semplici gp, ,Gp, . Fissiamo ora un punto di continuita
xg per f, e > 0,6 > 0 tale che |[x — 29| < § = |f(x) — f(xo)| < e e N tale che Py & formata
da punti che distano al pit § per n > N; in questo modo, se x, xg apparterranno allo stesso
intervallo di P,, = {tn,1,...,tn,m} in cul gp, , Gp, sono costanti, allora x distera al pit 0 da
o e dunque

0 < Gp,(x0)— gp,(z0)
= sup |f(x) = f(y)l

xvye[tn,m,fhtn,m,]

< LS ](|f($)—f($0)|+|f($0)—f(y)|)
TYE[tn,m—1:tn,m
< 2 sup |f(z) — f(wo)]
|z—z0]<6
< 2,
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il che mostra

che Gp,, (z9) — gp, (x0) n

—_~>_ 0 per ognuno di questi xg, cioé per q.o. zg. Infine,
—+00

applicando come nel punto precedente il Teorema della convergenza dominata a gp, ,Gp,

otteniamo

1,(f)

—I;(f)= lim Sp, -

n—-+oo

cioe f & Riemann integrabile.

Corollario.

lim sp = lim Gp,
n—-+oo

n n—>+oo

[

O

Se f >0 e una funzione continua su R, la misura fm : E — / fdm e una misura di Lebesgue-

Stieltjes g, dove F' é una qualsiasi primitiva di F, e se f ¢ integrabile allora F(x

la sua funzione di

Esempio.

distribuzione.

+oo
/0 e””:l:l

_Z :Fl n+1

/ fdm é

Infatti, per il segno — é sufficiente applicare il corollario del Teorema della convergenza monotona

alla serie di xe™ ™

Per il segno + consideriamo invece la serie di (—1)"ze

, che é a termini positivi:

+oo
/ T de =
0 et —1

+o0 —x
€
r—dx
0 1—e*

n=1

+oo +o0
/ Z re "*dx
0 n=1
+oo +00
Z / ze "*dx
n=1 0

+00 1 400

S v
n=1 0

+oo 1

D

n=1

—nx

, a cui possiamo applicare il corolla-

rio precedente perché, per quanto abbiamo appena visto, la serie degli integrali in valore assoluto

converge, dunque

+oo
/ v de =
0 e’”—l—l

n=1
+oo +oo
/ Z(_l)n+1 L P
0 n=1
+oo [e'e)
Z(*l)"“/ e Vdy
n=1 0



n+1

OO
+oo
In generale, essendo / yMe Ydy = M) per ogni intero positivo M, avremo
0
“+oo M n+1
(F1)
= M!
|2 P

e, ancor piu in generale, per ogni a > 0,

+o0o a 400 n+1
z _ S (1)
/0 ea:ildl’—r(a‘i“l) W.

n=1

Vediamo ora un risultato fondamentale sugli integrali dipendenti da parametro, conseguenza del
Teorema di convergenza monotona, che ha anche implicazioni pratiche per il calcolo di alcuni
integrali di cui non si conoscono le primitive.

Teorema (di continuita e derivazione sotto integrale).
Sia f: X X [a,b] = R tale che f(-,t) : X — R ¢& integrabile per ogni t fissato, sia

=/f@mww
X

Continuita Se f(x,) é continua in ty per ogni x ed esiste g integrabile tale che |f(x,t)| < g(x) per ogni
x e pert in un intorno di ty, allora F' € continua in tg.

e sia to € [a,b] fissato. Allora:

Derivazione Se f(x,-) & derivabile in to per ogni x ed esiste h integrabile tale che |0:f(x,t)| < h(x) per
ogni x e per t in un intorno di to, allora F ¢é differenziabile in tg e

F%%:A@ﬂ%mw@)

Osservazione.

Assumendo che O.f(-,t) abbia una maggiorante integrabile otterremo che F ¢ differenziabile, e
dunque in particolare continua, senza dover supporre esplicitamente che anche f abbia una mag-
giorante integrabile. Del resto, se |0y f(x,t)| < h(z) allora pert € [tg— 0,to + 9] avremo |0 f (-, t)| <
|f(x,to)| + dh(z) e quest’ultima ¢ una maggiorante integrabile.

35



Lezioni 25-26 del 18/10/2022

Dimostrazione del Teorema di continuita e derivazione sotto integrale.

Continuita Fissato tg, per la continuita di f la successione f,, := f(-,t,) convergera puntualmente a f(-, )
e per qualsiasi t, — tg, e inoltre |f,| < g, dunque applicando il Teorema della convergenza
dominata otterremo

lim F(t zhm/fxtdu /factod,u) F(to),

n—-+oo n—-+4+oo
cioe F(t) ¢ continua in tg.

Derivazione Anzitutto, fissato to possiamo scrivere O f (z,tp) = hrf gn(x), con
n—-+0oo

_ f('atn) — f(7t0)

Tttt
per una qualsiasi ¢, — to, il che dimostra la misurabilitd di 9;f(-,to); dal Teorema del valor
medio otteniamo che |g,| < sup|0;f(-,t)| < h, dunque si puo applicare il Teorema della
t

convergenza dominata a g, ottenendo cosi:

Flt) = tim T =00y [ @) = [ st anta).

n—-+o0 tn —to n—+400

Esempio.

+oo —x _ —tx
/ € "¢ dr=logt, Vt>0.
0 X

Infatti, possiamo applicare il Teorema di continuita e derivazione sotto integrale e otterremo conti-

to 3
nuita in quanto, pert € 50, Qto] ez € (0,1],

| — L= (—t$)| MaXmin{z,tzr}<s<max{z,tz} |_eis|

X

|1 o t|€7 min{z,tx}

< 1+
3
< 14—t
< 5t
mentre se x > 1 avremo
e~ T _e—tw < et +€—tw < e—a:_i_e—tTow’
x B T B T
3
1+ 5150 se0<zr<1
dunque una maggiorante integrabile é g(x) := PR P ; quanto alla deriva-
— sex>1
bilita, abbiamo
e~ _ e—tm
Oy le™™| <e Po h(z),
x

dunque applicando il teorema otterremo

+oo —z _ —tx t o0 —x __ ,—ST t +o0 t
/ € 7° qz= / (/ 33Hdsc) ds = / (/ e“d:z:) ds = / —ds = logt.
0 € 0 0 x 0 0 0
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Vediamo infine come si possono approssimare funzioni di segno qualunque con funzioni semplici,
in un modo che permetta di passare al limite dentro al segno di integrale. Nel caso di misure di
Lebesgue-Stieltjes, € possibile procedere in modo simile utilizzando funzioni continue.

Proposizione.

Data f integrabile, esiste una successione {¢, >3 di funzioni semplici tale che / | — f] j 0.
- n—-+oo

Se poi p ¢ una misura di Lebesgue-Stieltjes su R allora esiste una successione {f,,},:25 di funzioni

continue tale che / lfn—fl — O.

n—4oo

Dimostrazione.
Applicando il Teorema di approssimazione con funzioni semplici a f* e f~ troveremo due successioni
{325, {nn}F29 di funzioni semplici positive tali che ¢, ~ f*,m, 7 f~ puntualmente,

n=11

n—-+oo n—-+oo
dunque dal Teorema della convergenza monotona / U N T, / M / f~ e quindi
n—-+4oo n—+oo

On 1= ¥n — Ny, sono funzioni semplici tali che

[16a=t1=[@a-1=[n-17) 2 0

Per la seconda affermazione, & sufficiente dimostrare che ogni funzione semplice integrabile puo essere
approssimata da funzioni continue; per linearita, basta ridursi al caso di funzioni caratteristiche

di insiemi misurabili, ed & inoltre possibile considerare solo misurabili di misura finita perché se
N

1 1
¢ = chxEn allora p(E,) = ﬁ/ lp| < ﬁ/|¢| < 4o00. Grazie ad un corollario del
Cn| JE, Cn

n=1
Teorema di approssimazione con aperti e compatti, per ogni misurabile F esiste una successione
A,, di unioni finite di intervalli aperti tali che

/|xE—xAn| = W(B\ Au) + p(A\ B) <

M
Scrivendo ora A,, = U (@m, b)) come unione disgiunta, la funzione
m=1
M
1 1
1 T e U |:a'7n+n]\4-abm_mw
m=1 1
M(x — <z < —_—
f = nM(x — an) am < T am+nM

1
1—nM(by, — by — —— b,
nM ( x) nM<x<

0 T ¢ U (a"ubm)
m=1

M
. 2 .
verifica |fn, — xa,| < Z:IX(am,aerﬁ)U(b,,ﬁﬁbm) e dunque /|fn —xa,| < . da cui /\fn -
m—

n—-+4oo

Consideriamo ora un prodotto di due spazi misura e proviamo a definire in modo naturale una
misura su questo spazio prodotto a partire dai due spazi base.

Definizione.
Dati due spazi misura (X, M,pu) e (Y,N,v), la misura prodotto u x v ¢ definita sulla o-algebra
prodotto M @ N come:

N
(4 x V)(A1 x ByU---UAy x By) = Y p(An)v(By)

n=1
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per ogni unione disgiunta di rettangoli Ay X By U---U Ay X By, dando il valore 0 ad eventuali
prodotti 0 - co nella somma precedente, ed estendendo la misura con il Teorema di estensione di
misure alla o-algebra M @ N generata dall’algebra delle unioni finite di rettangoli.

Dati EC X xY,ze X,yeY, lax-sezione ¢ la y-sezione di E sono date rispettivamente da

E,={yeY: (x,y) € E}, EY:={zxeX: (z,y) € E};
La x-sezione e la y-sezione di una funzione f definita su X XY sono

f2(y) = f(x,y), fU(x) = f(x,y).
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Lezioni 27-28 del 21/10/2022

Osservazione.

1.

2.

uXxv é finita se e solo se u,v sono entrambe finite, ed é o-finita se e solo se p, v sono entrambe
o-finite.

In generale, anche se i e v sono entrambe complete, p X v non é completa: prendendo infatti
EeP(X)\M eF eN conu(F)=0 avremo (uxv)(EXF)=0ma ExXF ¢ MQN; questo
problema puo essere risolto applicando a p x v il Teorema del completamento di misure.

Il seguente teorema, dall’enunciato forse prevedibile ma dalla dimostrazione non banale, fornisce
uno strumento pratico essenziale per integrare su spazi prodotto.

Teorema (di Fubini-Tonelli).
Siano (X, M, ) e (Y,N,v) due spazi di misura o-finiti.

Tonelli

Fubini

Se f € LT(X xY), allora le sezioni di f

forye= f@y),  fUrre floy)

sono, rispettivamente, v-misurabile per q.o. © e u—misurabile per q.o. y; inoltre,

ow)i= [ Lo by = [ £

sono rispettivamente p-misurabile e v-misurabile e infine

/Xxyfd(ﬂxy) =/Xg(x)du(x) =/Yh(y)dy(y).

In particolare, se E € M ® N, allora le sezioni
E,={yeY: (z,y) € E}, EY:={zeY: (z,y) € E}

sono, rispettivamente, v-misurabile per q.o. x e pu—misurabile per q.o. y, le funzioni x —
v(E.),y — p(EY) sono rispettivamente p-misurabile e v-misurabile e

o) = [ v(Euta) = | wE)avty)

Y

Se f e integrabile su X XY allora f,, f¥ sono integrabile rispettivamente su'Y per q.o. x e su
X per q.o. y, inoltre g, h definite come sopra sono integrabili rispettivamente su X,Y e vale
la formula precedente.

Osservazione.

1.

1l Teorema di Fubini-Tonelli é falso se si toglie l'ipotesi di o-finitezza. Prendiamo infatti X =
Y=[0,1], M=N = Bio,1) con pp = m misura di Lebesgue e v = # misura che conta e f = xp

la funzione caratteristica della diagonale D = {(x,x) : z € [0,1]}: /fd(m X #) = +00 perché

ogni famiglia {E,}> di rettangoli che ricopre D ne avra almeno uno con x-sezione E, piu
che numerabile, e dunque avra misura infinita; inoltre, fi(y) = X{(y.y)} per ogni y, dunque

/fxd# =1 e quindi / (/ fxd#> dm(z) = 1; infine, f¥(z) = X{(z,2)} Per ogni x e quindi

J(Jran)on oo
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2. Anche sotto ipotesi di o-finitezza, € necessario assumere che le funzioni integrande siano

positive o integrabili: prendendo ad esempio la misura di Lebesque su [0,1]% e f(z) = %,
rTy

1 1
otteniamo /fm = m per ogni T e dunque / (/ fw) dm(z) = > scambiando il ruolo

1
di x,y avremo invece / </ fy> dm(y) = —3

Esempio.
1. Scegliendo (X, M, p) = (Y, N,v) = (N, P(N), #) otteniamo che Z Za(k,l) = Z Za(k‘, 1)
kEN [EN lEN keN
per ogni serie a termini positivi o che sia assolutamente convergente rispetto a entrambe le
variabili.

2. Scegliendo (Y,N,v) = (|0, +00], L,m), applicando il Teorema di Tonelli alla funzione indica-
trice del sotto-grafico

E={(z,y) e X xR: 0<y < f(a)}

di una funzione f : X — [0,+00] otteniamo

(4 x m)(E) = /X L xedlpmexy)

/ X0<y<f(z)(y)dm(y)> dp(z)
[0,400

.
[ ( [ dy> (o)

/X f(2)du(a),

cioe la ben nota interpretazione di integrale di una funzione positiva come area del suo sotto-

grafico.
Scambiando Uordine di integrazione otteniamo invece la formula

+oo
/ f(z)dp(z) = / w(EY)dy, dove BV ={x € X : f(z) > y}.
X 0

Definizione.
Una classe monotona su X é una sotto-famiglia C C P(X) che sia chiuso rispetto a unioni crescenti numerabili
e interseziont crescenti numerabili, ovvero:

+oo
{En}zi.i C Ca E, C En+1 Vn = U FE, € C;
n=1

+oo
{(F.}5 cC Fopn CF,¥n = (| F.ecC.
n=1

Dato una una famiglia di insiemi € C P(X), la classe monotona generata da £ ¢é la pit piccola
classe monotona contenente A, cioé l'intersezione di tutte classi monotone che lo contengono.

Esempio.
1. Ogni o-algebra é una classe monotona.
2. Una qualsiasi intersezione di classi monotone é una classe monotona.

Lemma (della classe monotona).
Data un’algebra di insiemi A su X, la o-algebra M(A) coincide con la classe monotona generata

da A.
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Dimostrazione.
Poiché M(A) & una classe monotona, la classe monotona C generata da A sara contenuta in M(A),
dunque sara sufficiente mostrare che C ¢ una o-algebra. Fissiamo E € C e definiamo

C(E):={FeC: E\F,F\E,ENFeC}cC:

Si tratta di una classe monotona e inoltre F' € C(E) <= E € C(F); se poi E € A allora, essendo
A un’algebra, F' € C(F) per ogni F' € A e dunque C(E) = C per ogni E € A, cioe E € C(F) per ogni
E e A F €Cequindi A C C(F), ovvero C(F) = C anche per ogni F' € C. C & dunque chiusa rispetto

all’intersezione e alla differenza di insiemi e, poiché X € A C C, anche rispetto al complementare
+oo +oo n

e dunque ¢ un’algebra; scrivendo poi una qualsiasi unione numerabile U E, = U U E,, come

n=1 n=1m=1

——

ec
unione crescente, otteniamo che C & chiusa anche rispetto all’'unione numerabile ed ¢ dunque una
o-algebra. O
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Lezioni 29-30 del 21/10/2022

Dimostrazione del Teorema di Fubini-Tonelli.

Tonelli Anzitutto, vista la simmetria tra X e Y, sara sufficiente dimostrare la misurabilita di f,, g e
la prima delle due uguaglianze.

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Passo 5

Il teorema vale se f = xaxp € la funzione caratteristica di un rettangolo:

sexe A v(B) sexeA
Sef:XAXB auorafmz)(Em { E)(B Seng ,dunqueg(ac)l/(Em){ O( ) Seng

e quindi

/ Fd(u x v) = (% )(A x B) = u(A)(B) = / V(Ey)du(x) = / gd.

b'e
Il teorema vale per f = xg con E unione finita di rettangoli:
N
Scrivendo E = Ay x B{U---UApN x By come unione disgiunta, avremo f = Z XA, X By s
n=1

dunque applicando il punto precedente a ciascuna di queste funzioni caratteristiche e la
linearita dell’integrale otterremo la misurabilita delle sezioni e

N

(X)) = 30 2) (Ao x B) = 3 /X v((Bn)e)dpi(a) = /X v(E.)dp(z).

n=1

La classe di insiemi C := {F € M ® N : il teorema vale per xg} ¢ chiusa rispetto a
unioni crescenti:
“+o0

—+o0

Se £ = U E, con E, € C,E, C E, 11, allora U (FEpn)z = E, come unione crescente
n=1 n=1

per ogni z e dunque, per la formula dell’unione crescente, v((E,),)  v(E;); quindi,

n—-+oo
applicando nuovamente il Teorema della convergenza monotona a v((Ey),) € nuovamente
la formula dell’unione crescente si ottiene

(x V)(E) = lim (uxv)(E)= lim [ v((E,),)= /X v(E,)dp(a).

n—-+oo n—-+oo X

Se u, v sono finite allora C & chiusa rispetto a intersezioni decrescenti:
“+oo

Prendendo E, € Ce E = ﬂ FE,, come intersezione decrescente, con le stesse notazioni

n=1
+oo

del passo precedente avremo m (En)z = E, come intersezione decrescente, ed essendo

n=1
w(X),v(Y), (pxv)(Y) < +oo & possibile applicare la formula dell’intersezione decrescen-
te e il Teorema della convergenza dominata con maggiorante integrabile g = 1 ottenendo
V((Ba),) 7 v(E.) e, come prima,

n—-+o0o

(uxV)(E) = lim (uxv)(E)= lim [ v((E,),)= /X v(E,)dp(a).

n—-+oo n—-+oo b'e

C e chiusa rispetto a intersezioni decrescenti anche se p, v sono o-finite, dunque per il

Lemma della classe monotona C = M @ N:
+oo

Scrivendo X xY = U X, XY, come unione crescente di rettangoli di misura finita,
n,m=1

¢ sufficiente applicare il punto precedente a E N (X,, X Y;;,) e passare poi al limite grazie

al Teorema della convergenza monotona.
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Passo 6 1l teorema vale per f = ¢ semplice:
N

Se ¢ = Z cnXE, allora

n=1

N
/X><Y g MXV

Passo 7 11 teorema vale per f € L7(X x Y):

Dal Teorema di approssimazione con funzioni semplici avremo una successione ¢,
n—-+o00
f, e in particolare (¢,). " fz; grazie al Teorema della convergenza monotona ot-
n—-+oo

ch/ >:/X¢z.

n=1

terremo g, := / (6n)z . g e, applicando nuovamente il Teorema della convergenza
Y n—-+oo
monotona a ¢y, g, avremo infine

—+0o0

/fd(u>< v)= lim /qbnd(u xv)= lim [ g,dpu= /gdu-

Fubini Presa f integrabile, applicando a fT, f~ il Teorema di Tonelli otteniamo che g* € LX), ht e
L1 (Y), dunque saranno finite q.o. e cioe (fi)y , (fi)x sono integrabili q.0., quindi g, h sono
integrabili e fY, f, sono integrabili q.0.; infine, applicando ancora Tonelli alla parte positiva e
negativa di f si ottiene

/fd(uXV):/ﬁd(uXV)*/f’d(uxV):/fdu*/g’du:/gdu

e analogamente /fd(,u X V) = /hdl/.

O

Concludiamo la parte sull’integrazione approfondendo le proprieta della pitt importante delle misure
prodotto, che & la misura di Lebesgue in RY.

Definizione.
La misura di Lebesgue m™ su RN ¢ il completamento della misura prodotto m x ... X m su
Br®...®Br (o, equivalentemente su L& ... L). Quando non c¢’e rischio di ambiguitd scriveremo

m al posto di m” e /f(x)da: per/f(x)dm(x).
La famiglia degli insiemi Lebesgue misurabili su RY ¢ il dominio £~ di m™.
Proposizione.

1. Se E e LN allora

m(E) =inf{m(A4): A D E, A aperto} =sup{m(K): K C E, K compatto}.

2. E € LY seesolose E=A\N con A intersezione numerabile di aperti e m(N) = 0, se e
solo se E = BUM con B unione numerabile di chiusi e m(M) = 0.

3. Se E e LY em(E) < +oo allora per ognie > 0 esiste una unione finita A di rettangoli aperti
tali che m(E'\ A) + m(A\ E) <e.
4. Se f ¢ integrabile allora esiste una successione {f,}125 di funzioni continue tali che / [fr —

fl — o

n——+oo

Dimostrazione.
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1. Se E € £V allora, dalla definizione di misura prodotto, per ogni ¢ > 0 esistono dei rettangoli
—+o0
{R,}>5 che ricoprono E e per cui Zm(Rn) < m(FE) + ¢; applicando a ciascun lato di
n=1
R, il primo enunciato del Teorema di approssimazione con aperti e compatti troviamo dei
+oo

rettangoli aperti A4,, D R, tali che m(A4,) < m(R,) + 2%7 dunque l'aperto U A, ricopre E

n=1
+oo +oo +oo
e verifica m (U An> < Z m(4,) < Z m(Ry) +& < m(FE) + 2¢. La seconda uguaglianza
n=1 n=1 n=1

di dimostra come nel Teorema di approssimazione con aperti e compatti.

2. Segue dal punto precedente come nella dimostrazione del corollario del Teorema di approssi-
magzione con aperti e compatti, che corrisponde al caso N = 1.

3. Analoga al corollario del Teorema di approssimazione con aperti e compatti.

4. Analoga al caso 1-dimensionale.

Proposizione.
La misura di Lebesgue é invariante per traslazioni, ovvero:

1. Se E € LN allora anche E +t € LY per ognit € RN e m(E +t) = m(E).

2. Se f: RN — R ¢ Lebesque misurabile allora lo ¢ anche fG+1t) per ognit € RN e, se f >0
oppure ¢& integrabile, allora /f( +t)dm = /fdm.
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Lezioni 31-32 del 25/10/2022

Dimostrazione delle proposizione.

1. Se E € Bgn allora E +t € Bgy C LY perché le traslazioni preservano la famiglia dei
boreliani. L’uguaglianza m(E + t) = m(E) per i rettangoli segue immediatamente dal caso
1-dimensionale e, grazie al Teorema di estensione di misure, anche per ogni boreliano; in
particolare, le traslazioni preservano i boreliani di misura nulla e dunque 1'uguaglianza m(E +
t) = m(E) vale anche per gli insiemi di misura nulla e dunque su tutto £V.

2. Presa f misurabile, per ogni boreliano B C R abbiamo (f(- +t))"'(B) = f~*(B) —t, con
f~YB) € LY e dunque, per quanto appena visto, anche (f(- +t))"*(B) € £V e dunque
f(-+1) & misurabile. L’uguaglianza / fG+t)dm = / fdm & vera per le funzioni caratteristi-

che, grazie al punto precedente, e per linearita anche per funzioni semplici; dalla definizione
di integrale per funzioni positive, I'uguaglianza vale anche per ogni f > 0 misurabile, e pren-
dendo parte positiva e negativa di una qualsiasi f integrabile vale anche per funzioni di segno
qualunque.

O

Dopo averne elencato le principali proprieta, essenzialmente “ereditate” dall’integrale di Lebesgue
su R, dimostriamo un teorema fondamentale che mostra come varia 'integrale di Lebesgue rispetto
alla composizione di funzioni.

Proposizione.
Se f: RN — R ¢& Lebesgue misurabile e T : RY — RN ¢ lineare e invertibile allora f oT ¢ Lebesque
misurabile e, se f > 0 oppure ¢ integrabile, allora

/fdm = |detT|/(fOT)dm.
In particolare, se E € LY allora T(E) € LY e m(T(E)) = |det T|/m(E); dato poit > 0, avremo
/f(:c)da: = tN/f(ty)dy em(tE) = tNm(E).
Dimostrazione.
Anzitutto, poiché ogni mappa lineare T' & continua, se f & misurabile lo & anche foT.

Supponendo poi che la formula sia vera per due trasformazioni T,.S, lo sara anche per la loro
composizione T o S, perché

/fdmz|detT|/(foT)dm:|detT||detS|/(foT)oSdm=\det(ToS)|/fo(ToS)dm.

Quindi, poiché ogni T lineare invertibile & composizione di mappe dei seguenti tre tipi:

1. T:(z1,. s @ny oo oyxn) = (21, ..., CTpy ..., TN) PET € F O;
2. T: (21, ., &Zpy-e oy N) = (X1, oo, Ty + CTpy,y - .., TN ) DET N FE M
3. T (X1, oy Ty e s Ty o EN) > (T e ey Tny ey Ty e e o TN )5

allora sara sufficiente dimostrare la formula per mappe di uno di questi tre tipi. Per le mappe di tipo
1 integriamo con il Teorema di Fubini-Tonelli prima in z,, utilizzando la formula 1-dimensionale

/f(y)dy =] /f(cy)dy e otteniamo

[ ram¥ = el [ o T)am*;
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per le mappe di tipo 2 procediamo in modo analogo utilizzando la formula 1-dimensionale / fy)dy =
/f(y + t)dy e avremo
/ fdm® = /(f o T)dm™;

infine, poiché applicare una mappa di tipo 3 equivale a scambiare 'ordine di integrazione, per il
Teorema di Fubini-Tonelli i due integrali in questo caso avranno lo stesso valore. Dunque, poiché il
determinante di T nei tre casi vale rispettivamente c, 1, —1, la dimostrazione & conclusa. O]

Esempio.
La misura del simplesso standard N -dimensionale

N
Ey = {xERN: ngn§1Vn:1,...,N,an§1}
n=1

1
e mN(Ey) = ik Infatti, per N =1 abbiamo m(Ey) = m([0,1]) = 1, mentre per N > 2 possiamo

applicare il Teorema di Tonelli a xg~ per ottenere

m(Ey) = /Rmel (ly eRV"': (5,1) € Ey)) dt

N-1
- /mN—1 ({yeRN—l:ogyngLogtgL Zyngl—t}>dt
R

= /mN_l((l—t)EN,l);
0

infine, dalla proposizione precedente si ottiene m”™ (1 —t)En_1) = (1—t)N"tm(Ex_1) e dunque

1 N
En_
mN(EN) _ / (1 _ t)Nilm(EN_l)dt — w
0
e quindi, procedendo per induzione,
N-1

N m (EN—l) 1 1
E == = = —.

m(Ex) N (N—1IN _ NI

Teorema (di cambio di variabile per Lebesgue).
Se W :Q — RN ¢ un diffeomorfismo di classe C' definito su un aperto Q C RY e f: ¥(Q) - R ¢
Lebesgue misurabile, allora fo W :Q — R é Lebesque misurabile e, se & positiva oppure integrabile,

/ fdm:/(fo\Il)|detD\I/|dm.
(Q) Q

In particolare, se E C Q) ¢ Lebesque misurabile, lo é anche V(E) C U(Q) em(V(E)) = / | det DU |dm.
E

Lemma.
Un insieme aperto di R™Y puod essere scritto come unione di cubi chiusi, cioé rettangoli chiusi aventi
tutti 1 late uguali, con interni a due a due disgiunti.

Dimostrazione.
1 N
Fissato m € N, consideriamo la famiglia Q,, di cubi chiusi aventi lato om e vertice in (2m)

per qualche m € N: & un’unione numerabile che ricopre RY e gli interni dei cubi sono a due a due
disgiunti. Preso ora A C RY aperto e x € A, avremo y € A se |z — y| < & per qualche § > 0 e

N
dunque in particolare @) C A per un ogni cubo @ € Q,, contenente = se om < §; cio vuol dire che
per m sufficientemente grande ogni x € A apparterra a un cubo @ € Q,, contenuto in A e cioe in

Ap = J{Q € Qm: QC A}
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Possiamo concludere prendendo 'unione di questi insiemi al crescere di m:

+00
A= U (A \ A1),

m=1
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Lezioni 33-34 del 28/10/2022

Dimostrazione del Teorema di cambio di variabile per Lebesgue.

Essendo ¥ continua, se f ¢ Lebesgue misurabile lo sara anche f o V.

Notiamo anzitutto che & sufficiente dimostrare il teorema per funzioni positive e, per una generica f
di segno qualsiasi, scrivere f = f+— f~ e applicare quanto appena dimostrato a f=. Inoltre, bastera
far vedere che nella formula di cambio di variabile vale il segno di maggiore o uguale: supponendo

infatti che valga / fdm < / (foW)| det D¥|dm, scambiando f con foW¥ e ¥ con ¥~ ! otteniamo
T (Q) Q

/(f o U)(z)|det D¥(z)|dz < / (foWoW™)(z)|det D¥ (U~ (x))| |det D (¥1) ()| da
) ()

/ fdm,
v(Q)

e dunque dovra valere I'uguaglianza.
Inoltre, sara sufficiente dimostrare la formula per funzioni caratteristiche di insiemi misurabili: la
formula si estendera per linearita alle funzioni semplici, con il Teorema di approssimazione a funzioni

misurabili qualsiasi e, scomponendo in parte positiva e negativa, a funzioni integrabili. Potremo
—+oo

ulteriormente ridurci a misurabili di misura finita scrivendo, nel caso generale, E = U E, con E,

n=1
di misura finita, e passando al limite con il Teorema della convergenza monotona.

Passo 1 La formula precedente vale se f = x¢ € la funzione caratteristica di un cubo @:
Scrivendo @ = {y e RN : |y; — 2| <a,i=1,...,N} per z € R, a > 0, dal Teorema del
valor medio otteniamo che, se y € Q, allora |¥;(y) — ¥;(z)| < asup||D¥|, dove ||T] :=
Q

_ max |T;]; dunque ¥(Q) & contenuto in un cubo di lato sup || D¥|| volte il lato di @, e cioe
0.5=1,.., Q

N
m(T(Q)) < <sup |D\I/||> m(Q). Ripetendo il ragionamento per 7" oW, con T : RV — RY
Q

lineare invertibile, e applicando la formula della proposizione precedente si ottiene:

N
m(¥(Q)) = |det T|m (T (¥(Q))) < |detT| (sngT_l oD\IJ||> m(Q).

Essendo poi DV continua, per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se sup|y; — x;| < ¢ allo-
i

N
ra H(D\I/(ac)f1 D\Il(y)H < 1 + ¢; suddividendo poi @ in cubetti Q1,...,Qy con interno

disgiunto, lato lungo al piu § e centro rispettivamente in x1, ...,z si ottiene
M
m(T(Q) < Y m(¥(Qm))

m=1

M N
-1
< 3 det DW(a)]| sup ||[(DW () DU (@)
m=1 YELm

M
< (1+s)/ > [det D ()| xq,, dm;
Qm*l

poiché l'ultima integranda converge uniformemente a | det D¥| per § — 0, allora mandando
€ a 0 si ottiene la formula desiderata

/XW(Q)dm=m(‘1’(Q)) S/QIdetD\IJ| :/XQ\detD\I/|dm.
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Passo 2 La formula vale per f = x4 con A aperto:
oo

Scrivendo, grazie al lemma precedente, A = U Q,, come unione numerabile di cubi con

n=1
interno disgiunto, essendo m(9Q,,) = 0 otteniamo

+o00o
Z U(Qn)) Z/ |det DW| = /A|detD\Il|.

Passo 3 La formula vale per f = xg con E misurabile di misura finita:
“+o0

Grazie ad una proposizione precedente, possiamo scrivere F = (ﬂ A, J\Nconm(N)=0e

n=1
A,, aperti di misura finita, che non sara restrittivo supporre siano decrescenti; applicando poi la

formula dell’intersezione decrescente e il Teorema della convergenza dominata con maggiorante
integrabile x 4, | det D¥| otterremo

n—-+4oo n—-+oo

m(¥(E)) = lim m(¥(A4,)) < lim |detD\Il\:/ | det DU.
An E
O

Uno dei cambi di coordinate pitt importanti su RY & dato dalle coordinate polari, che generalizzano
quelle gia viste nei corsi di base in dimensione 2 e 3. Si tratta in realta di un cambio di coordinate
non interno a R™Y, ma che coinvolge la sfera N —1-dimensionale, e dunque & bene chiarire in dettaglio
questa operazione.

Definizione.

Il cambio di variabile dato dalla mappa ® : RN \ {0} — (0,+00) x V71, definita da ®(z) =
(|x z |>, si chiama coordinate polari.

Indicheremo con m, la misura indotta da m” sui boreliani di (0,400) x SN~ attraverso ®, ovvero
my(E) :=m" (<I>71(E)) per ogni B € B 1 o0)xsn—1 € indicheremo con p la misura su By o) data

da p(E) z/ rN=1dr.
E

Osservazione.
Nel caso del Teorema di cambio di variabile per Lebesgue, se W e la mappa che da il cambio di

variabile allora m, : E — m (\Ilfl(E)) = / |detD (\Ilfl) | dm.
E

Teorema (delle coordinate polari).
Esiste un’unica misura di Borel o su SN™1 tale che m, = p x o e inoltre se f : RN — R & Borel
misurabile e positiva oppure integrabile, allora

+oo
= o N=1qp,
/waf/o (/SN_lf(Ty)d (y)>7“ dr
Osservazione.

11 fattore rN=1 nella formula delle coordinate polari é coerente con la formula di cambio di variabile
per Uintegrale di Lebesgue: applicando la formula a f(tx), pert > 0, otterremo

. fx)dz = /0+°° (/SN_1 f(try)dU(y)) PN-14,
(s=tr) /0+<>0 (/SN-1 Fsy)doly )) ( )N ltds
- i +o<>(/SNIJ”(sy y)Nlds
- tN/ f(z)dz.
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Dimostrazione del Teorema delle coordinate polari.

Sara sufficiente dimostrare il teorema nel caso di funzioni caratteristiche di insiemi e poi estendere
il risultato per linearita alle funzioni caratteristiche e per approssimazioni a funzioni generiche,
come ad esempio nel Teorema di cambio di variabile per Lebesgue. Per le funzioni caratteristiche,
bisognera semplicemente costruire la misura o per cui m, = p X 0.

Per ogni boreliano E ¢ SV~1 definiamo

o(E)=N -m,((0,1] x E) =N -m (& ((0,1] x E)) :

si tratta effettivamente di una misura perché la preimmagine commuta con unioni e complementari
e ®71((0,1] x E) & boreliano in R \ {0}. Con questa definizione, la formula & verificata per insiemi

del tipo (a,b] x E, in quanto
b
/ (/ da) rN-ldr
a E

b
= J(E)/ rNldr

(p x 0)((a,8] x E)

bV m.((0,1] x E) — a¥m.((0,1] x E)
= m.((0,b] x E) — m.((0,a] x E)
= m((a,b] x E).
N
Per additivita, la formula continuera a valere su unioni finite U (an, bp] X E,, ma poiché le unio-

n=1
ni finite di intervalli semiaperti generano B 4, dalle proprieta delle o-algebre prodotto e dal

Teorema di estensione di misure 'uguaglianza varra anche su tutta B yoo)xsv-1- O
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Lezioni 35-36 del 31/10/2022

Il passaggio alle coordinate polari permette di calcolare molti integrali e di ottenere alcuni risultati
interessanti.

Esempio.

1. Data una funzione radiale f : (0,+00) — R, positiva o integrabile, nella formula precedente
Vintegrale su SN 1 sard costante e dunque

/RN f(lz)dz = o (SV) /O+OO ey L.

In particolare, prendendo f(r) = x(o,1) otteniamo la seguente relazione tra la misura della
palla N-dimensionale BY := {x e RV : x| < 1} e quella della sfera:

N-1
N (N o (SV)
BY) = ——+~.
¥ (@%) = 7
. 1 1 .
Prendendo poi f(r) = r—ax(oﬁl)(r), flr)= @ X[1,+00)(z) PET @ € R otteniamo
1
/ |z|°dz = O'(SN_l)/ rtN=ldr < 400 <= a > —N,
BN 0
1
/ |z|*dz = o (SN_I)/ rotTN=ldr < 400 <= a < —N.
RN\BN 0

2. Per ogni a > 0 vale

a2 N
Iy = e 1" de =7z,
RN

Infatti, applicando ripetutamente il Teorema di Tonelli otteniamo

N
IN:/ [Te e =1 = (1) %;
RN n=1

per N = 2, utilizzando la formula precedente, il cambio di variabile s = 12 e il Teorema di
Tonelli avremo:

400 1 +o0 1 1
I :g(Sl)/ re " dr = J(S)/ e °ds = 0(28 ) :m(BQ) =/ 21 — 22dx = 7.
0 0 -1

2

3. Le misure della sfera N —1-dimensionale e della palla N -dimensionale valgono rispettivamente

orT N
N N~ se N pari
U(SNA) _ 27rA2[ _ (§+?1 !71 7
].—‘(7) 272 2 . .
m se N dZSp(“"Z
N
Tz N pari
SN—]) W% N | se
BY) = o ( _ _ 5)!
m( ) N F(%—G—l) 1%;217TN2—1 )

N1 se N dispari

e in particolare tendono entrambe a 0 per N che va a infinito.
Infatti, ragionando come nel punto precedente, si ottiene

_ 2
= / e 1 dx
RN
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+o0o 5
= O'(SN_l)/ e PNy
0

L
0

2
SN—I
_ o8, (N> ,
2 2
N N N N
Infine, per calcolare T’ (2> , utilizziamo la formula ricorsiva T’ (2> = <2 — 1) r (2 - 1> ,

che nel caso N sia pari fornisce

((3)- (3 (39 ro (51

se invece N ¢ dispari, avremo

"(3)-G-)G2) G- 6)

r (1> +o0 efsd 2/+oo 77‘2d I \/»
- | = —ds = e r=1, =+/m,
2 0 \/g 0

N N -2)I
otterremo I’ (2) = (21\,_1)\/7?
=

ed essendo

Dopo aver approfondito in modo particolare le misure definite su R e R, studieremo ora misure
di Borel su spazi metrici piu generali, e in particolare il legame tra queste misure e alcuni spazi di
funzioni continue su X.

Definizione.
Una misura di Borel i su uno spazio metrico X si dice regolare esterna su un boreliano E € Bx
se

w(E) =inf{u(A): ADE, A aperto}.

u st dice regolare interna su E se
w(E) =sup{u(K): K C E, K compatto}.

Se p é regolare esterna ed interna su tutti i boreliani di X, si dice regolare su X.
Se p é finita su tutti gli insiemi compatti, regolare esterna su tutti i boreliani e regolare interna sugli
aperti, si dice di Radon.

Esempio.

1. Come ¢ stato visto nel Teorema di costruzione delle misure di Borel, ogni misura di Borel su
R che sia finita sui compatti e regolare e in particolare di Radon

2. La misura che conta # su R non é regolare interna, e dunque non regolare, su nessun insieme
finito perché #(A) = +oo per ogni aperto A; pit in generale, la misura che conta non é mai
regolare su nessun X a meno che X non sia discreto.

Tra tutte le funzioni continue su X, considereremo in particolare i sottospazi definiti in seguito.

Definizione.
Il supporto di una funzione f € C(X) continua su uno spazio metrico X é il pit piccolo insieme
chiuso fuori dal quale f é nulla e si indica con

supp(f) :={z € X : f(z) # 0}.
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[ si dice a supporto compatto se supp(f) é compatto e si denota con
Co(X) :={f € C(X) : supp(f) é compatto}.

f e C(X) si dice nulla all’infinito se Uinsieme {x € X : |f(x)| > €} é compatto per ogni e > 0;
Uinsieme delle funzioni nulle all’infinito si indica con

Co(X) :={f e C(X): f nulla all’infinito}.
Osservazione.

1. Co(X) e Co(X) sono sottospazi vettoriali di C(X) e valgono le inclusioni C.(X) C Co(X) C
C(X).

2. Se X & compatto allora C.(X) = Cy(X) = C(X).

3. Se f € Co(X) allora & f & sempre limitata e il suo modulo ammette massimo, dunque
I fllcox) = s;p |f] = m)?x|f| é una norma su Co(X).
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Lezioni 37-38 del 04/11/2022

Esempio.

Se tutte le palle sono compatte, come ad esempio nel caso di un dominio euclideo X C RY, allora

f & nulla all’infinito se e solo se f(x) — 0 per qualche (o equivalentemente ogni) y, come
d(z,y)—+oo

suggerisce il nome.

In particolare, se X = N, tutte le funzioni sono continue e dunque Co(N) ¢é insieme delle successioni
infinitesime e si denota con

co = {x:N—>R: z(k) — O},
k— 400
mentre Co(N) é Uinsieme delle successioni definitivamente nulle:
cpo:={r:N—>R:3IKecN: z(k)=0Vk>K}.

Definizione.
Uno spazio metrico si dice localmente compatto se ogni punto ha un intorno compatto.

Esempio.
1. RY ¢, pitv in generale, tutti i suoi sottoinsiemi aperti o chiusi sono localmente compaitti.
2. Gli spazi discreti, e in particolare N e gli insiemi finiti, sono localmente compatti.

Proposizione.
Se X ¢ uno spazio metrico localmente compatto, allora Co(X) ¢ la chiusura di C.(X) nella topologia
indotta dalla norma uniforme | f|lc,(x) := sup|f]|.

I X

Definizione.
Una funzione cutoff tra un sottoinsieme chiuso C C X di uno spazio metrico e un sottoinsieme
aperto A D C' é una funzione continua, denotata con pa,c, tale che xc < wa,c < xa, ovvero:

0<pac <1, vac(z)=1sexeC, vac(z)=0sex ¢ A.

Esempio.
d(x, A°)

Una funzione cutoff tra un chiuso C' e un aperto A é pa,c(x) = (@, 4% + d(z,C)
x’ x’

Dimostrazione della proposizione.

Se {fn},725 & una successione in C.(X) che converge a f, allora per ogni ¢ > 0 avremo |/f —
fnlleoxy < € per n sufficientemente grande, dunque se x ¢ supp(f,) allora |[f(z)| < € e cioe
{f>e}:={reX: f(x) > e} Csupp(f,) e quindi & compatto.

Viceversa, data f € Co(X) costruisco una successione {f,,}:> in C.(X) tale che f, e fin

1
questo modo: considero il compatto C,, := {|f| > } e lo ricopro con gli aperti {Bs, (z)}sek,
n

con d, tale che Bs, (x) & compatto; estraendone un sottoricoprimento finito {Bs,, (x,,)}2_, con
0 <o <0y, A = {z: d(z,C,) < 61} sard un intorno a chiusura compatta di C,, e dunque
fn = foa,.c, € Co(X) verifica 0 < fp — f < fxcg, da cui

1
Cox) S 3 nitee

1 = fllcox) < || fxce

O

Il legame, forse sorprendente, tra misure di Radon e funzioni continue & dato dal seguente Teorema
fondamentale.
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Definizione.

Un funzionale lineare L : Co(X) — R (oppure L : Co(X) — R) sulle funzioni continue a supporto
compatto (o sulle funzioni continue nulle all’infinito) su uno spazio metrico X si dice positivo se
assume valori positivi sulle funzioni positive, cioé:

f(z)>0vVere X = Lf>o0.
Esempio.

1. Un funzionale lineare su RY , che pud essere visto come linsieme delle funzioni (tutte conti-
N
nue) sull’insieme finito {1,..., N}, del tipo Lx = Z CnTy € positivo se e solo se ¢, > 0 per
n=1
ogni n.

2. Per ogni misura di Borel u su X che sia finita sui compatti il funzionale L : f — /fdu e

positivo.

Teorema (di rappresentazione di Riesz).
Se X ¢ uno spazio metrico localmente compatto, per ogni funzionale lineare positivo su C.(X) esiste
un’unica misura di Radon p su X tale che

L= [ fdu  vfecux)
e inoltre u(X) = sup Lf.
0<f<1

Corollario.
Se X ¢é uno spazio metrico localmente compatto, per ogni funzionale lineare positivo continuo su
Co(X) esiste un’unica misura di Radon finita u tale che

Li= [ fdu  ¥fecax)

e inoltre u(X) = sup Lf < 4oo.
0<f<1
Esempio.

1. Su un qualsiasi X il funzionale L : f — f(x0) €& lineare, positivo e continuo per ogni xg € X,
e la corrispondente misura di Radon é la misura di Dirac 65,; infatti, u(X) = 1 e inoltre

scegliendo fo € Co(X) tale che 0 < fo < 1= fo(xo) otteniamo sup Lf =1.
0<f<1

1 T
2. Se X =10,1] 4l funzionale L : f — / </ f(y)dy> dx puo essere scritto, grazie al Teorema
0 0

- | 1 ( / 1f<y>dx) ay= | fw) - )y,

dunque la corrispondente misura di Radon ¢é data da p : E +— /(1 —y)dy e sup Lf =
E 0<f<1

di Fubini, come

1
1
w([0,1]) = / (1-y)= 77 Iestremo superiore ¢ raggiunto dalla funzione costante fo = 1.
0

3. 1l funzionale lineare positivo su C.(R) dato da L : f /fdm, corrispondente alla misura
di Lebesque secondo il Teorema di rappresentazione di Riesz, non puo essere esteso a Cy(R)

perché /fdm potrebbe non essere finito per delle funzioni f € Cy(R), come ad esempio

1
flz) = m; infatti, L non é continuo, perché ad esempio f, = EX[O”‘) tende a 0 in
1
quanto || fnllcox)y = — ma Lf, =1 /A 0= L(0).
n n——+4o00
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Dimostrazione del corollario.
Dato L : Cy(R) — R lineare, continuo e positivo, dal Teorema di rappresentazione di Riesz so che

esiste un’unica misura di Radon tale che Lf = /fdu per f € C.(X). Essendo L continuo in 0,

1
esistera § > 0 tale che se || f||c,(x) < ¢ allora |Lf| < 1, dunque per omogeneita sup |Lf| < 5°© in
<1

1
particolare sup Lf < 5 inoltre, per la densita di C.(X) in Cy(X) e la continuita di L, estremo
0<f<1

1
superiore puo essere fatto indifferentemente su uno dei due spazi, quindi u(X) = sup Lf < 5 e cioe
0<f<1

[rau- | fndu’ < Nfu—fla(X) =

u ¢ finita. Grazie alla finitezza di u, se f, —  f allora
n—+00 n——+o0

0 e dunque l'uguaglianza Lf = /fd,u varra su tutto Co(X) perché, se f,, € C.(X) approssima f

allora per la continuita di L avremo:

n—-+oo

Lf= lim Lf,= lirf /fnd,u:/fdﬂ.
n——+0o0
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Lezioni 39-40 del 14/11/2022

Dimostrazione del Teorema di rappresentazione di Riesz.
Definiamo, per A C X aperto e £ C X qualsiasi,

Passo 1

Passo 2

Passo 3

v(A) :=sup{Lf: feC.(A),0< f<1}, w(E) :=inf{r(A): A D E, A aperto}.
p & una misura esterna:

+oo “+o0
Bastera far vedere che v < U An> < Z v(A,,) per ogni unione numerabile da aperti, perché

n=1 n=1

da cio seguira che

+o0 too
w(E) = inf {Z v(A,) : A, aperti, E C U An} )

n=1 n=1

che come abbiamo visto all’inizio del corso definisce una misura esterna. Questa disuguaglian-

+o0 too
za equivale, per definizione di v, a far vedere che Lf < Z v(A,,) per ogni f € C. <U An>
n=1

n=1
N

con 0 < f < 1. Presa f in questo modo, avremo K := supp(f) C U A, per un’opportuna
=1
" N
unione finita; scegliendo poi altri aperti B,, a chiusura compatta in A, tali che K C U B,

n=1

le funzioni h,, € C.(X) definite da

In
gn(.’E) = SOA”,Bn’ go = SD( f:’_lBin)C’(Uf:’_l An>c7 h’n = N )
- B Zn:O n

N N
verificheranno 0 < h,, < 1, Zh" = 1su K e dunque f = thn, con f, € C.(Ay) e

n=1 n=1
0< fh, <1, dacui
N N +oo
n=1 n=1 n=1

Gli aperti sono p-misurabili, e dunque lo sono anche i boreliani, quindi p € regolare esterna
su Bx e inoltre u(X) = sup Lf:

0<f<1
Bastera far vedere che se A & aperto e E C X & tale che u(E) < 400, allora u(E) > u(ENA)+
w(E\ A). Se E ¢ aperto, lo ¢ anche EN A e dunque, dato € > 0, esiste f € C.(EN A) tale che
0<f<leLf>v(ENA)—e=pENA) —e¢, e allo stesso modo esiste g € C.(E \ supp(f))
tale che 0 < g <1e Lg > u(E \supp(f)) —e; quindi avremo f+¢g € C.(E),0< f+g<1le

WE)=v(E) > Lf + Lg > p(ENA)+p(E\supp(f)) — 26 > p(ENA) +p(E\ A) — 2,

ma essendo ¢ arbitrario avremo u(E) > p(ENA) 4+ pu(E \ A). Per E qualsiasi troveremo un
aperto B tale che u(B) = v(B) < u(E) 4 € e dunque

HW(E) + € > u(B) > p(BNA) + u(B\ 4) > p(E N A) + (B \ A),
e mandando € a zero concludiamo anche in questo caso.

pw(K)=inf{Lf: f e Cy(X), f > xk} per ogni compatto K C X:
Preso A D K ¢ aperto, avremo

PAK = XK vax € C.(A), 0<par <1,

dunque Lf < u(A), da cuil inf {Lf: f > xx} < u(A) per ogni aperto A O K, ma essendo
la misura regolare esterna deve valere anche per K al posto di A. Per ottenere 'altra disu-
guaglianza, mostro che pu(K) < Lf per ogni K compatto e f > xx: fissato € > 0, considero
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Passo 4

Passo 5

Paperto A:={f >1—-¢c}ege C.(A) con 0 < g < 1: poiché

T f—g >0, per la positivita
—€

1 1
di L avremo Lg < 1—Lf e dunque p(K) < p(4) < 1—Lf7 e la dimostrazione ¢ conclusa
—€ —€
per larbitrarieta di €.
w1 e di Radon:
Dal passo precedente segue che p € finita sui compatti. Per mostrare la regolarita interna
sugli aperti, prendiamo un aperto A, e f € C.(A) taleche 0 < f < 1e Lf > pu(A) —e: se

9 > Xsupp(s) allora g — f > 0 e quindi Lg > Lf > u(A) — ¢, dunque dal passo precedente
p(supp(f)) > u(A) — e, il che mostra che p ¢ regolare interna sugli aperti e quindi di Radon.

Lf = /fd,u:
Sara sufficiente mostrare 'uguaglianza nel caso in cui 0 < f < 1 e poi argomentare per
additivita. Fissati N € Nyn € {1,..., N} definiamo Ky := supp(f), K, := {f > %} e

1
N 1 se f(:c)1> %
n— n— n
n = - S < -,
) =4 0) = e S <) <
0 <
se f(z) < ~
N
in modo che f = Zf ; poiché ix < fn < ix allora i,u(K ) < /f dp <
o] ny N K, >~ Jn > N Kn_1> N n) = n >
1 1

—u(K,—1), dunque dal Passo 3 segue che Lf, < NM(K”_l) e inoltre, poiché 0 < f, <1
e f € C.(A) per ogni aperto A D K, dalla regolarita esterna di p abbiamo anche Lf,, >

N,u(Kn). Da cio si ottiene
1 N 1 N—-1
¥ O hlKn) < /fdu < D M),
n=1 n=0
1 N 1 N-—1
il < <
N;M(Kn) < Lf<4 2 W(K,),
e (Ko) — n(Kx) _ plsupp(s))
p(Ko) — u(Kn) _ p(supp
- <
27 [ ay] < ML)  1EnplT),

ma essendo N arbitrario e p(supp(f)) < +oo dovra essere Lf = /fdu.
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Lezioni 41-42 del 15/11/2022

Fine della dimostrazione del Teorema di rappresentazione di Riesz.

Passo 6 p € unica:
Supponiamo che A sia un’altra misura di Radon tale che Lf = /fd)\. Se f € Cy(A)

per qualche aperto A e 0 < f < 1, allora per monotonia avremo Lf < A(A), e dunque
per definizione di p anche p(A4) < A(A). Se poi f > xx per qualche compatto K, allo
stesso modo Lf > A(K) e, per il Passo 3, u(K) > A(K); poiché \ & regolare interna sugli
aperti, preso un aperto A esisterd un compatto K C A tale che A(A) < A(K) + &, dunque
AMA) K AMK) +e < pu(K)+e < p(A) +¢ e cioe u(A) > A(A). pe X coincidono quindi sugli
aperti e dunque, per la regolarita esterna, anche su tutti i boreliani.

O

Vedremo alcune proprieta che soddisfano queste misure di Radon che abbiamo introdotto. In
particolare, un teorema ci garantira che le misure di Borel che incontreremo nella maggior parte dei
casi sono in realta di Radon.

Teorema (di regolarita delle misure).
Se X ¢é uno spazio metrico localmente compatto in cui ogni aperto é unione numerabile di compatti
allora ogni misura di Borel su X che sia finita sui compatti é regolare e in particolare di Radon. In

particolare, ogni misura di Borel finita sui limitati di RN ¢ regolare.

Lemma.
Se p & una misura di Radon su uno spazio metrico X allora:

1. up é regolare interna sugli insiemi o-finiti; in particolare, se u € o-finita é regolare e inoltre se
X ¢é unione numerabile di compatti, ogni misura di Radon su X é regolare.

2. Se u é o-finita, allora per ogni e > 0 e E € Bx esistono un aperto A e un chiuso C tale
CCECAeuA\C)<e.

Dimostrazione.

1. Dimostriamo anzitutto che u & regolare interna sugli insiemi di misura finita. Se u(E) < +oo,
per la regolarita esterna posso prendere un aperto A O F tale che u(A) < u(E) + ¢ e per la
regolarita interna sugli aperti posso prendere un compatto K C A tale che u(K) > u(A) —¢;
allo stesso modo, esistera un aperto B O A\ E tale che u(B) < u(A\ E) + ¢, dunque il
compatto C' := K \ B verifichera

n(C)

p(K) = (KN B)
p(A) —e — p(B)
p(A) —e = (WA E) +¢)
(4)

(4)

(A\VARAYS

H(A) = 22 — u(A) + ()
= p(A) — 2,
il che dimostra la regolarita sugli insiemi di misura finita. Se invece E & o-finito e u(E) = 400,
+oo

allora scrivero £ = U E,, come unione crescente di misurabili di misura finita: fissato M > 0

n=1
esisterd n € N tale che u(E,) > M, e per la regolarita sugli insiemi di misura finita esistera

M
K C E, tale che u(K,) > - dunque p & regolare su E.
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+oo
2. Scrivendo X = U FE, come unioni disgiunta di insiemi di misura finita, per ogni e > 0,n € N

n=1
“+o0
esistera un aperto A, D E, tale che pu(A4,) < u(E,) + 2%, dunque l'aperto U A,, soddisfa
n=1
o0
<UA \E><ZMA7L\E =Z (En)) <&
n=1 n=1

allo stesso modo, troveremo un aperto B D E° tale che u(B \ E°) < ¢ e dunque il chiuso
B¢ C E soddisfa

+o0 +oo
M(U An\BC> :ﬂ<<UA \E) B\EC)> =N<U An\E> +u(B\ E°) < 2.

n=1
O

Dimostrazione del Teorema di regolarita delle misure.
Se u & boreliana e finita sui compatti allora L : f — /fdu ¢ ben definito per f € C.(X) ed &

inoltre lineare e positivo, dunque dal Teorema di rappresentazione di Riesz esistera una misura di
400
Radon v tale che Lf = /fdy per ogni f € C.(X). Dato un aperto A = U K, scritto come

n=1
unione crescente di compatti, definisco

n—1

Cni=K,U U SUPp(fm), Ap = {x €EA: d(SC,Cn) < 6}) fn= PA,,Crn>

m=1

con ¢ sufficientemente piccolo affinché A, abbia chiusura compatta e dunque f, € Co(X); fn
converge crescendo a x4 e dunque dal Teorema della convergenza monotona otteniamo

w(A) = lim /fnduf hrn /fnufu
n—-+o0o

Essendo v di Radon, presi E € Bx e € > 0, esisteranno, per il lemma precedente, un aperto A e un
chiuso C' tali che C C E C Aev(A\C) < ¢, ma essendo A\ C aperto allora (A\C) = v(A\C) < e
e dunque p(A) < w(E) + p(A\ C) < p(E) + ¢, il che dimostra la regolarita esterna; inoltre,

+oo
w(C) > u(E)—pu(A\NC) > u(E)—¢e,ese X = U K,, & unione crescente di compatti lo sara anche
n=1
+oo
C= U Cp, con C,, = K, NC, e avremo u(C,,) —J>r 1(C), dunque p & regolare interna. O
n—-+0o0
n=1

Per queste misure di Radon vale un importante risultato di approssimazione con funzioni continue.

Teorema (di Lusin).
Se e una misura di Radon finita su uno spazio metrico localmente compatto X e f : X — R
¢ misurabile, allora per ogni € > 0 esistono g € C.(X) e E misurabile tale che glg = f|g e
w(X \ E) <e, e inoltre sup |g| < sup]|f].

X X

In particolare, esiste una successione {gn} 25 in C.(X) tale che gy, N f n-q.o..
n——+00
Osservazione.

1. In generale non sara possibile scegliere € > 0 nel Teorema di Lusin, cioé non tutte le funzioni
misurabili sono uguali q.0. ad una funzione continua: ad esempio, non esiste nessuna funzione
continua che coincida con f(x) = segno(z) per m-q.o. z € R.
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2. Il teorema non da informazioni sull’insieme dei punti dove una funzione misurabile é continua:
ad esempio, f = xq € uguale alla funzione continua g = 0 m-q.o. su R, coerentemente con
l’enunciato del teorema, ma non é continua in nessun punto.

Esempio.

Se f = xg € la funzione caratteristica di un boreliano di X, nel Teorema di Lusin si puo scegliere

g=wa,c con C chiuso e A aperto tali che C C E C A e u(A\ C) < e, la cui esistenza é garantita
dal lemma precedente.
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Lezioni 43-44 del 18/11/2022

Dimostrazione del Teorema di Lusin.

Anzitutto possiamo supporre che f sia limitata: se non lo e, fissato & > 0 considereremo al suo posto

fxg, con E, := {|f| < n}, che verifica u(F,) — wu(X) e n sufficientemente grande affinché
oo

n—+
w(X\ E,) < ¢; chiaramente fxg, sara limitata e coincidera con f su X \ E. Assumendo f limitata,

a meno di comporre con una mappa lineare potremo supporre 0 < f < 1.

Dal Teorema di approssimazione con funzioni semplici esistera una successione {¢,}>9 di funzioni
+oo

semplici tali che ¢, — f, ovvero f = Z Py, con ¥, := ¢ — Pn_1, € inoltre dalla costruzione
n—-4o0o ot
1 =1
di ¢, segue che v, assume solo valori 0, o dunque f = Z z—nXEn per opportuni F, boreliani;
n=1

prendendo, grazie al lemma precedente, un compatto K tale che w(K) > u(X)—e, potremo scrivere

“+o00
allo stesso modo fyx = Z Q—nxp" con F, = E, N K. Dato € > 0, prendiamo un compatto C,, e
n=1
€
un aperto A, tali che C,, C F,, C A, e u(Ay,) < u(Cy) + on © definiamo
+oo 1
h:= Z o PAnCr
n=1

h ¢ continua perché lo sono le ¢4, ¢, e la serie converge totalmente, ed ¢ a supporto compatto se gli

A,, sono scelti in modo opportuno, essendo X localmente compatto; inoltre, essendo ¢4, ¢, = XF,
+oo

al di fuori di A, \ Cy,, avremo h = f su F := K \ U (A, \ Cy), il cui complementare misura

n=1

+o0 too Ix
WX\ E) = p(X) = p(K) + p (U(An\cn)> <et+ > (w(An) —p(Cn)) <+ 2% = 2.

Infine, definendo
h(z) se [h(z)] < || fllcox)
g(x) =4 [flleoxy  se () > fllcox)y
[ flleoxy se h(z) < —[[fllcox)

avremo ||gl[cyx) < ||hllcy(x) € g coincidera con h mnei punti in cui & coincide con f, dunque

p({g # f}) < p({h # f}) < 2. O

Vediamo ora come considerare misure che possano assumere anche valori negativi. Una delle prin-
cipali novita ¢ che consideremo solamente misure finite, per evitare conflitti dovuti alla somma di
infiniti con segno opposto.

Definizione.
Una misura con segno (finita) su una o-algebra M su X é una funzione v : M — R numerabil-
mente additiva, cioé:

+oo

+oo
EyNEn=0Yn,meNn#tm = V<U En> => v(E,).
n=1

n=1
Un insieme misurabile E C M si dice:
positivo per v se v(F) > 0 per ogni insieme misurabile F' C E;
negativo per v se v(F) < 0 per ogni misurabile FF C E;

nullo per v se é allo stesso tempo positivo e negativo, cioé v(F) = 0 per ogni misurabile F C E.
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Esempio.

1. Dato uno spazio misurabile (X, M, ) e f integrabile, v = fu: E — / fdu & una misura con
E

—+oo

segno, perché data un’unione disgiunta U E,, possiamo applicare un corollario del Teorema
n=1

della convergenza dominata alla serie di fxEg, , che verifica Z / |fxe, |dp = / [fldp < 400,

n=1

in quanto |fn| < |f], e dunque

+oo +oo +oo
/U ot [ g [ pe =Y [wan=3 [ ran
n=1%n n=1 n=1 n=1 n

2. Una misura € una misura con segno se e solo se e finita.

3. Una combinazione lineare avy + bvy di misure con segno vi,vs con a,b € R é ancora una

misura con segno; in particolare, la differenza di due misure con segno & una misura con
segno.

4. La restrizione v|g di una misura con segno v a un insieme misurabile E € M ¢ ancora una
misura con segno; v|g € una misura (positiva) se e solo se E & positivo per v, mentre (—v)|g
e una misura positiva se e solo se E é negativo per v.

Osservazione.

+oo

1. Data una misura con segno v, se {E,}, 2] & una successione crescente di insiemi misurabili

—+oo
allora v U E, = lirf v(Ey,); se {E )12 ¢ una successione decrescente di misurabili
n—-+0o0

n=1
“+o0

allora v E,= lim v(E,).
el n—-+00

2. Ogni insieme E che sia nullo per una misura con segno v verifica v(E) = 0; se v & positiva,
vale anche il viceversa perché in questo caso v é una misura e dunque ¢ monotona, ma cio é
falso per misure con segno generali: se By N Ey =0 e v(Ey) = —v(FE2) > 0, allora By U Ey
ha misura nulla ma non é nullo.

3. Un sottoinsieme di un insieme positivo (rispettivamente negativo, nullo) é un insieme positivo
(risp. megativo, nullo); unione numerabile di insiemi positivi (risp. negativi, nulli) é ancora
un insieme positivo (risp. negativo, nullo).

I seguenti risultati ci permettono di scomporre una misura con segno in una differenza di due misure
positive, in modo essenzialmente unico.

Teorema (di decomposizione di Hahn).

Data una misura con segno v esistono un insieme P positivo per v e un insieme N negativo per v
tali che PUN = X e PN N = {; inoltre, se P', N é un’altra decomposizione con le stesse proprietd,
allora P'\ P ¢ N'"\ N sono nulli.

In particolare, scrivendo E = (ENP)U(ENN), ogni misurabile puo essere scritto come unione di
un insieme positivo e di un insieme negativo.

La decomposizione X = PU N é chiamata decomposizione di Hahn per v.

Osservazione.
La decomposizione di Hahn non sara in generale unica, perché gli insiemi v-nulli potrebbero appar-
tenere a P oppure a N.

Esempio.
Se v(E) = fu allora P ¢é un qualsiasi misurabile contenente {f > 0}, contenuto in {f > 0}, unito
a un qualsiasi insieme E con p(E) = 0.
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Dimostrazione del Teorema di decomposizione di Hahn.

Mostriamo che la decomposizione & unica a meno di insiemi nulli: se P,N e P’, N’ sono due
decomposizioni con le proprieta richiesta, allora P D> P\ P = N'\ N C N’, dunque P\ P’ ¢ sia
positivo che negativo e dunque nullo, e allo stesso modo N \ N’ & anch’esso nullo. O
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Lezioni 45-46 del 21/11/2022

Fine della dimostrazione del Teorema di decomposizione di Hahn.
Definendo M := sup{v(F) : E positivo per v}, esistera una successione di insiemi positivi P, tali

+oo
che v(P,) . _::OO M; l'insieme P = U P, sara positivo, per quanto osservato in precedenza, e
n=1

inoltre v(P) = M. Sara ora sufficiente mostrare che N := X \ P & negativo.

Anzitutto, N non puo contenere nessun insieme positivo non nullo E, perché se E & positivo e
v(E) > 0 allora EU P ¢ positivo e v(EU P) = v(E)+v(P) > M, contraddicendo la massimalita di
M. Dunque, se esistesse £y C N di misura positiva allora conterrebbe F' C Ej di misura negativa
e pertanto v(Fy \ F) = v(Ey) — v(F) > v(Ep); quindi, se N non fosse negativo, potremmo definire
induttivamente ¢, F,, come:

eni=sup{e>0: IEC E,_1: v(E)>v(E,_1)+¢},
E, € M tale che v(E,) > v(E,—1) + €n;

dalla formula dell’intersezione decrescente avremo

“+oo “+oo
+oo > v <ﬂ1 En> nll>r-|r-loo v(E,) > an + v(Ey),

+oo +oo
dunquee, — 0. Ripetendo il ragionamento, dovra esserci £ C m E,conv(E)>v <ﬂ En> +
n—-+o00 et

n=1

e, per qualche € > 0, ma poiché ¢, 0, allora ¢ > ¢, per n sufficientemente grande; essendo

%
n—-+o0o
pero E C E,, cio e in contraddizione con la definizione di ¢,,, F,, e N deve pertanto essere negativo.
O

Definizione.

Due misure, o misure con segno, ,v si dicono singolari tra loro se esistono E, F € M tali che
EUF=X,ENF =0, FE ¢énullo perv e F ¢ nullo per p. Due misure (con segno) singolari tra
loro st indicano con il simbolo L v.

Esempio.

1. Le restrizioni v|g,,v|g, di una misura con segno v a due misurabili Ey, Ey sono singolari tra
loro se e solo se E1 N Ey € nullo per v: in caso affermativo, basta prendere nella definizione
FEy = E, Ey = F; se invece l'intersezione non € nulla, con qualsiasi decomposizione X = FEUF
con ENF =0, E non potra essere nullo per v|g, se EN E; N Ey non é nullo per v e F non
potra esserlo per v|g, se non é nullo FN Ey; N Es.

2. La misura di Dirac §5, su un insieme di misura finita A C RY contenente xq e la misura di
Lebesgue sono singolari tra loro: basta prendere E = {x¢} e F = A\ {zo}.

3. La misura di Cantor u su [0,1], cioe la misura di Lebesgue-Stieltjes associata alla funzione di
Cantor F é singolare rispetto alla misura di Lebesgue, come seque scegliendo E = C' linsieme
di Cantor e F = [0,1] \ C; infatti, abbiamo gia visto che m(C) = 0 e inoltre, scrivendo

+oo
[0,1]\C = U (an,bn) come unione disgiunta, F sara costante su ciascun intervallo e dunque
n=1

p((@n;bn)) < p((an, bn]) = F(bn) — F(an) =0,
da cui p(]0,1]\ C) = 0.

Teorema (di decomposizione di Jordan).

Data una misura con seqno v esiste un’unica coppia v di misure finite tali che v = v+

-V e
vt L v, In particolare, ogni misura con segno ¢ la differenza di due misure positive finite.
La coppia vt v si chiama decomposizione di Jordan; le misure v, v~ si chiamano rispetti-
vamente variazione positiva e variazione negativa di v e la misura |v| .= vt + v~ si chiama

variazione totale di v.
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Osservazione.

Scrivendo vE(E) = sup{+v(ENF) : F € M} otteniamo le disuguaglianze triangolari (vy + )% <
viE 4+ vE e vy + | < |vi| 4 |val| per ogni coppia vi, vy di misure, e in tutti e tre i casi 'uguaglianza
vale se e solo se vy, v ammettono una stessa decomposizione di Hahn. In particolare, ||v| := |v|(X)
e una norma sullo spazio delle misure con segno su X.

Esempio.

Sev = /fdu, allora la decomposizione di Jordan ¢ data da v* = /fidu e la variazione totale é

vl = [ Ifldn.

Dimostrazione del Teorema di decomposizione di Jordan.

Data una decomposizione di Hahn X = PUN, definiamo v (E) := v(ENP)ev™ (E) := —v(ENN)
per ogni ¥ € M; essendo P positivo e N negativo, vE>0e dunque sono misure positive, singolari
tra di loro perché N & nullo per v e P& nullo per v~ e v(E) = v((ENP)U(ENN)) = v (E)—v~ (E).
Se poi esiste un’altra decomposizione v = pu* — p~ con ut L pu~ e E,F € M sono tali che
ENF=0,EUF =Xeu (E)=pu"(F) =0, allora E & positivo e F & negativo per v, dunque
X = E U F & un’altra decomposizione di Hahn; quindi dal Teorema di decomposizione di Hahn
saranno nulli P\ E e N\ F = E\ P, dunque essendo u* = v|g avremo

pt(A)=v(ANE)=v(ANE)+v(AN(P\E)) —v(AN(E\ P))=v(ANE)=vt(4)
per ogni A € £, e analogamente u~ = v~ . O

Definizione.
Data una misura con segno v scritta in decomposizione di Jordan v = vt — vt con v misure
positive, definiamo l'integrale di una funzione integrabile rispetto a |v| come

/fdz/ ::/fdu+—/fd1/_.
Osservazione.

Come per l'integrazione rispetto a misure positive, anche l’integrazione rispetto a misure con segno
e lineare e inoltre

o

+

‘/(f*dy*Jrfdu) —/(f*du++f*du+)
/(f+du+ + frdvt 4 frdvt + frdrT)

[ 1s1a,

con l'uguaglianza che vale se e solo se f ha segno costante sui due insiemi P, N dati dalla decom-
posizione di Hahn; in particolare, |v(E)| < |v|(E) e l'uguaglianza vale se e solo se E ¢ positivo o
negativo per v.

IN

Grazie all’introduzione delle misure con segno, possiamo estendere il Teorema di rappresentazione
Riesz a funzionali non necessariamente positivi.

Definizione.

Una misura con segno di Borel v su uno spazio metrico X si dice di Radon se la parte positiva e
negativa v sono entrambe misure di Radon. Lo spazio delle misure con segno di Radon su X si
indica con M(X).

Osservazione.
1. Una misura con segno é di Radon se e solo se lo € la sua variazione totale |v|.

2. Le misure di Radon su X sono uno spazio normato con la norma data dalla variazione totale
[vllar(x) = [v[(X).
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Lezioni 47-48 del 22/11/2022

Esempio.
Grazie al Teorema di regolarita delle misure, ogni misura con segno di Borel su RY ¢ di Radon.

Definizione.
Lo spazio duale di uno spazio normato Y ¢é lo spazio dei funzionali lineari e continui su Y e si
indica come

Y*:={L:Y — R: L lineare e continuo}.

Osservazione.

1. Come abbiamo gia visto, esistono funzionali lineari non continui e dunque non é superfluo
richiedere la continuita di un funzionale lineare.

2. Lo spazio duale di Y & a sua volta uno spazio normato con |L||y+ := sup |Ly|; la norma ¢
llyll<1
ben definita perché se § ¢ tale che per |ly|]| < § ho |Ly| < 1 allora per omogeneita ||L|ly~ <
1
— < .
5 =

Teorema (di Riesz per misure con segno).
Se X ¢ uno spazio metrico localmente compatto allora L € Co(X)™ esiste un’unica misura con segno
di Radon p € M(X) su X tale che

L= [ vreCox),
e inoltre questa corrispondenza preserva le rispettive norme, ovvero:

[ul(X) = llpllarxy = [Elleoxy« = sup L.
—1<f<1

Esempio.
Nel caso X = N, come abbiamo gia visto Co(N) = ¢o € lo spazio delle successioni infinitesime; le
misure con segno di Radon v sono invece determinate dal valore v({n}) assunto su ciascun punto

+oo

n € N e la variazione totale ¢ |v|(N) = E lv({n})|. Dunque, una misura con segno di Radon
n=1

equivale a una serie assolutamente convergente e quindi, grazie al Teorema di Riesz, ¢y corrisponde

allo spazio delle serie assolutamente convergenti

+o00
by = {x:N—)R: Z|x(k)|<—|—oo}

k=1

Lemma.
Ogni funzionale L € Co(X)* si puo scrivere come differenza L = L™ — L™ di due funzionali positivi
L* € C()(X)*

Dimostrazione.
Dati L € Cy(X)* definisco, per f > 0,
LT(f) = sup{Lg: g€ Cy(X),0<g< f},

L™(f) = LY(f)—Lf=sup{L(g—f): g—feCo(X), —f <g—f<0}=(-L)(f),

e, per f € Co(X) qualsiasi, LE(f) = LE(f1) — LE(f7); vista la simmetria tra LT e L™, sara
sufficiente dimostrare che L™ ¢ lineare, continuo e positivo.

Mostriamo la linearita di L™ per f > 0: se 0 < g1 < f1,0 < go < fo allora 0 < gy +go < f1 + f2, da
cui LY(f1 + f2) > L(g1 + g2) = Lg1 + Lgs, dunque passando all’estremo superiore LT (f; + fo) >
LT (f1) + LT (f2); se poi 0 < g < f1 + fo allora g; := min{g, f1}, g2 := max{0,g — f1} verificano
0<gi < fiperi=12¢eg=g+ gy dunque Lg = Lgy + Lgo < L™ (f1) + L™ (f2) e passando
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all’estremo superiore L1 (f1 + fo) < LT (f1) + LT (f2), il che mostra la linearita tra le funzioni
positive. Scrivendo poi, per f,g qualsiasi, (f +¢)" +f~ +g~ = (f+9)” + fF +g" >0, dalla
additivita per funzioni positive avremo

LY(f4+9)+ L)+ L g ) =LY (f+9) )+ LT(f) + LT (g"),

da cui segue I'additivita per funzioni positive, come nella dimostrazione della linearita dell’integrale.
L’omogeneita segue dalla definizione per ¢, f > 0 e, per f qualunque,

L¥(ef) =L (cf") = LT (cf7) = cL¥(f7) —cL*(fT) = cL(f),

e in modo analogo se ¢ < 0. La positivita di L" segue immediatamente dalla definizione; infine, L™
e continuo perché se f,, — f allora
n—-+o0o

’L+(fn_f)| = maX{(L+(fn_f))+=(L+(fn_f))_}
= maX{L+(fn7f)+aL+(fnff)i}
(Fn = Dy » 1 Ellencr

= I L]l coxy= 1 fn = flleox)

(fn *f)7||co(x)}

< max{| ey

— 0,
n—-+o0o
il che conclude la dimostrazione. O

Dimostrazione del Teorema di Riesz per misure con segno.

Dal lemma precedente ogni L € Co(X)* & del tipo L = LT — L™ con LT : f — /fdui per delle

misure di Radon p*, dunque f — /fdu con y := p — = misura con segno di Radon. Per

verificare che ||L||c,(x)- = |lullam(x) anzitutto avremo

Lf| = | / fdu] < [ 151al] < 1l (X).

e dunque ||L|lc,(x)- = |lpllar(x); scrivendo poi p = flu|, con f = (xp — xw) e P,N dati dalla
decomposizione di Hahn, dal Teorema di Lusin per ogni € > 0 esistera g € C.(X) tale che g = f
fuori da un insieme E con |u|(E) << e ||gllc,(x) =1, da cui

/fdu

el =
= Lg+/(f—g)du
< HLHCO(X)*||9||CO(X)+/(|f\+|9|)d\u|
< Llleoxs + U lleox) + llgllcax)) lul(E)
< [[Llleox) + 26,
ed essendo ¢ arbitrario otteniamo ||l ar(xy = [ Lllcy(x)- - O
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Lezioni 49-50 del 25/11/2022

Studieremo ora piu in dettaglio la struttura delle misure e delle misure con segno. Inizieremo a
definire una proprieta delle misure, antitetica rispetto alla mutua singolarita e legata in qualche
modo alla continuita di funzioni, nel senso che spieghera il primo risultato che daremo.

Definizione.

Una misura, o misura con segno, v su una o-algebra M si dice assolutamente continua rispetto
a una misura p su M se v(E) =0 per ogni E € M tale che u(E) = 0.

Una misura con segno assolutamente continua rispetto a una misura si indica con il simbolo v < .

Osservazione.

1. L’insieme delle misure con segno assolutamente continue rispetto a una data p é un sottospazio
vettoriale.

2. Sev Lyuev<pallorav =0 éla misura nulla.

3. La somma di due misure con segno vy,vs singolari tra di loro sara assolutamente continua

rispetto a p se e solo se lo sono sia vy sia va; in particolare, v < 1 se e solo se v < e
VT L p se e solo se V] < pu.

Esempio.

1. La misurav = fu e assolutamente continua rispetto a p per qualsiast f integrabile o misurabile
positiva; in particolare, lo ¢ la restrizione v|g = xgu per ogni misurabile E.

2. Ogni misura con segno v & assolutamente continua rispetto a |v|, ma non & assolutamente
continua rispetto a v+ (rispettivamente v~ ), a meno che v non sia v~ =0 (risp. vt = 0);
in particolare, p < [ per ogni misura positiva L.

Proposizione.

Date una misura con segno v e una misura p, v < p se e solo se per ogni € > 0 esiste d > 0 tale
che se (E) <6 allora |v(E)| < e.

In particolare, se f ¢ integrabile rispetto a u allora per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che se u(E) < §

/Efdu‘ <e.

Osservazione.
L’enunciato della proposizione € falso se v & una misura positiva non finita: prendendo ad esempio

1 1 2 1
w=m la misura di Lebesgue su (0,1) e v(E) = / ;dx, abbiamo m <[, ]) == — 0ma
E

n n n n—+oo
1 2
I/(|:,:|>hl2 4 0.
nn n—-+4o00

Dimostrazione della proposizione.

Poiché v < pp <= |v| < pe [v(E)| < |v|(E), sara sufficiente considerare il caso di v > 0. Se
v & 1 esistera Ey tale che u(Fy) =0 e v(Ep) > 0, allora per € < v(Fjy) la condizione con £, non
sara soddisfatta per nessun 9.

Viceversa, se non vale la seconda condizione, fissato € > 0 trovero per ognin € Nun F,, € M tale che

allora

+oo +oo
1
w(Ey,) < on e v(E,) > ¢; definendo ora F,, := U E,, F:= ﬂ F,, avremo pu(F,) < Z w(Eny) <
m>n n=1 m=n

e dunque u(F) < per ogni n e cioe p(F) = 0, ma essendo v(F,) > v(E,) > ¢ allora

n—1 - 9n—1
dalla formula dell’intersezione decrescente otteniamo v(F) = lirf v(F,) > ¢ e dunque v non pud
n—-+0oo

essere assolutamente continua rispetto a pu. O

Il seguente teorema mostra che le misure, o misure con segno, si possono scomporre in due parti
con proprieta molto diverse una dall’altra.
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Teorema (di Radon-Nikodym).
Data una misura o-finita, o misura con segno, v e una misura o-finita u su M, esiste un’unica
coppia A, p di misure o-finite (rispettivamente, misure con segno) su M tali che

v=MA+p, AL, p <L

Esiste inoltre f : X — R positiva e misurabile (risp. p-integrabile), unica a meno di insiemi di
misura nulla, tale che p = fu; in particolare, se p < p allora & del tipo p = fu.
Questa decomposizione si chiama decomposizione di Lebesgue e la f si chiama derivata di

Radon-Nikodym di v rispetto a i e si indica con d—y
I

Osservazione.

1. 1l primo enunciato del Teorema di Radon-Nikodym equivale a dire che lo spazio delle misure
con segno & somma diretta dei due sottospazi delle misure singolari rispetto a p e di quelle
assolutamente continue rispetto a .

2. L’enunciato del teorema potrebbe essere falso se una delle due misure non é o-finita: pren-
dendo ad esempio v = m la misura di Lebesque e suRY e = # la misura che conta, avremo
m < # ma m non si puo scrivere come integrale di una qualche funzione rispetto a #, perché
tutte le misure di questo tipo sono infinite su insiemi pit che numerabili. Analogamente,
prendendo v = #, u = m, ogni misura del tipo p = fm ¢ nulla su insiemi numerabili e dunque
se st potesse scrivere # = A+ p sarebbe # = A L m che é assurdo.

Esempio.
dv
Se u = |v| ¢ la variazione totale di v, allora A =0 e p = v, perché v < |v|, e inoltre — = xp—XnN,

dlv|

dove P, N ¢ una decomposizione di Hahn.

Lemma.

Date due misure finite v, u su M che non siano singolari tra loro, esistono € >0 e EE € M tali che

w(E) >0 e E éun insieme positivo per v — €.

Dimostrazione. 1

Consideriamo, per n € N, la misura con segno v — — i, scriviamo in decomposizione di Hahn per p
n

+oo +oo
X = P, UN,, e definiamo P := U P, N := ﬂ N,,, in modo che X = PUN con PN N # (. N
n=1 n=1

HN)

w(P) =0, allora sarebbe v L u e dunque dev’essere u(P) > 0, cioe p(P,) per qualche n, cioe P, &
1

1
sard negativo per v — —u per ogni n, dunque v(N) < per ogni n e cioe v(N) = 0; se fosse
n

positivo per v — —p. O]
n

Dimostrazione del Teorema di Radon-Nikodym.

Anzitutto sara sufficiente considerare il caso di u,r sono finite: nel caso o-finito bastera scrivere
+oo

X = U X, come unione disgiunta con u(E,), v(E,) < +o0o, applicare il Teorema alle misure finite

n=1

tn = plx,,Vn := v|x,, che si decomporranno dunque come v,, = A\, + p, = A, + fnit € porre
+o0 +00 +oo

A= Z An, pi= Z Py 1= Z fn; potremo inoltre restringerci al caso di misure positive perché
n=1 n=1 n=1

in generale, scrivendo in decomposizione di Lebesgue vt = A* + pF e p* = f1p, la decomposizione
di Lebesgue sara v = (AT — A7) + (pt — p7).
Nel caso di una misura positiva finita v, prendiamo I’insieme di funzioni misurabili

F = {f:X—>[O,+oo]:/fd,ugu(E),VEEM},
E

non vuoto perché 0 € F.
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Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Se f,g € F, allora max{f, g} € F:
prese f,g € F, avremo, per ogni £ € M,

/ max{f, g}du = / fdpt / gdu < W(EN{f < g}) +v(E\{f > g)) = w(E);
E En{f>g} Eu{f<g}

L’estremo superiore M := sup / fdu viene raggiunto:
F

Prendiamo una successione {f,} > in F tale che / Sfndu o M:; la successione g, :=
n—-+0oo

max{ f1,..., fn} sard monotona crescente, dunque convergera a una certa f = sup f,, inoltre
neN

gn € JF per quanto visto in precedenza e, poiché /gndu > /fndu, avremo /gndu - M,

n—+4o00
dunque dal Teorema della convergenza monotona [ fdu = M; del resto, poiché M < v(F) <

400, f sara integrabile rispetto a u e quindi a valori finiti, a meno di ri-definirla su un insieme
di misura nulla.

A :=v — fu € una misura positiva singolare rispetto a p:
A > 0 perché f € F; inoltre, se non fosse singolare, dal lemma precedente esisterebbe F € M

e e >0 tali che u(F) > 0e A > ep su E; cio vuol dire che eu(E) < A(E) = v(E) — / fdu,
E
OVVEro /(f+EXE) < v(E) ecioe f+exp € F, ma /(f+sXE)du =M+ eu(E) > M,
E
contraddicendo la massimalita di m.

Unicita di A, f:
Se fosse v = A+ fu = N + f'u, avremmo A — N = (f' — f)u, ma essendo A — X L pe
(f = f)p < p dovra essere A = X' = 0= (f — f')u, ciod (A, fu) = (N, f').

O
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Lezioni 51-52 del 28/11/2022

Corollario.
Data una misura o-finita p e una misura o-finita, o misura con segno, v su M tali che v < p, per

d
ogni g integrabile Tispetto a p vale /gdu = /gd—ydu.
1

d dv d
Se X é un’altra misura tale che p << A, allorav < X\ e & _cren A-q.0.; in particolare, se p << A
dh  dpdi
did
e X< u allor @ﬁ =1 A-q.o. e p-q.o..
Dimostrazione.

+

A meno di considerare separatamente v, v~ possiamo supporre v > 0. Se g = g allora, per

dv dv
gdv =v(E :/ —d,u:/g—d,u;
/ (£) g dp dp

per linearita, I'uguaglianza sara vera anche nel caso in cui g € una funzione semplice, applicando poi
il Teorema della convergenza monotona possiamo estenderla a ogni funzione misurabile positiva e
dividendo infine tra parte positiva e negativa otterremo la formula per funzioni integrabili qualsiasi.

definizione di Q, abbiamo
dp

v
Ripetendo il ragionamento con la coppia u, A al posto di v,ue g = x Eq, otteniamo
I

dv dv dv dp
—dA=v(F)= | —dpu= [ ———=dX\
/E ar E)= | %= | aia
d dv d
per qualsiasi E misurabile, dunque dovra essere d—i = ﬁﬁ A-q.0.. O

Avendo appena introdotto la derivata di Radon-Nikodym, viene naturale chiedersi il legame con la
derivata definita come rapporto incrementale, che puo essere facilmente al caso di misure. In altre
parole, dimostreremo una sorta di teorema fondamentale del calcolo per misure.

Definizione.

Una funzione misurabile f : RN — R si dice localmente integrabile se fxp ¢ integrabile per ogni
misurabile limitato E.

Data f localmente integrabile, definiamo la sua media sulla palla B, (x), per x € RN, r >0 come

1
Arf(x) - m ~/Br(aj) f7

definiamo la funzione massimale di Hardy-Littlewood di f come

H f(z) := sup A,| f|(x) := sup

1
up U (B, (@) /BT@) 71

Proposizione.
Se f é localmente integrabile allora:

1. (z,7) — A,.f(x) & continua;

2. x v+ Hf(z) ¢ misurabile e se f ¢ integrabile su RY allora per ogni a > 0 vale
3N
m ({z e RN : Hf(z) > a}) < 7/|f|dm.

Esempio.

1 sexz>0
Se f = X{o,400) allora Hf(x) =1 1
2

:in particolare, H f potrebbe non essere continua.
sex <0
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Osservazione.
Sostituendo H f con f vale una disuguaglianza simile alla precedente, che differisce solo per ’assenza
della costante 3~ : infatti,

m({ave]RN:\f(x)|>a}):l admg1

1
/ / fldm < X / |fldm.
@ J{zeRN:|f(z)|>a} @ J{zeRN:|f(z)|>a} a

Lemma.

Data una collezione C di palle in RN e ¢ < m ( U B) , esiste un sottoinsieme finito e disgiunto

BeC
M .
By,...,By €C tale che Z m(By,) > IV
m=1

Dimostrazione.

Dal Teorema di approssimazione con aperti e compatti, per ogni ¢ < m < U B) esistera un

BecC
L

compatto K C U B tale che m(K) > c e, per compattezza, K C U A; per un numero finito di

BeC 1=1
palle Ay,..., A € C. Definiamo ora By come la palla che ha il raggio piu grande tra le A;, Bs

come la piu grande tra le palle disgiunte da Bj, Bs la piu grande tra quelle disgiunte da By e Bo,
e cosi via. Se una qualche A; non ¢ tra le By, allora A; N By, # 0 e, prendendo il pitt piccolo m per

cui cio accade, A; avra raggio al piu uguale a B,, e cioe A; C B,,, dove B,, ¢ la palla con lo stesso
M

centro di B,, e raggio tre volte piu grande; dunque avremo K C U Em e quindi

m=1

Mo M N M
c<m(K)§m<U Bm>2m(Bm)3sz(Bm).

m=1

Dimostrazione della proposizione.

1. Poiché m(B,.(x)) = m(B)r" & continua in z,7 e non si annulla mai se r # 0, allora per 2 — 2
1

er — rg > 0 avremo — , e dunque bastera far vedere la continuita di
m(Br(z))  m(Br,(z0))

(z,1) — / fdm; poiché xp, (q) Bry (20) puntualmente su {y : |y — zo| # ro},
B, (x)

1 1

cioe q.0., € inoltre |fXBy-(‘L)| < |f|XBTO+1(;L'U)a che ¢ integrabﬂea per r < ro + 57 |£ZZ - :170| < 53

— X
(z,r)—(zo,7r0)

otterremo la continuita applicando il Teorema della convergenza monotona:

/ fdm — / fdm.
B,(x) (@)= (@0,70) J By, (wo)

2. Grazie al punto precedente, H f & estremo superiore di funzioni continue e dunque misurabile.
Fissato a > 0 e x tale che H f(x) > a, prendiamo r, > 0 tale che A, |f|(z) > a e ricopriamo
linsieme {x : Hf(z) > a} con le palle B, (z); dal lemma precedente, fissato ¢ < m({Hf >

M
c
a}), esisteranno un numero finito di By, = By, (2,) tali che m ( U Bm> > 3N © dunque,

m=1

poiché su ognuna di queste palle avremo / |f| > am(B,,), allora
B

M M Mo N
c<3Nm<UBm>:3NZm(Bm)<3NZa/B |f\dmg7/RN|f|dm,
m=1 m=1 m

m=1

e concludiamo passando al limite per ¢ — m({H f > a}).
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O

Questi preliminari ci permettono di ottenere un importante teorema sulla convergenza delle medie,
che generalizza una proprieta elementare dell’integrazione di funzioni continue.

Teorema (di differenziazione di Lebesgue).
Se f é localmente integrabile allora per q.o. x wvale:

1
SB[ Sy =0

In particolare, A, f(x) — f(x) per q.o. x.

r—0

Osservazione.
Se f & continua, allora ’enunciato del Teorema di differenziazione di Lebesgue é vero per ogni x,

perché prendendo £,0 > 0 tali che [z —y| < § = |f(x)— f(y)| < € si ottiene |f(y)—

m(B.(z)) /B,
f(@)|dy < e perr <6. By (x)

Esempio.

Se (@) = Xusoo) allors S(0) = 1) per & # 0.y € (-, dungue ——— [ |5(0) -
B, (x)

1
f(z)|dy e 0 per ogni x # 0, ma [fly) — f(O)[dy = = 4 0; in particolare,
r— r—0

1
m(Br(O)) /BT(;K) 2

Uenunciato del Teorema di differenziazione di Lebesgue potrebbe mon valere per ogni x.
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Lezioni 53-54 del 29/11/2022

Dimostrazione del Teorema di differenziazione di Lebesgue.

Passo 1

Passo 2

A f(x) e f(z) per q.o. x:

Sara sufficiente fissare M € N e farlo vedere per |x| < M e inoltre, poiché A, f(x) dipende
solo dal valore di f(y) per |y| < |z|4r, posso considerare fxg,, (o) al posto di f e supporre
f integrabile su RY.

Scrivendo

{x:Arﬂx) o f<x>} B B {x tinsup |4, (2) — /(z) >a}7

r—0 ne1

bastera dimostrare che m(E,) = 0 per ogni a > 0. Grazie alle proprieta dell’integrale di
Lebesgue, fissato € > 0 possiamo prendere una funzione continua g tale che [ |g— f|dm <e,

che grazie all’osservazione precedente verifichera A,.g(x) e g(z) per ogni z, e dunque
T

111:13(1)1;) A, f(z) — f(2)] = ligljélp |A(f = g)(z) = (f — 9)(@)]
< H(f—g)(@)+[f(z) —g(2)],

quindi per ogni @ > 0 avremo
a a
E.c {H(f -9 > Su{lf -9 >3}

e grazie alla proposizione e all’osservazione precedenti possiamo stimare la misura di questi
ultimi insiemi:

m(E,) < m({H(f—g)>%})+m({\f—g|>%})
< 3N%/|f—gl+§/|f—gl

ma essendo ¢ arbitrario la misura dovra essere nulla e dunque la dimostrazione & completa.
Conclusione: Sostituendo f con |f — ¢, per ¢ € Q, dal passo precedente avremo

1
m /Br(x) |f(y) a Q|dm rjo |f<$) - q|

per ogni « ¢ E; con m(E,) = 0; dunque m U E,| =0e¢sex ¢ U E,, fissato ¢ > 0

q€Q q€Q
esisterad ¢ € Q con |f(z) — ¢| < &, dunque
1 1
limsupi/ fly) = fl@)dy < limsupi/ fly) —c|+e)dy
P B @) o) ) P (B, @) S0 AT
= |f(x) —cl+e
< 2g,
1
ma essendo € arbitrario avremo lim ————— / |f(y) — f(z)|dy = 0 per ogni = ¢ E.
=0 m(B, (7)) /B, (x)

O

Estendiamo ora questo risultato a misure piu generali, aiutandoci con il Teorema di Radon-Nikodym.
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Proposizione.
Se v = \+p & una misura finita sui limitati, o misura con segno, di Borel su RYN scritta secondo

d
la decomposizione di Lebesgue rispetto alla misura di Lebesgue e f = d—y la sua derivata di Radon-
m

Nikodym. Allora per q.o. x vale:

. v(Br(2))
lim ZPE) ey
M (B, () ~
Dimostrazione. B
Poiché p(B,(z)) = / fdm, dal Teorema di differenziazione di Lebesgue deduciamo che B @) —
By (x) m(B,(x)) r—0

AlBr(2))
(())

IN(Br(z))| < |A(Br(x)), potremmo restringerci al caso A >

Essendo A L m, esisterd un boreliano E tale che A\(F) = m(EC) = 0, e sara sufficiente mostrare
che i punti di E per cui il limite non ¢ zero ha misura nulla; inoltre, come nella dimostrazione del
Teorema di differenziazione di Lebesgue, bastera far vedere che hanno misura nulla gli insiemi del
tipo

f(x) per q.o. z, e dunque ci bastera far vedere che =, 0 per q.o. z; essendo poi
T—

.7 % A(Br(z))
FE, = {x S llrgljgpm > a}.
A(Br, (x))
m(B., (z))

regolarita delle misure, percio dato € > 0 esistera un aperto A D F, tale che A\(A) < ¢ e inoltre, a

Per ogni x € E, esistera r, > 0 tale che > a; A sara inoltre regolare per il Teorema di

meno di diminuire 7, avremo U B, (x) C A. Applicando ora il lemma precedente a U B, (x),
z€l, r€E,

per ogni ¢ < m ( U B, (m)) troviamo B, (z1),..., By,  (za) disgiunte tali che
zeE,

- 3V I 3N 3N
c<3V > m (B, (zm)) < — > (B, (zm)) < —)\ < U B. ) <NA) £

a
m=1 m=1 zeE,

N

da cui m(E,) <m ( U B,, (x)) < 3—5, e mandando ¢ a zero si ottiene m(E,) = 0. O

a
zeE,

Applicheremo ora i risultati teorici sulla differenziazione di misure alle misure di Lebesgue-Stieltjes
associate a una funzione crescente e continua a destra.

Proposizione.
Se F': R — R ¢ crescente e G(x) = li\r‘n F(y), allora:
Yy x

1. L’insieme di punti di discontinuita di F' é numerabile, e in particolare F = G q.o..
2. F e G sono differenziabili q.o.. e F' = G’ q.o..
Esempio.

1. La funzione di Cantor F ¢ continua su [0,1], e dunque F = G, e inoltre F' =0 q.o., perché
F ¢ costante su ogni intervallo di [0,1]\ C, quindi F' =0 su [0,1]\ C, che ha misura piena.

“+o0
2. La funzione F(z) = Z 3 Xlan +00) dove {gn}125 ¢ una numerazione di Q, ¢ strettamen-
n=1

te crescente, perché dati x,y con x < y esistera qnv € (x,y) e dunque F(y) — F(x) >

9N > 0; inoltre, é continua su R\ Q perché, essendo totalmente convergente, lim F(y) =
y—x
+oo

lim an[qm+00)( y), che coinciderda con x se e solo se x # qp per ogni n. In particolare,
y%x

l insieme dei punti di discontinuita di una funzione crescente potrebbe essere denso.
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Dimostrazione della proposizione.

1. Essendo F' crescente, per ogni z in cui F non & continua gli intervalli (11\13[1 F(y), li}n F(y))
YN\ y 'z

sono non vuoti e disgiunti, dunque ogni numero razionale apparterra al pit ad uno di questi
intervalli, che avranno quindi cardinalita al piu pari a quella di Q e cioe¢ saranno numerabili.

2. Anzitutto, G e crescente e continua a destra per costruzione e inoltre G = F ad eccezione di un
sottoinsieme dei punti di discontinuita di F', che sono numerabili, dunque I'uguaglianza vale
q.0.. Consideriamo poi la misura di Lebesgue-Stieltjes ug associata a G, che verifica G(z+h)—

| pe((z,x+n]) seh>0 : e . s
G(z) = { —pe((@+ha]) seh<0 essendo finita sui limitati, dal Teorema di regolarita

delle misure sara regolare e dunque, scrivendo pug = / fdm 4+ A come decomposizione di

Lebesgue, dalla proposizione precedente per h > 0 otterremo

A((x,z + h]) AM(x — 2h, z + 2h))
o S G = 2h e 2h) none

per q.o. x, mentre dal Teorema di differenziazione di Lebesgue analogamente otterremo

1 1
il rerw = [ - sl
(z,z+h] (z,z+h]
; /
< fly) — f(z)ldy
m((x —2h,x+ 2h)) (x—2h,x+2h) | ( ) ( )|
—- 0
h—0t
per q.o. z; da cio deduciamo Gla+h) - Glo) = 1 f+ M — f(z) e
h h (z,2+h] h h—0t
analogamente per h — 07, cioe G’ = f q.o..
[
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Lezioni 55-56 del 02/12/2022

Fine della dimostrazione della proposizione.

Infine, la funzione H := G — F & diversa da zero solo per numerabili {z,,} 7>, per i quali H(z,,) > 0

oo n=1»
e, per ogni M € N, Z H(z,) < 400, cioe p := ZH(xn)émn ¢ finita sui limitati; inoltre,
—M<z,<M n=1
u L m perché m ({xn +°°) = U ({xn ) = 0, dunque in modo simile al punto precedente si
ottiene
H(x+h)— H(x) H(x+ h)+ H(x) < w({x,z+ h}) 4u((x72|h\,x+2|h|)) .
h - |h] - %\vﬂﬁ‘?lhl)) ~ m((z —2|h|,x + 2|h])) r—0
per q.o. x, e cioe H =0 q.o.. O

Introduciamo ora una nuova classe di funzioni, che sara legata alle misure con segno allo stesso
modo in cui le funzioni crescenti continue continue a destra sono legate alle misure positive.

Definizione.
Data F: R — R e x € R definiamo la variazione totale di F in x© come

N
Tr(x) ::sup{Z|F(ajn)—F(xn_1)|: N e N, x0<---<xn:m}.
n=1

F' si dice a variazione limitata suR se HI_P Tr(z) =supTp(zr) < 400 e st indica con F' € BV.
T—r1+00 z€ER
Preso un intervallo chiuso [a,b], la variazione totale di F su [a,b] &

N
sup{Z|F(mn)—F(xn1)|:N€N,a:$0<-~-<xn:x}.

F si dice a variazione limitata su [a,b] se la sua variazione totale su [a,b] é finita e si indica con

F € BV ([a,b]).
Osservazione.

1. Se F € BV allora Tr(xz) > 0 per ogni x e Tr é crescente; inoltre, Tp(x) > 0 a meno che F
non sia costante in (—oo,x] e Tp € strettamente crescente su ogni intervallo in cui F non é
costante.

2. Prendendo come partizione xy < x1 = x si ottiene che |F(x)| < |F(xo)| + |F(x) — F(zo)| <
|F(xo)| + |Tr(x)| per ogni z,zo, dunque in particolare le funzioni a variazione limitata solo
limitate.

Esempio.
1. Se F ¢ crescente, allora Tr(z) = F(z) — lim F(x) e in particolare F € BV se e solo se ¢é
r—r—00

limitata.

2. Se F ¢ Lipschitz, e in particolare se F € C*, allora F € BV ([a,b]) per ogni a,b e la sua
variazione totale su [a,b] é pid piccola di (b— a)||F||Lip-

3. F(z) = { TSy %7 70 non € a variazione limitata su [a,b] se a < 0 < b oppure
0 sex =0
1
a <0 < b, perché scegliendo x, = =———=~ si ottiene
m(n+3)

:um
Mz

1
(et oo
= n— n—-4o0o

N N
Z mn 1 Z |xn|+|$n 1|

n=1
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4.

1
[0 2P -
|| sin S €T #0 con

Allo stesso modo, non sara a variazione limitata la funzione {
sex =0

a<l1.

Una combinazione lineare a F+bG di funzioni F,G € BV cona,b € R é anch’essa a variazione
limitata; inoltre, se H : R — R é Lipschitz allora H o F € BV, dunque in particolare anche

|F|, F*, max{F,G}, min{F,G} € BV.

Proposizione.

1.
2.

3.

/.

Se F'€ BV allora Tp + F e Tr — F sono crescenti.

Una funzione F : R — R puo essere scritta come differenza di due funzioni crescenti limitate

) ) ) . TpxF
se e solo se '€ BV, e in questo caso si puo scegliere come funzioni

;in particolare,
le funzioni a variazione limitata sono differenziabili q.o..

Se F'€ BV allora lim Trg(z)=0.
T—r—00

Se F' € BV ¢ continua a destra, lo é anche Tr.

Dimostrazione della Proposizione.

1.

Poiché T_r = Tr e F ¢ a variazione limitata se e solo se lo ¢ —F, sara sufficiente mostrare
che Tp + F ¢ crescente. Dati z € R e ¢ > 0, prendiamo zg < --- < xy = =z tali che

N
Z |F(zn) — F(2n-1)| > Tr(z) —¢; allora per y > = possiamo approssimare Tr(y) scegliendo
n=1

o < <zy <xny1 =y e dunque

N+1
Tr(y)+ F(y) > Y |F(zn) = F(an1)|+ F(y)
n=1
> Tp(r) —e+|F(y) — F(z)| + F(y)
> Tp(z) —e+ F(a),

quindi Tr(y) + F(y) > Tr(z) + F(x).

Grazie agli esempi precedenti, le funzioni crescenti e limitate sono a variazione limitata e

anche una qualsiasi combinazione lineare, dunque in particolare una differenza. Viceversa,

Tp + F T — F Tp £ F
F;_ - F 5 e dal punto precedente le funzioni i

sono crescenti; inoltre, T € limitata perché F' € BV e F stessa ¢ limitata per una precedente
Tp £ F

2

possiamo scrivere F' =

osservazione, dunque sono limitate anche

N
Fissatiz € Ree > 0, troviamo g < --- < xy = z tali che Z |F(zn)—F(zp—1)| > Tr(x)—¢;

n=1

dati poi yo < -+ < yp = xg, la partizione yg < -+ < yy < 1 < --- < zy finisce in xg,
dunque
N M M
Tp(x) > Y |F(@n) = F(an-)l+ Y 1Fym) = F(ym-1)| = Tr(@) =+ Y [F(ym) = F(Ym-1)|
n=1 m=1 m=1
e cioe, passando all’estremo superiore sulle y; < -+ < yy, otteniamo Tr(xg) < e. Essendo

poi T positiva e crescente, avremo 0 < Tr(y) < € se y < xg, cioe Tr(y) — 0.
Yy—r—00

Posto a := li{n Tr(y) — Tr(z) > 0, sara sufficiente mostrare che o = 0. Se F' ¢ continua a
YN\

destra, presi x € R e ¢ > 0 esistera § > 0 tale che per 0 < h < ¢ avremo |F(x+h)— F(z)| <e
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e0<Tr(x+h)— li{‘n Tr(y) < &; esisteranno poi ¢ = z9 < -+ < xy = x + h tali che
Yy T

Q.

e~ w

N
SO 1P (@)~ Faa-1)| > $(Te( +h) ~ Tp(a)) >

Inoltre, essendo =g < 1 < zg + §, avremo anche

ol 3 3
S 1B () = Fleno)| > Ja = |F(e1) = Flao)| > ja -,

e dunque prendendo z = yg < --- < yps = x1 tale che

(Tp(z1 +h) = Tp(z)) >

>~ w
> w
L

M
Z |F(ym) - F(ym71)| Z

scegliendo la partizione x = yg < --- < yy =1 < --- < xny =+ h avremo

M N
Sam e < S IF ()~ Flymn)| + 3 1Pla) — Flano)] < Tela + )~ Te(@) <o+
m=1 n=2

cioe a < 4e e dunque o = 0.
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Lezioni 57-58 del 05/12/2022

Corollario.
Se F' € BV allora ¢é continua tranne al pit su un insieme numerabile, ¢ derivabile quasi ovunque,
e inoltre, per ogni x € R, esistono finiti i limiti

lim F(y), lim F(y),  lim F(y),  lim F(y).
Jm (v) Jim (v) i F(y) S F(y)

In particolare, lo spazio delle funzioni a variazione limitata ha come norma ||F|| gy := hgl Tr(x)+
T—r1+00
lim |F(z)].
T—r—00

Ci soffermeremo ora sul legame tra funzioni a variazione limitata e misure con segno, legame forse
gia intuibile dalla terminologia utilizzata.

Definizione. T P P T4 R
Data F € BV, la coppia F;_ , F2_ st chiama decomposizione di Jordan; Y,

2
chiamano rispettivamente variazione positiva e variazione negativa di F'.
Una funzione a variazione limitata si dice normalizzata se é continua a destra e lim F(x) =0
r——00

e st indica con F' € NBV .

Osservazione.

1. NBV ¢ un sottospazio lineare di BV, in cui la norma si pud scrivere come ||F|py =
lim |Tp(x)].

T—>+00

2. Data F € BV, una funzione a variazione limitata normalizzata sard data da G(x) =
li{‘n F(y) — lim F(y) e sara uguale a F' a meno una costante e G' = F' q.o.: anzitutto
YN\ T Yy——00

1 due limiti che definiscono G esistono perché F' = Fy — Fy é differenza di funzioni crescenti
limitate, e inoltre G(x) = lim Fy(y) — (lim Fy(y) + lim F(y)) ¢ anch’essa differenza di
YN\ YN\ Yy—r—00

funzioni crescenti limitate e quindi e in BV e dunque N BV perché per costruzione é continua
a destra e va a 0 a —oo; infine, l'uguaglianza tra F' e G seque dal fatto che F é differenza di
funzioni non decrescenti e dalla proposizione sulle funzioni non decrescenti.

Proposizione.

1. Data una misura con segno di Borel p, F(z) := u((—oo,x]) € NBV; viceversa, data F €
NBYV esiste un’unica misura con segno di Borel up tale che F(x) = pp((—o0,x]), € inoltre

lup| = prp.
2. Se F € NBV allora F' ¢ integrabile rispetto a m; inoltre, ur L m se e solo se F' =0 g.o. ¢
x
urp < m se e solo se F(x) = / F'(t)dt per ogni x.

— 00
Osservazione.

1. Questo risultato fornisce una corrispondenza biunivoca v <> F' tra misure con segno v su Bg
e funzioni F' € NBV ; questa biiezione e lineare e preserva le norme nei rispettivi spazi.

2. Grazie all’osservazione precedente, deduciamo che anche tutte le funzioni a variazione limi-
tata sono derivabili g.o. con derivata integrabile, e in particolare lo sono tutte le funzioni
Lipschitz in quanto a variazione limitata su ogni intervallo limitato; queste ultime, avendo
per definizione rapporti incrementali uniformemente limitati, sono dunque caratterizzate dal
fatto di essere derivabili quasi ovunque con derivata limitata.

Dimostrazione della proposizione.
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1. Se p = pt — = & una misura con segno scritta in decomposizione di Jordan, allora F* (x):=
pE((—o0,z]) & crescente e continua a destra e inoltre lim FE(z) = 0 e lim F*(z) =
T——00 r—+00

pE(R) < 400 e dunque F = F+ — F~ ¢ differenza di funzioni crescenti limitate e inoltre &
continua a destra e tende a 0 a —oco, dunque € a variazione limitata normalizzata; viceversa, se

F e NBV allora F = Ir+ I — Ir-F con T2l crescenti, limitate e continue a destra,

2 2 2

dunque dal Teorema di costruzione delle misure di Borel avremo = py ((—o0, z)
per opportune misure di Borel finite py e cioé F(z) = pup((—o0,x]) con pp = py — p—. Infine,
avremo
Tr(x)+ F(z) Tp(x)— F(z)
Tr(z) = + = p4-((=00,2]) + p— (=00, 2]) = [pr|((—00, z])

2 2
e ciot |up| = pry.

2. Scrivendo pup = fm+ A come decomposizione di Lebesgue, avremo, come nelle dimostrazioni
Fx+h)—F(z)  pp((z,z+h])

precedenti, = —  f(x) per q.o. z, e analogamente per
h h h—0t

h — 07 ; quindi I/ = f q.o0. e percid ur = F'm+ A, e calcolando le rispettive variazioni totali

otterremo

/}R ] = 1fIm(R) < [fIm(R) + A(R) = pp(R) < +oo,

cioé f & integrabile. Scrivendo infine pr = F'm + A, nel caso singolare avremo pr = \ se e
solo se F' = 0 q.o. mentre nel caso assolutamente continuo calcolando in (—oo, ] otterremo

F(x) = /woo fdm.

O
Definizione.
Una funzione F : R — R si dice assolutamente continua se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
per ogni unione disgiunta (a1,b1), ..., (an,by) di intervalli si ha
N N
(b —an) <0 = Z\F(bn) — F(an)| <e,
n=1 n=1

e si indica con F € AC. F si dice assolutamente continua su [a,b] se la condizione precedente
¢ soddisfatta quando gli intervalli (a1,b1),...,(an,bN) sono contenuti in [a,b], e si indica con
F € AC([a,}]).

Osservazione.
Se f ¢é assolutamente continua allora é anche uniformemente continua, come segue prendendo un
solo intervallo nella definizione.

Esempio.

1. Una funzione Lipschitz, e in particolare una funzione derivabile con derivata limitata, é asso-

€
lutamente continua: se K ¢é la sua costante di Lipschitz, dato € € sufficiente prendere 6 = Ve

nella definizione.

2. La funzione di Cantor F' non é assolutamente continua: infatti, poiché linsieme di Cantor

“+o0
C ha misura nulla, per ogni § > 0 ¢ possibile scegliere un aperto A = U (an,bn), scritto
=1
+oo ! N
come unione disgiunta, di misura m(A) = Z(b" — ap) < 0 tale che C C U (an,bn) ma
n=1 n=1
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+oo

Z |F(by) — F(an)| = 1, perché F ¢é costante su ogni intervallo di [0,1]\ C, dunque passando
n=1

ad un’opportuna unione finita avremo

N

Db —an d S IR - Fla)] 2 5

n=1
in particolare, mon tutte le funzioni uniformemente continue sono assolutamente continue.
Proposizione.
1. Se F € AC([a,b]) allora F € BV ([a,b]).

2. Se F € NBV allora F € AC se e solo se pp < m. In particolare, data f integrabile abbiamo
xT
F(z) = / fdm € NBV N AC; viceversa, se F € NBV N AC allora F' ¢ integrabile e
— 0o

valgono:

T xr
F(x) :/ F'dm, Tr(z) :/ |F'|dm.
— 00 — 00
Osservazione.
La proposizione ci da ulteriori informazioni sulla corrispondenza biunivoca tra misure con segno e
funzioni a variazione limitata normalizzate: il sottospazio delle misure con segno v << m assolu-

\

tamente continue é in corrispondenza biunivoca con le funzioni FF € NBV N AC, e la norma su
—+o0

quest ultimo spazio ¢ ||F|| = / |F'|dm.
o0

Esempio.
Una funzione periodica di classe C' non costante é assolutamente continua, in quanto Lipschitz,
ma come € stato gia visto non € a variazione limitata; in particolare, AC ¢ BV .
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Lezioni 59-60 del 06/12/2022

Dimostrazione della proposizione.

1. Data F € AC([a,b]) prendiamo d corrispondente a ¢ = 1 nella definizione di continuita
assoluta; fissando poi a = z¢ < -+ < xny = b, suddivideremo gli intervalli (x,,_1,2,) in M
b—
a} +1,in

gruppi {(:cn,l,mn)}ggj\}jnﬂ per opportuni 1 = Ny,...,Nyy = N, con M = [

0
Npt1 Nipp1—1
modo che, a meno di raffinare la partizione, E (T —xn—1) < 6. Dunque E |F(x,)—
n=Np,+1 n=Nm

N
bf
F(ea-1)| < 1e quindi Y |F(a,) — Flaa_1)| < M < ‘7{3 +1, ciod Tp(b) — Tr(a) <

n=1

b—a
)

2. Se urp < m allora l'assoluta continuita segue applicando la proposizione che caratterizza le
N

+1 < 4o0.

misure assolutamente continue alle unioni disgiunte di intervalli semi-aperti £ = U (an, by).
n=1
Viceversa, supponiamo F' € AC e prendiamo un boreliano E di misura m(E) =0 e &, come

nella definizione di assoluta continuita. Dal Teorema di approssimazione con aperti e compatti
—+oo

e da un suo corollario, troveremo una successione decrescente di aperti A,, = U (@nm» bnym),

m=1

oo
scritti come unione disgiunta di intervalli, tali che m(A4,,) = Z (bn,m — Gn,m) < J per ogni

m=1
neNeprp(Ay) e ur(E); per ogni M € N avremo
M M
Z |/J/F((an,m;bn,m))| < Z |F(bn,m) - F(an,m)| < g,
m=1 m=1

dunque passando al limite per M — +oo otterremo |up(E)| < |ur(4,)| < eecioe up(E) =0,
quindi pp < m.

O

Il seguente teorema fornisce condizioni necessarie e sufficienti per la validita del Teorema fonda-
mentale del calcolo.

Teorema (Teorema fondamentale del calcolo per Lebesgue).
Per una funzione F : [a,b] — R le sequenti condizioni si equivalgono:

1. F e AC([a,b));

2. F(z) — F(a) = / fdm per qualche f integrabile su |a,b];

3. F ¢ derivabile g.o. su [a,b] con F' ¢ integrabile su [a,b] e F(z) — F(a) = / F'dm per ogni
x. ¢

Esempio.

1. Poiché le funzioni Lipschitz sono assolutamente continue, deduciamo che il Teorema fonda-
mentale del calcolo vale anche per le funzioni Lipschitz, incluse quelle non derivabili come ad
esempio F(x) = |z|.
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2. La funzione F(x) = %, con 0 < a < 1, pur non essendo Lipschitz, é assolutamente continua
su [0,1] perché wvale il Teorema fondamentale del calcolo, come seque ragionando su [e,1] e
passando poi al limite per € \, 0 usando la continuita di F e il Teorema della convergenza
dominata:

F(z)— F(0) = lim(F(z) — F(e)) = lim/wF/OwF/.

eN\o0 eNo
3. La funzione di Cantor F', che come abbiamo visto non é assolutamente continua, ¢ derivabile

g.o. con F' =0 q.o. maF(l)fF(O):lyé():/ F.
0

Dimostrazione del Teorema fondamentale del calcolo per Lebesque.
1 = 3 Dal primo punto della proposizione precedente, F' € BV (]a, b]), dunque

F(z)—F(a) sea<z<b
F()—F(a) sex>b € NBV;
0 sex <a

F(x):

dal secondo punto della proposizione precedente seguira che

F(z) — F(a) = F(z) — F(a) = / " Fam = / " Fdm.

— 00

3 = 2 Ovvio.

2 = 1 Definendo f(az) = { (J;(m) 22 Z i z fpl;)ure . dal secondo punto della proposizione
avremo F(z) := ’ fdm € NBV N AC C AC([a, b)) e quindi anche F(z) = F(z) + F(a) €
AC([a, b). o

O

Come ultimo grande argomento del corso introduciamo alcuni spazi, di importanza fondamentale
in analisi funzionale, di funzioni misurabili che soddisfano alcune proprieta di integrabilita.

Definizione.

Dato uno spazio misura (X, M, u) e p > 1 definiamo lo spazio LP su X rispetto a p come linsie-
me delle funzioni misurabile con p-esima potenza integrabile, quozientato rispetto alla relazione di
uguaglianza j1-q.o., ovvero:

{f:X%@: f misurabile e || fl, == (f|f|pd,u)% < —1—00}

)

LA X M, p) =

~

f~g9 = [f=gpqo.

L’estremo superiore essenziale di una f misurabile & ['estremo superiore a meno di insiemi di
misura nulla, cioé

esssupy f:=inf{a e R: p({x € X : f(x) > a}) = 0};

lo spazio L su X rispetto a pu é l'insieme delle funzioni con estremo superiore essenziale del
valore assoluto finito, quozientato rispetto all’uguaglianza q.o., ovvero:

Lo°(X, M, ) = {f : X = R: f misurabile e || f||oo := esssupy|f| < —I—oo}.

~

Quando non c’é rischio di ambiguita, denoteremo LP(X, M, u) semplicemente come LP(u) o LP.
Gli spazi LP rispetto alla misura che conta # saranno indicati con ,(X) := LP(X,P(X),#). Nel
caso X = N scriveremo

Ly = L,(N) := {x :N—>R: f |z (k)P < —I—oo}.
k=1
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Osservazione.
1. Se f € L? allora |f|P ¢ integrabile e dunque finita q.0., e quindi anche f sard finita q.o..

2. Dalla disuguaglianza elementare |f + g|P < (2max{|f],|g|})? < 2P(|f" + |g|P) deduciamo che
la somma di due funzioni in LP é una funzione LP; essendo poi |lcf|, = |||l fllp, deduciamo
che lo spazio LP ¢ uno spazio vettoriale, come suggerisce la terminologia.

3. L’estremo inferiore che definisce lo spazio L™ ¢& in realta un minimo perché, applicando la
+oo

1
formula dell’unione crescente alla scrittura {|f] > || flleo} = U {|f| > || flloo + } si ottiene
n

n=1

(051> 1)) = tim g ({1012 1l 4 3 ) =0

+oo n

dungue |f| < ||fllco g.0.; in particolare, f € L™ se e solo se é limitata g.o., cioé esiste un
insieme di misura nulla al di fuori del quale f é limitata.

4. Se X €& uno spazio metrico compatto e p e di Borel allora ogni funzione continua é li-
mitata e dunque ha un “rappresentante” in L (X,Bx,u); se inoltre p é positiva su ogni
aperto, allora sup |f| = || fllc per ogni f continua, dunque C(X) puo essere visto come

X

un sottospazio di L. Indebolendo le ipotesi con X localmente compatto avremo C.(X)
e Co(X) come sottospazi di L*°, dunque in particolare C(la,b]) C L™ ([a,b],B[mb],m) e
C. (RY) c Co (RY) c L™ (RN, Bgw,m").
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Lezioni 61-62 del 09/12/2022

Mostriamo anzitutto che lo spazio L™, nonostante sia definito in modo apparentemente diverso, &
in realta un caso limite degli spazi L”.

Proposizione.
Per ogni f misurabile vale liminf || f||, > || fl]oc-
p—r—+o00

Inoltre, se esiste pg > 1 tale che f € LP per ognip > po, alloralimsup || f]l, < ||f|le € in particolare
p——+o00

Il 2 [l

p——+oo

Osservazione.
L’ipotesi f € LP per p > po é essenziale per la seconda affermazione: infatti, se u(X) = +oo,
nessuna costante appartiene a LP per p < +o0o e dunque

lellp =00 # el = llefloo-
p—+oo

Dimostrazione della Proposizione.
Preso Ep: {z € X @ |f(x)] > M}, per M < || f||oo, avremo

1fllp = (/EM |f|p>; > M (u(Eu))? — { M- se p(Ear) < 400

p—oo | +oo  se u(Ey) = 400

in ogni caso, liminf || f||, > M per ogni M < || f|le € dunque iminf || f|/, > || fllco-
p—+o0 p—+00

Se poi f € LP° allora per p > pg avremo

= ( f)( f”>p§< szl )" =11 g
151 / £l /{ M / Tsar Ttk

dunque passando al limite superiore otterremo limsup || f|, < | flco- O
p——+o0

I risultati seguenti sono le basi su cui e costruita gran parte della teoria degli spazi L”.

Proposizione (Disuguaglianza di Holder).

1 1
Date f,g misurabili e p,q € [1,+00] tali che — 4+ — =1, allora:
P q

/ 1£9l < 17 lnllgly:

e in particolare fg € L* se f € LP, g € LY.

Due esponenti p,q che verificano — + — = 1 si chiamano esponenti coniugati.
P q

Lemma (Disuguaglianza di Jensen).
Sev(X)=1, F:R — R é convessa, h & v-misurabile e h, F o h sono positive o v-integrabili, allora

F(/hdy> < /(Foh)dy.
Dimostrazione.

Essendo F' convessa, i suoi rapporti incrementali saranno crescenti e quindi

%SF(S) S ?}g:wz;Fi(s)set>s,
T < gt o<
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dunque F(t) > F(s) + C(t — s) per qualche C = C(s) = min{F(s),F’(s)}; prendendo ora
hdv e t = h(x) per z € X e integrando si ottiene:

JEenar = [ Fba)ae

( ( / hdu)—i—C(h(m)— / hdu))du(x)
( hd)—i—C/ x)dv(z C/hdl/

_ F< hdu).

Dimostrazione della Disuguaglianza di Holder.
Se ¢ = oo allora avremo |g(z)| < ||g]|co per p-q.0. z e dunque

v

[1731= [ 1f@ls@lduto) < [ 15 lglldie) = | 1 g]

Per g < 400, la disuguaglianza & banalmente verificata se ||g||; = +oo oppure ||g||; = 0, perché in
quest’ultimo caso avremo g = 0 q.0. e quindi fg = 0 q.o.; possiamo dunque restringerci al caso in

q
cui € un numero positivo. Applicando la Disuguaglianza di Jensen con la misura v := T |g||q aut
grrap
£ o
= e F(t) := |t|P si ottiene
ST e PO =1
? L gl
i) = o) ([ ran)
(/' | 917 Jgledu ™" d
- o) (fora)
P
< [wonar( [laan)
f1P gl ) (/ :
du gl*dp
(/ lg|Pa=1) [|gladp o
= FIZgllG
ciod || fglly < [If1lpllgllq- =

Corollario (Disuguaglianza di Holder generalizzata).

1 1
Se p,q € [1,+00] verificano — + — < 1, allora
P q

1 1
Fall- < W sllgllas dove — = — 4+ —
175l < £l =t

e in particolare fg € L" se f € LP, g € L9.

1 1
Pit in generale, se py,...,pn € [1,400] verificano — + ---+ — < 1 allora
D1 PN

1 1 1
< dove — = — + -
e ol S Wl Ul dove © = = oot

e in particolare fy ... fy € L" se fy € LP*, ..., fy € LPN.
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Dimostrazione.
La prima affermazione segue applicando la Disuguaglianza di Holder a |f|",|g|

Isals = [1riar < ([ <|f|r>f>; (/ <|g|7“>f»)g — 179l

La seconda affermazione puo essere dimostrata per induzione: la base induttiva e la prima af-
fermazione; supponendo infine l’enunciato vero per N, applicando il primo enunciato con f =

1
fi...fN,g = fny1 ed esponenti — = — 4. 4 —, = =
P D1 PN 4 PN+1

" con gli esponenti

. . D q.
coniugati —, —=:
TT

, e poi il passo induttivo, si ottiene

Ifi-o Inealle = ([ (free fN) Il
[f1-o Inllpllfnsallpn s
[ f1llpy -+ NN lpn 1N+ llpn 4

IA A

Proposizione (Disuguaglianza di Minkowski).
Per ogni f,g misurabili e p € [1,400] vale

1+ gl < 171> + llgllp-

In particolare, || - ||, & una norma sullo spazio LP.

Osservazione.

Nel caso p = 1, identificando la funzione f € L*(u) con la misura con segno v = fu, la norma
coincide con la variazione totale di v, dunque Ll(,u) puo essere visto come lo spazio delle misure
con segno assolutamente continue rispetto a p, sottospazio dello spazio di tutte le misure con segno.

Dimostrazione della disuguaglianza di Minkowsk:.

Se p =1 ¢ sufficiente applicare puntualmente la disuguaglianza triangolare |f(x) 4+ g(z)| < |f(z)| +
lg(z)| e integrare. In modo simile, per p = oo otteniamo |f(z) + g(x)| < |f(x)| + |9(x)| < ||f]leo +
19llcc per q.0. x e dunque |[f + glloc <[ flloc + [g]lco-

Se p € (1,+00) allora applicando la Disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati P 1 ,p si
ottiene
I£+aly = [1r+gr1r+dl
= [1r+gp i+ 1+ 9P
p=1 1 p=1 1
P P P _p P P
< ([arear™=) " (Jue) s (farvarn=) " ([ 1)
= NfF+ gl U f s + llallp),
dunque [|f +gll, < [IF]l, + llgllp- =
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Lezioni 63-64 del 12/12/2022

Avendo ora la nozione di convergenza rispetto alla norma LP, possiamo confrontarla con la conver-
genza quasi ovunque:

Proposizione.
Se fn, [ verificano f, N f in LP(u) per qualche p € [1,+00), allora esiste una sottosuccessione
n—-+0oo

fn, tale che fy, nﬁjm f p-q.o..

Osservazione.

1. Nel caso p = oo, se fr, [ in L™, allora |fn(z) — f(2)] < ||fa — flleo g0. e dunque

n—-+oo
fn— [ qo.
n—-+4oo

2. Nel caso p < +00, la successione potrebbe non convergere a f q.o.; infatti, definendo, per

PR

1
n=2"+lcon0<I<2™ -1, f, = X[ ghe, 551 ) la successione verifica [ |fn|’ = om ber ogni

p, e dunque converge a 0 in LP([0,1]), ma non g.o. perché per ogni x € [0, 1] esistono infiniti
n per cui fn(x) =0 e infiniti n per cui f,(z)=1.

Dimostrazione della proposizione.

. 1 > ,
Prendiamo ny e +o0 tale che || fr, . — fa,llp < o Allora g := ; | frsr — S| verifica, dalla

o0
Disuguaglianza di Minkowski, ||g||, < Z | frisr = frrllp < 1, quindi g & finita q.0.; cio vuol dire che
k=1

la serie Z | frpsr () = fn, (z)| converge per q.o. z, e dunque anche f,,, (z) = fn, (x —1—2 (frp (2
k=1
fn,(x)) convergera per q.o. x a una qualche h(z). Infine, f = h q.o. perché, apphcando il Lemma

di Fatou a |f,, — f|?, otteniamo che

/|h—f|p§1kiminf/\fnk—f|p:O.
—+o0

O

Possiamo ora dimostrare che gli spazi LP soddisfano una proprieta fondamentale nello studio degli
spazi funzionali, ossia la completezza.

Teorema (di completezza degli spazi LP).
Per ogni p € [1,+00], gli LP sono spazi normati completi con la norma || - ||,.

Dimostrazione.
Nel caso p = o0, se ||fn — fmlloo = 0 allora {f,}>9 & di Cauchy rispetto alla convergenza
n,m—

uniforme su ( U En,m> , dove E,, ,, sono gli insiemi di misura nulla dove | fr,— fin| > ||fn— fimllco>

n,m=1

dunque f,, converge uniformemente su ( U En)m> e cioe q.0.; posta dunque

n,m=1

+oo
nglfoo fo(x) sexd nyzl Enm
f(z) = oo

0 se x € U E,m

n,m=1

90



avremo || frn — flloo = sup lfo=fl — 0O
(U Bn, m)' noee

Nel caso p < 400, data {f,},;/>3 di Cauchy prendiamo ny A _Jr +0o0 tale che || fn,., — fallp <
—+00

ok Come nella dimostrazione della proposizione precedente, avremo f,, . — [ q.0.; inoltre,
—+0o0
fn —+> fin LP perché se ||f,, — fml|lp < € per n,m > N, allora dal Lemma di Fatou si ottiene
—+0o0

[ 15217 <timint [ 17, fur <en
—+00

Esempio.

Fa@) = — 5 0in L2([1,400)) <= p < +oo.

" n—+oo

Infatti, || fulloo =1 # 0, mentre per p < 400 abbiamo

n——+oo

+oo £ 1\ P +oo g 1 Foe 1
|| = — | dz = —dr=|-— = — = 0.
”f ”P ‘/1 (1}") x A np z |: (np — l)ggnp_1:|0 np —1 n—+oo

La successione f, inoltre non pud convergere a nessun’altra funzione in L perché se la funzione
limite non é continua e la convergenza uniforme mantiene la continuita.

Vediamo ora che tipi di inclusioni ci sono tra gli spazi LP al variare di p.

Proposizione.
Data f misurabile e p,q,r € [1,+00] che verificano p < g < r, allora:

1. LY C LP 4+ L", cioé ogni funzione in LY puo essere scritta come somma di una funzione in LP
e una in L.

2. LPNL" C LY e inoltre

I
I llg < A1 NAIE,
1 1-6 6
con 0 € (0,1) tale che = = —— + —.
q p r
In particolare, i valori di p per cui f € LP sono un intervallo di [1,+00]. Se poi f € L'NL>,
cioé ¢ integrabile e limitata q.o., allora f € LP per ogni p, cioé tale intervallo é lintera

semiretta estesa [1,400].

3. Se w(E) > 6 > 0 per ogni E misurabile tale che u(E) # 0 allora LP C L7, e in particolare
0,(X) C 4y(X), e inoltre

1
||qu < FH‘IC”P

p

4. Se p(X) < +oo allora L™ C LY e inoltre
11
[fllg < p(X)a= 71 £

Osservazione.

1. In generale, linsieme di valori per cui una data funzione & in LP potrebbe essere un qual-
1

— se0<z<1
siast intervallo in [1,+00]: per p1 < py fissati, la funzione f(x) = U
— sex>1
xH

appartiene a LP(R) se e solo se p € (p1,p2); con piccole modifiche, si puo trovare una funzio-
ne considerare un qualsiasi intervallo chiuso, semiaperto oppure una semiretta o un singolo

punto.
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2. Se walgono le ipotesi sia del punto 3. che del 4. allora tutte le norme LP sono equivalenti; cio é
possibile solo negli spazi di misura finita in cui la misura € limitata dal basso da una costante
positiva, cioe in cui ci sono solo un numero finito di insiemi di misura positiva e dunque gli
spazi LP sono finito-dimensionali.

3. Se u(X) < +oo, allora L(X, M,u) é uno spazio normato con la norma LP ma non é
completo per nessun p < 4oo: infatti, fissata 0 < f € LP\ L™, la successione f, = min{f,n}
sara di Cauchy perché dal Teorema della convergenza dominata deduciamo che, se m > n,

||fnfm|§/{f> }(min{ﬁm}n)ps/{ oo

f>n} n,m—-+4o0o

del resto, f, mon puo convergere ad alcuna funzione in L perché, se cost fosse, il limite
sarebbe anche q.o., a meno di una estratta, ma il limite puntuale é f, che non appartiene a
L. Allo stesso modo, ogni volta che LT C LP, LY con la norma LP ¢ uno spazio normato
non completo.
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Lezioni 65-66 del 13/12/2022

Dimostrazione della proposizione.

1. Data f € L9, definiamo g := fxqs>1} € h := fxqf|<1}, dunque per ogni p € [1,¢) abbiamo

/|9\p=/|f|p><{|f\>1} S/\f|q><{|f|>1} S/|f|q < +oo,

mentre per r € (g, +00) abbiamo

(ﬂwz/m%mﬁﬁ/m%mgﬁ/mhﬁm

e chiaramente ||h|/o < sup|h| < 1.
2. Applicando la disuguaglianza di Holder alle funzioni |f|*~97 |f|? con esponenti coniugati

P " s otti
——, — S1 ottiene
q(1—0)" q0

191 = [ 17102170 < fggi-on

1717

—6 0
) = = A28
q(1-0) °

3. Nel caso ¢ = oo, per ipotesi avremo p ({|f| > M}) > § per ogni M < ||f|leo, dunque

/uvz/ vwz/ MP > 50,
{IfI>M} {|f|>M}

1
dunque per I'arbitrarieta di M otterremo || f|oc < —||f|lp; per ¢ < 400 invece avremo, dal
P

punto precedente,

1—2
P 1—2 P 1 q 1
[fllq < NFIZ 1 flloo * < IfI12 ((Slllfllp> < Fllfllp-
4. Applicando la disuguaglianza di Holder alle funzioni |f|?, 1 con esponenti coniugati i, :
q Tr—q
17115 :/Iflql < AW I = = I
O

Ora confronteremo questi spazi LP appena introdotti con altri spazi funzionali, concentrandoci in
particolare sulle proprieta di densita di alcuni spazi rispetto agli altri.

Proposizione.
1. Le funzioni semplici sono dense in L.

2. Le funzioni semplici nulle al di fuori di un insieme di misura finita sono dense in qualsiasi
LP con p € [1,400).

3. Se p & una misura di Radon su X, le funzioni continue a supporto compatto Co(X) sono dense

in LP(X,Bx,p) per p € [1,4+00); in particolare, cio & vero per la misura di Lebesque su RY e
per £y, dove sara denso lo spazio

C.(N)=cp:={x:N—>R:3INeN: z(k)=0Vk > N}

dalle successioni definitivamente nulle.
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Osservazione.

Le funzioni semplici nulle al di fuori di un insieme di misura finita non possono essere dense in
L, tranne nel caso banale di una misura finita, perché ad esempio non potranno approssimare
la funzione caratteristica di un misurabile di misura infinita. Inoltre, poiché la chiusura di C.(X)
rispetto alla norma || - |leo € Co(X), Ce(X) non sara mai denso in L°°(X), tranne nel caso banale
in cui Co(X) = C(X) = L™(X), che corrisponde a X é compatto e discreto e cioé finito.

Dimostrazione della proposizione.

1. Applicando il Teorema di approssimazione con funzioni semplici a fT e f~ troveremo due suc-
cessioni {¢, }.125, {1n }.125 di funzioni semplici tali che ¢, ,*  ft,¢, 7 f7; definiamo

n——+oo n—-+oo
fn = Oon—1y. Poiché f € L ¢ limitata al di fuori di un insieme F di misura nulla, dallo stesso
teorema avremo f,, — f uniformemente su E€ e dunque || f;, — f|lco = sup|fn — | 0
n—-+4oo Ec

2. Definiamo f,, come nel punto precedente; per costruzione avremo |f,| < |f|, dunque se f €
LP allora anche f, E LP e quindi sara nulla al di fuori di un insieme di misura finita in

quanto +oo > / Z CmXE,, Z |em|Pu(E,y,). Essendo poi f, oo f puntualmente
n—
e |fn—fIP < fn| —|— [fDP < 2°|f |p dal Teorema della convergenza dominata otterremo
fn —  fin L?
n—+oo

3. Grazie al punto precedente, ogni funzione in LP puo essere approssimata da funzioni semplici
nulla fuori da un insieme di misura finita, dunque bastera far vedere che ogni funzione sem-
plice di questo tipo si puo approssimare con funzioni continue; inoltre, per linearita potremo
ulteriormente restringerci al caso di funzioni caratteristiche di insiemi di misura finita. Per il
Teorema di regolarita delle misure, dati £ € Bx e £ > 0 esisteranno un aperto A D E e un
compatto K C E tali che u(A\ K) < ¢; prendendo dunque una funzione cutoff ¢4 x avremo
XKk < pax < Xxa, dunque

/|XE_<pA,K|pS/(XA—XK)I):,U(A\K)SE

O

Nel caso della misura di Lebesgue su RY vogliamo approssimare con funzioni che non siano solo
continue ma abbiano altre proprieta di regolarita. Introduciamo dunque una nuova operazione tra
funzioni.

Definizione.
Date f,q: RY — R misurabili, definiamo la convoluzione tra f,g come:

(f *9)a / £ - 9)g(y)dy

Proposizione (Disuguaglianza di Young).
1 1
Se feLP (RN) ,g € L1 (RN) con p,q tali che — + = > 1, allora f x g é finita q.0. e appartiene a
P q
1 1 1
L (]RN) per r tale che — = — + — — 1, e inoltre
r p g

1 *alle < I £llpllgllq-

Dimostrazione.
Sara sufficiente dimostrare che la disuguaglianza vale per |f| x |g|: ci0 implichera che la stessa

1
stima vale per f * g e in particolare che questa e finita q.o.. Nel caso r = oo, cioe — 4+ — =1, la

disuguaglianza segue applicando, a z € RY fissato, la disuguaglianza di Holder:

(IF1 19D (= /If (= =y)g@)ldy < £ (z = )lpllglla = [ fllpllglla;
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passando all’estremo superiore essenziale, si ottiene || f * gllco < || fllpllgllq- Se 7 < 400, fissato
applichiamo la Disuguaglianza di Holder generalizzata con

hly) = 1f@=ylFlgwl*, o=
Ry) = |f@—yF, po=
fw) = law|'*, o=

€ avremo

/If(x—y)g(y)ldy = /|f1f2f3\
| £1llpn 1211 pa | £ 1lps

(f1r6 —y>|p|g<y>|w)1 ([ 176 - wran)

( [ st —y>|p|g<y>|qdy)r Tl i

IN

-

=
Q=
3=

([19ras)

dunque con un cambio di variabile e il Teorema di Fubini otterremo

J ([ 1= votian) oz
J ([ 156 = wPlatwras) Lotz lal;ras

= gyl ( / If(Z)I”Ig(y)quy) a:
— A

IA

/ (111 % lgl) (@) da

IN

95



Lezioni 67-68 del 16/12/2022

Proposizione.
1 1

Se f e LP (RN) ,g € L1 (RN) con —+ — > 1, allora:
P q

1. f*(ag+bh)=a(f*g)+b(f*h) per ogni h € L9, a,b € R, cioé la convoluzione é lineare;
2. [xg=gx/f;

. 1 1 1
3. (fxg)xh=fx(gxh) per ogni h € L" (RN) con —+—-+-2>1;
P q r

4. supp(f * g) C supp(f) + supp(g) = { + y - « € supp(f), y € supp(g)}, ¢ in particolare [ g
hanno supporto compatto se f e g ha supporto compatto;

5. SefelL! (RN) ege C’é( (RN) per qualche k € N, allora fxg € CK (RN) ea;jlm% (fxg) =
f= (351 miKg)'
Dimostrazione.
1. Segue dalla linearita dell’integrale.

2. Applicando il cambio di variabile z = x — y si ottiene
(F 9@ = [ £ =gty = [ oo~ 1)z = (g @)
3. Con un cambio di variabile e applicando due volte il Teorema di Fubini si ottiene

((f xg) xh)(x)

/ (f * 9)(x — 2)h(z)dz

= [ [ 1o === pawnian
[ [ 1= wiatw - 2p)ua:

/fw— (g * h)(w)duw
« (g% 1)) ().

4. Se = ¢ supp(f) + supp(g) allora per ogni y € supp(g) avremo = — y ¢ supp(f) e dunque
(f *g)(x) = 0.

5. Segue applicando K volte consecutive il Teorema di continuita e derivazione sotto integrale
alla mappa x +— /f(:z: —y)g(y)dy = /f(y)g(:z: —y), perché la derivata di g ¢ limitata, in

quanto funzmne continua a supporto compatto, e dunque una maggiorante integrabile ¢ data
da (Sup Tiq e leg’) |f

O

Grazie alla convoluzione possiamo approssimare funzioni in L” (RN ) con funzioni arbitrariamente
regolari.

Definizione.
Una approssimazione dell’identita ¢ una successione di funzioni {p,}23 limitata in L' (]RN)

tali che:
/ on=1,Yn / lon] — 0,¥6>0
RN RN\ B;(0) n—-+o0o
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Esempio.
N
n
Data 0 < ¢ € L, la successione p,(z) = ﬁcp(nx) ¢ un’approssimazione dell’identita, perché

N
n
leuli= [ on=t [ = f b = 0
RN RN\ Bs (0) fSO RN\B,s(0) "t

1
Scegliendo ad esempio p(x) = e ~1#1> x g, (0)(x) si ottiene un’approssimazione dell’identita positiva
di classe C™ a supporto compatto.

Teorema (di approssimazione per convoluzione).
Se @, & un’approssimazione dell’identita, allora:

1. Se feC (RN) N L> (RN) allora f * ¢, —4>_ f uniformemente su ogni compatto K € RY,
n—-+0oo
e se f & limitata e uniformemente continua la convergenza é uniforme anche in RY .

2. Se f € L? allora f x ¢, __5>_ fin LP.
n—-+o0

Dimostrazione del Teorema di approssimazione per convoluzione.

1. Fissati un compatto K & RY e ¢ > 0, essendo f continua sara uniformente continua sull’altro
compatto K = {y e RN : |2 —y| < 1Vz € K}, dunque esistera ¢ € (0, 1] tale che |f(z—y)—
f(x)] < eperz e K, |yl <d. Essendo poi ¢, un’approssimazione dell’identita, per n > N

avremo lon(y)]|dy < &; inoltre,

RN\ Bs(0)
()@= = | [ 1= eatan— ( [ entn) 1] = | [ =0 = ety
e dunque

|[(f  en) (@) — f(2)]

< [I@=9)- @lenw)ldy

< / £ =) — @) llon()ldy + / F(@ — ) — F@)]lon)ldy
B;(0) RN\ Bs(0)

< of ey maxin) [ oty

<

: (n@nnl i 2m@X|f> ,
K

quindi sup |(f *¢,)(2) — f(z)] — 0.
zeK

n—-+oo

Nel caso in cui f ¢ limitata e uniformemente continua su tutto RY si ragiona allo stesso modo,
sostituendo K, K con R,

2. Presi f € L? (RN ) e € > 0, per la densita delle funzioni continue a supporto compatto in LP
trovo g € C. (RN) tale che ||lg — f|l, < &; dal punto precedente sappiamo che g * ¢, 0.9

n—4oo
uniformemente, e la convergenza € anche in LP: presa infatti una palla Br(0) D supp(g),
avremo

lz|<2R n=4oo

/ |9 % ¢n — gI" < m(B2r(0)) ( sup [(g* on)(z) — 9(%)) = 0
B>r(0)

e, se n ¢ sufficientemente grande affinché / |on(y)|dy < e allora applicando la disu-
RN\BRr(0)
guaglianza di Young con ¢ = 1 si ricava

/ lg*on—glf = /
RN\ B35 (0) {||>2R}
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dx

/ 9(z — y)en(y)dy
{lo—y|<R}




P
< // g(z —y)en(y)dy| dx
{lz—y|<R,|y|>R}
= /|9*(<PnXRN\BR<0>)|p
p
< gl (/ |¢n<y>|dy>
ly|>R
<

llgllp-

Possiamo dunque concludere applicando nuovamente la disuguaglianza di Young:

If *on— fllp < I(f —9)*onllp + g% on—gllp +llg— fllp

< (lenlls + 1) lg = fllp + g * o0 — 9gllp

*>
n——+o00,e—0
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Lezioni 69-70 del 19/12/2022

Corollario.
Lo spazio delle funzioni lisce a supporto compatto C°(Q) su un aperto Q@ C RN ¢ denso in LP(Q)
per p € [1,400) e in Cy(Q).

Osservazione.

Le funzioni lisce a supporto compatto non sono dense in L°(Q) e neppure tra le funzioni continue
e limitate perché, come abbiamo visto, funzioni continue a supporto compatto possono approssimare
solo funzioni in Cy(Q2); deduciamo dunque che la chiusura di C°(2) rispetto alla norma uniforme
¢ proprio Co(2).

Dimostrazione.
+oo

Data f € LP(Q), scrivo 2 = U K, come unione crescente di compatti, prendo un’approssimazione
n=1

dell’identita ¢,, come nell’esempio e definisco f,, := (fxk, ) * ¢n. Dalla proprieta del supporto della
1

convoluzione, essendo supp(yy) = B1(0) seguira che supp(f,) C {m sd(x, Ky) < } € Q, e inol-
" n

tre dalla proprieta di derivazione della convoluzione avremo f,, € C°(€2); poiché fxx,, 2 fin
n—-+0oo

L? per il Teorema di convergenza dominata e fxp, — fin LP per il Teorema di approssimazione
n—-+oo

per convoluzione, dalla disuguaglianza di Young otterremo:

1= fllp S N (Fxrn) % on = fxonllp + 1 % on = Fllp < 1fx5c, = fllp + 1 500 = fllp = 0.

n—-+oo
Poiché fxk, j f uniformemente quando f € Cp(£2), lo stesso argomento dimostra anche che
n—-+oo

in questo caso f,, — f uniformemente. O
n—-+00

Analizzeremo infine la struttura dello spazio duale di L”, come era stato fatto in precedenza con lo
spazio Cp(X).

Proposizione.
Se p,q sono esponenti coniugati con 1 < q < +o0o e g € LY, allora

Il —Sup{‘/fg‘ Nl = 1}.

Lo stesso risultato vale per ¢ = oo con misure o-finite.

Osservazione.
Dalla disuguaglianza di Holder deduciamo che

lglly > sup{\/fg\ Nl = 1},

dunque la proposizione equivale a dire che la disuguaglianza di Hélder € ottimale.

Esempio.
Il risultato potrebbe essere falso nel caso ¢ = 0o e p non o-finita: definiamo infatti p su X = {0,1}

p(@ =0,  po}) =1,  p({1}) =p{0,1}) = +oo.

Allora, g == xq13 € L™ con [|g|lc =1 ma /fgdu = 0 per ogni f € L* perché ogni f € L' deve
avere f(1) = 0.
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Dimostrazione della proposizione.
Grazie alla osservazione precedente, bastera dimostrare che

st0)i=sun {| [ 73] 11 =1} = ol

La disuguaglianza ¢ banale se g = 0; altrimenti, per ¢ < 400 prendiamo

1

(f lgl7)"~
/|f|p _Jlgler o [lgl*

Iglq 'segno(g) :

avremo

1

(Jlgle) e Tt

e dunque

0= [ 0= f 'g‘l_, ~ llgl,

Infine, se ¢ = oo, per ogni M < ||g||cc 'insieme {|g| 2 M} avra misura positiva e dunque, essendo
o-finito, sara unione numerabile di insiemi di misura finita e positiva; in particolare, conterra un

1
misurabile F con 0 < u(E) < 400, dunque scegliendo f = msegno(g)x E otterremo
i
)2 [ f9= o [ o= m
g) =2 9= " gl =
wE) g
e quindi, per V'arbitrarietad di M, S(g) > ||9lco O

Osservazione.

Dalla dimostrazione della proposizione deduciamo che, per ¢ < 400, l’estremo superiore € in realta
un massimo perché viene raggiunto dalla funzione f definita nella dimostrazione; se invece ¢ = 0o,
l’estremo superiore potrebbe non essere raggiunto, anche nel caso o-finito: prendendo infatti x € £
definita da x(k) =1 — 7 avremo |z]lco = 1 ma, comunque si scelgay € €1 con |ly|ih =1 e K € N

tale che y(K) # 0, varrd la disuguaglianza stretta

400 K +o00
dakyk) < D le®y®)+ > |ak)yk)|
k=1 k=1 k=K1
K +oo
< (1o %) St X )
k=1 k=K+1
K +oo
< D lwE+ DD vkl
1 k=K+1

I
=0

Teorema (del duale di LP).
Se p,q € (1,400) sono esponenti coniugati, allora per ogni L € (LP)* esiste un’unica g € L9 tale
che

Lf:/fg, vf e,

e questa corrispondenza preserva le norme, cioé:

l9lla = IEllooy- = sup{\ / fg] NFl = 1}.

Lo stesso risultato é vero se p =1 e lo spazio misura é o-finito.

Esempio.
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1. Nel casop =1 e u non o-finita ’enunciato del teorema é falso: prendendo, come nell’esempio
precedente, i su {0,1} che vale u({0}) = 1,u({1}) = 400, L' sard costituito da tutte le
funzioni nulle in 1, e dunque é 1-dimensionale, mentre L™ avrd tutte le f: {0,1} - R e
quindi é 2-dimensionale e non pud essere in corrispondenza biunivoca con il duale di L*.

2. Nel caso p = oo il teorema é falso anche per misure o-finite: ed esempio, il funzionale L € %
definito come Lx = klim x(k) per le successioni che ammettono limite ed esteso opportu-
—+0o0

—+o0

namente a tutto ls non puo essere del tipo Lx = Zx(k)y(k), se cosi fosse, prendendo
k=1

x=-e,:=(0,...,0,1,0,...) otterremmo 0 = y(k) e cioée y =0 ovvero L =0, che ¢é assurdo.
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Lezioni 71-72 del 20/12/2022

Lemma.
Siano p,q sono esponenti coniugati, i ¢é o-finita e g misurabile e tale che ¢g € L' per ogni ¢
semplice e nulla fuori da un insieme di misura finita e

M,(g) := Stlp{’/d)g‘ : ¢ semplice con ||@||p, = 1} < +o0;

allora g € LY e My(g) = ||9llq-

Dimostrazione.
Anzitutto, dalla Disuguaglianza di Holder deduciamo che My(g) < ||g||4 e dunque bastera dimostrare

la disuguaglianza opposta.
+oo

Nel caso ¢ < +oo scriviamo X = U FE,, come unione crescente di insieme di misura finita e

n=1
prendiamo, grazie al Teorema di approssimazione con funzioni semplici, una successione di funzioni

semplici {1, }129 tale che v, — ge ||  |g| q.0., definendo poi
n= n—-+oo n—00

1 -
On = —H|¢n|q 'segno(g)xm, :

(S, lrnlt)

poiché le funzioni segno sono semplici, lo sara anche ¢,,; come nella dimostrazione della proposizione
precedente, avremo ||¢y,||, = 1 e dunque, applicando il Teorema della convergenza monotona,

0> o> [l = ([ Wf =gl

Infine, nel caso ¢ = oo, se per assurdo fosse Mo (g) > [|gllco, allora U'insieme {|g| > My (g) + €}
avrebbe misura positiva per qualche € > 0, dunque scegliendo un suo sottoinsieme F con 0 <

w(E) < 4ooe ¢:=

segno(g)x g otterremmo |[p|ly =1 e

1
g>z/¢g—M/E|¢|2Mw(g>+a

Dimostrazione del Teorema del duale di LP.

n(E)

O

Passo 1 Se p & finita, ogni L € (LP)* & del tipo L¢ = /(bdl/ per ogni ¢ semplice, per qualche misura
con segno v:
Dato L, poniamo v(FE) := Lxg, che & ben definita e a valori reali perché, essendo p finita, le
fllIlZIOIll semplici sono in LP; inoltre, v & una misura con segno perché se gli {E, } 21 sono

+o0 —+o0
disgiunti allora la serie Z E,) converge in L a x (U En> in quanto
n=1 n=1
+00 p +o0
Ui zm ~[12 ] = X w0
n=N+1 n=N+1

e dunque, essendo L lineare e continuo,
+oo oo
Y <nL_J1 E") = (xyis m.) = (NL“EOO > Xk, ) = NE}EOO Z L(xe,) ; v(E,).

Avremo dunque Lyg = / xedv per ogni misurabile E e, grazie alla linearita di L e dell’in-

tegrale, L¢ = / ¢dv per ogni funzione semplice ¢.
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Passo 2

Passo 3

Passo 4

v = gu per qualche g € L? e ||L|(1r)- = [|gllq-
Anzitutto, v < p perché se u(E) = 0, allora xg = 0 in L” e dunque v(E) = 0; dunque, dal

Teorema di Radon-Nikodym, L(xg) = v(E) = / gdp per qualche g € L'(u) e, per linearita,
E
/ odv = / ogdp per tutte le ¢ semplici. Per definizione di norma del funzionale avremo

sup
llollp=1

/gbg‘ < ||L|l(zry- < +o00, dunque dal lemma precedente g € L e |gllq = || L||(z»)- e,

per la densita delle funzioni semplici in LP, avremo Lf = / fgdu anche per ogni f € L?.

Estensione al caso o-finito:
—+oo

Scriviamo X = U E,, come unione crescente di insiemi di misura finita: su ciascun F,, fissato

n=1
si puo applicare quanto appena visto alla restrizione di L alle funzioni nulle fuori F,,, dunque

se flge =0 allora Lf = / fgn per qualche g,; inoltre, vista 'unicita di g,, avremo g, = gm,
q.0. per m > n e quindi, a meno di ri-definirla su un insieme di misura nulla, si puo definire
g su X come g|g, = gm. Facciamo ora vedere che Lf = /fg per ogni f € LP: anzitutto,
usando il Teorema della convergenza monotona, [|g|lq = lim |[gnllq = Hm ||L][(zr(g, ) <

—+o0 n—+oo
| Ll (£ry+, e quindi g € L7 e ||g|lq = ||L||(r)+; inoltre, dal Teorema della convergenza dominata

[ e = 0] < U= Flblal 20 perta

—+o00

deduciamo fxg, — fin LP, dunque
n——4oo

continuita di L
f— 11m (fXEn)— un /nfg—/fg7

e infine otteniamo || L||(z»)- < [|gll¢, da cui 'uguaglianza, grazie alla disuguaglianza di Holder.

Estensione al caso generale per g < +o0:
Per ogni misurabile E C X o-finito esistera gg € LY(E), unica a meno di insiemi di misura

nulla, tale che Lf = /ng per ogni f € L? nulla fuori da E mentre, come prima, se F' e

o-finito e F' D E allora gr|g = gg e dunque |grllq > ||9ell4- Posto ora
M :=sup{|lgellq : Eo- finito} < [|L][(zr)~ < +o0,

—+oo
T M allora E := U E,, & o-finito e inoltre |||, > |9k,

n=1
se ora F' ¢ o-finito e F D E allora

/|gp|qqu:/|gE|q:/|gF|L/|gF\E|q,

dunque gm\ g = 0 q.0. e gr = gg q.0.. Presa poi f € L?, allora ' := EU {x : f(z) # 0}

se [lgs, ¢» dunque [[gp|| = M;

¢ o-finito, dunque Lf = /ng = /ng e quindi si puo scegliere ¢ = g per ogni f e la

dimostrazione ¢ conclusa.

O
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