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TUTORATO NUMERO 1 (26 SETTEMBRE 2008)
SUCCESSIONI DI FUNZIONI

1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di

funzioni:

a) fplz)=e"" sin(nz) oo 0 £
®) f 1 () fulz) = { lnzz sexiO
(b fn x) = ﬁX[—n,n] "

(x)

(z) 2
fn(l') = X(Q%] (g) fn(x) = ar(;t;n (n *’I)
@ = (h) fu(2) =/ et dt

(2)

(d .fn * n? —nx?2
x
(€) fulz) = 22+ n (i) fo(z) = sin (7na?) e’
t, z
2. Sia fp(x) = T w | Caleolare lim fo(x)e lim f)(x) stabilire se f,(z)
n n—o0 n—oo

/
e f} (z) convergono uniformemente e dire per quali z € Rsiha lim f, (z) = ( lim fn(x)) .
T n— oo n—oo

Ripetere ’esercizio per g,(z) = T
n2x

3. Calcolare:

s .
2 MSINxCcosT

(a) lim ——dz
n—oo [ n+ax
V2o e
LB, 2ra®
“+o0 2 —nx?
(c) lim L
n—oo J 1+ nx
+oo ;
(d) lim sin(ne) dx  (Suggerimento: integrare per parti)
n—oo [, n—+ax

4. Sia f, una successione di funzioni di classe C" tali che f,(0) & limitata.
Provare che se fT’l ha una sottosuccessione uniformemente convergente in
[—1,1], allora f, ha anch’essa una sottosuccessione uniformemente con-
vergente in [—1,1].
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TUTORATO NUMERO 2 (3 OTTOBRE 2008)
SERIE DI FUNZIONI, SERIE DI POTENZE

1. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di

funzioni:
= >, cos (n’z) e~na’ = (-1)"n®
a —ne d AN )
@ 3 .
(b) Z n® (e) Z e’ arctan(nz) (h) Z rlosn
n=1 n=0 n=1
2 2 sin(nz) = x e [T
@OXTET O g 0 [t

2. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e dis-
cuterne il comportamento sul bordo dell’intervallo di convergenza:

ChIE= o) 3o B © 3@+ (1)
n=1 n=1 n=0

3. Calcolare:

+oo

1 oo
cos(mnx) logn
———d d

@ [ g @[ St

3> . e too XL cos(na)e ™ N
(lo)/0 ;O( +1)z"d (d)/0 > ——d

ot n+1

oo

Z arctan(nx)

4. Provare che f(z) := 5 ¢ una funzione ben definita e continua
n

n=1
su tutto R e stabilire per quali z ¢ derivabile.

5. Dare un esempio, ove possibile, di una serie di funzioni che su tutto R
converga:

(a) Puntualmente e uniformemente ma non assolutamente né totalmente.
Puntualmente, uniformemente e totalmente ma non assolutamente.
Puntualmente e assolutamente ma non uniformemente né totalmente.
Puntualmente, assolutamente e totalmente ma non uniformemente.

Puntualmente ma non assolutamente né uniformemente né total-
mente.

(f) Puntualmente, assolutamente, uniformemente ma non totalmente.
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TUTORATO NUMERO 3 (10 OTTOBRE 2008)
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR, SERIE DI POTENZE

1. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e dis-
cuterne il comportamento sul bordo dell’intervallo di convergenza:

(a) Z (_1)n n’z" (e) Z sin (%) z" (i) Z (_1)" (23n + 3271) 2"
n=0 n=0 0
> 9n B S n . 0o .-
R 0XG) 0wy
= n! > p2n o0 NS 2
(C) —nxn (g) — (k) Z xn/ et dt
"go ‘ nz::l n?3 n=0 vn
n?4+n+1 = . © [ q
B e ogn, .n 1 =
(d)g n3+n? ¢ (b) nzz;)n z ()n; Zkz
2. Sviluppare in serie di Taylor nell’origine le seguenti funzioni:
(a) f(z) =log (1 — ;133) (¢) fla)= o1
__1 arctan (2°)
(b) f@) = 15 (@) fo) = =22

3. Calcolare la somma delle seguenti serie di potenze:

e 2rL+1 e

P 0 S

n=0 n=0

e 71 2n+1 e (_1)" $n+2
d _~ 7

Z:: 2n+1 192n+1 @) Z:(n+1)(n+2)

n=0

4. Esprimere i seguenti integrali come somma di una serie numerica:

1 1 .
(a) / e dz (b) / S
0 o
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TUTORATO NUMERO 4 (17 OTTOBRE 2008)
FUNZIONI ANALITICHE, VARIABILI COMPLESSE, SERIE DI FOURIER

1. Calcolare tutte le determinazioni dei seguenti numeri complessi:

a) log(— >, (3mi)"” o) (3i)V2
(1) log(—4) (C)log<z<3 >> () (30)

n!
n=1

(0) log (1+5i) (@) VT¥i o (15)"

2. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze com-
plesse e discuterne il comportamento sul bordo del disco di convergenza:

(@) > nlz" (© > ﬁ (e) ) cosh(in)z"
n=0 n=1 n=0

(b) S (cosn +isinn)z"(d) S %z" (1) 3 (arctann)" ="
n=0 n=0 : n=0

3. Sviluppare le seguenti funzioni in serie di Fourier:

(a) f(z)=sinzcosz (b) f(z)= > (c) f(z)=¢€"

=1 o & (=)t w2
Ded dal punto b ch — =— =——.
edurre dal punto b che nz::l 5= ° nzz:l — B

4. Utilizzando la somma della serie geometrica e le Formule di Eulero, provare

Nt 1—rcosz Nt rsinx
che E r" cos(nx) = e E r"sin(nx) =
— n=0

r2 —2rcosx + 1 r2 —2rcosx + 1

n=0
Vr e (0,1) Vz € R.

5. Siano f e g due funzioni analitiche sull’intervallo (a,b). Provare che se
f(z)g(x) =0Vzx € (a,b), allorao f(z) = 0Vax € (a,b) oppure g(z) = 0 Vx € (a,b).
Mostrare, con un controesempio, che cio puo non essere vero se f e g sono
solamente di classe C°.
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TUTORATO NUMERO 5 (24 OTTOBRE 2008)
LIMITI IN PIU VARIABILI, RIPASSO

1. Calcolare i seguenti limiti:

4 & 3

lim 2.’E i (@ . sin (x )
(z,y)—(0,0) T= + Y

sin (1:2 + y2)

a lim —_
(=) (@)l —+o0 T2 +y*
(b) 2%y + (2% + y?) cos (z* + y7)

(e) lim

22 4 92 (x,y)—(0,0) 22 4 92

sin (zy)

lim —=—==
(2,y)=(0,0) \/22 + 32

2. Studiare la continuita delle seguenti funzioni:

im
(z,y)—(0,0)
w2y

(c) lim ———
(2,y)—(0,0) 6 4 y*

(f

I2y2

o sl = o200
0 s = { 0200
© S = { 5 2 EUZ00
@ s = { FE )

3. Discutere al variare del parametro o > 0 la continuita della funzione
P se (2,y) # (0,0)

f(x,y) = { 82+y6

+oo
. Sia f(z) /0

se (z,y) = (0,0)

cos(nt)

Vi+x

dt; calcolare, effettuando un cambio di variabile

ed una integrazione per parti, lim f,(z) e stabilire se la convergenza &
n—oo

uniforme.

5. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e dis-
cuterne il comportamento sul bordo:

(b) >

n=0

oo n

() Y-

— (2n + 3n)

(2n)

! n
()2
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TUTORATO STRAORDINARIO (30 OTTOBRE 2008)
ESERCIZI TIPO ESONERO

1. Discutere la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di
funzioni:

n?ax?

(@) fu(z) = SR

(b) folz) = ze (I esonero - A.A. 06-07)

(Appello di Gennaio - A.A. 01-02)

2. Discutere la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie
di funzioni:
=~ (zsinn)"
(a) Z e (Recupero I esonero - A.A. 03-04)
n
n=1
o0

(sinx)"

(b)

- (Recupero I esonero - A.A. 03-04)

3
Il
-

3. Trovare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze reali e
determinare il comportamento sul bordo:

o0 1-”

(a) ;m (I esonero - A.A. 03—04)
= (2n— 1)1

(b) Z ¢ (I esonero - A.A. 03-04)

q
I
o

3

4. Trovare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze complesse
e determinare il comportamento sul bordo:

M8

(a) (2 —3m)" 2" (Appello B - A.A. 06-07)

3
Il
=)

WE

(b) (arccos e_")nz" (I esonero - A.A. 07-08)

I
—

n

1
22y 7 22

5. Discutere la continuita della funzione f(z,y, z) = { S4+y4+z2 se (2,9, 2) # (0,0,0) )

(Recupero I esonero - A.A. 06-07)
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TUTORATO NUMERO 6 (31 OTTOBRE 2008)
LIMITI IN PIU VARIABILI, RIPASSO

1. Calcolare i seguenti limiti:

IyQ

li _—
(I’y)lin(o’o) A/ .132 + y2
sin (2%)

lim _
(,y)—(0,0) 2 4+ y*

(a)

(b)

. mZyZ%
lim
(2,y,2)=(0,0,0) (2% 4+ 42 + 24) /22 + y2 + 22

2. Studiare la continuita delle seguenti funzioni:

()

(a) f(%y):{ R se (w,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
frear
(b) f(x,y)Z{W ey
eixy se r = Yy
SUEE L se (2,9,2) # (0,0,0)
— 4y +2z
(C) f(‘r’yVZ) { O Y se (.T,y,z):(07070)

3. Discutere al variare del parametro « > 0 la continuita della funzione
f($7y) — W se (Z’,y) # (070)
0 se (z,y) = (0,0)

4. Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di

funzioni:
_ b) fu(z) = cos® () sin(nz) o £ ()
a fn Tr)=—7% ( n = nx
( ) ( ) n2 (C) fn(x) 1 se r = 0
5. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di
funzioni:
9] (xn)n 0 [eS) 332 _1 logn
a P — b cos™ x -
();x"-i-n" (); (C)nz::l z2+1
X _n
6. Determinare tutti i numeri complessi z € C tali che Z — =i
n

n=0
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TUTORATO STRAORDINARIO 2 (6 NOVEMBRE 2008)
ESERCIZI TIPO ESONERO

1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme di f,, () = (sinz)>" sullintervallo
[—7, 7] e sui suoi sottointervalli.  (Appello di Gennaio - A.A. 01-02)

2. Trovare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e deter-
minare il comportamento sul bordo:

o0 n

(a) ;m (I esonero - A.A. 03-04)

o0 n

x
—_— 1 - ALA.05-
(b) 7;) - (I esonero 03-04)

PoL
n!

o]
3. Determinare tutti i numeri complessi z € C tali che Z

(Recupero I esonero - A.A. 03-04)

. sin (z2y3 .
4. Sia f(z,y) = :c2(+y6) Calcolare . 41_1&‘511_}0]”(:13 ,Y) e a:2+1?14r2n_>OO f(z,y).

(I esonero - A.A. 06-07)

5. Discutere la continuita delle seguenti funzioni:

2 1
r3y3
(a) flz,y) =1 Va2+y? 5 (x y) 7 (0,0) (II esonero - A.A. 03-04)
0 (z,y) = (0,0)
x yz«i .
(b T,Y,2 (x4+y +24) /22ty 422 se (:z:,%Z) # (0,0,0) (I[ oo
se ('r7y72 = (07070

onero - A.A. 06 07)
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TUTORATO NUMERO 7 (7 NOVEMBRE 2008)
LIMITI IN PIU VARIABILI, RIPASSO

1. Studiare la continuita delle seguenti funzioni:

(a) f(a:,y)_{ Py g E:E,y);é((),o)

arctan(ai Yy )
b _ vy € (I7y) 7£ ( ’0)
) fa,9) { 0 7" ey - 0.0
B M se (z,y) # (0,0)
(c) flz,y) = { 0 oy se (z,y) = (0,0)
_ 2ty
@ fy) { Framenn(T) 270
L sex =0
B fi‘\/ﬂ se (2,9, 2) # (0,0,0)
(e) f(l',y,z) - { 6 Ty se (gc,y,z) = (05070)
2. Provare che f(x Z n2 / e~""dt & ben definita ¥z € R e stabilire

n=1
per quali x e continua e per quali ¢ derivabile.

3. Discutere, al variare del parametro reale a, la convergenza puntuale, uni—

+oo 0
sin (n“z sin (n®x)
forme e totale della serie g 1J(r 5 )2 provare che / g | s+ 2
n

e che / Z |s11n+nn29;2 dr < +oo & a <0

4. Sia f € C(R™,R) tale che f(z) >0Vz e R" e | 1”1m f(z) =0. Provare
Z||—0o0
che f ha almeno un punto di massimo assoluto. Mostrare infine che la

. _ .4
sin (e “/’)

1+ 22 4+ y2 + arctan (1 + y9)
este e calcolare il suo massimo.

verifica le ipotesi richi-

funzione f(x,y) =

————dr < +ooVaeR
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TUTORATO NUMERO 8 (21 NOVEMBRE 2008)
DERIVAZIONE IN PIU VARIABILI

1. Studiare l'esistenza di derivate parziali e direzionali e la differenziabilita
delle seguenti funzioni:

(8) f(zy) = { Vo @0 70,0
0 se (z,y) = (0,0)
[ e w £(00)
(b) f(x,y)—{ 0" s (z,y) = (0,0)
log(1+x +y )
- — g se (z,y) # (0,0)
() f( y) { 1 * se (m,y)=(070)
z Yy zG S€ (.l?,y,Z) 75 (07070)
(d) flz,y,2 { T se (z,y,2) = (0,0,0)
(e) f Vieyl
2 1
(1) f(o,y) = { wisinlz) vl

2. Stabilire se le seguenti funzioni possono essere estese a funzioni di classe
C* su tutto R2.

$y4

28 + y?

$2y2

(a) flz,y) = 1y

(b) flz,y) =

3. Discutere al variare del parametro a > 0 'esistenza di derivate parziali e

’1'21

direzionali e la differenziabilita nell’origine della funzione f(z,y) = {

4. Esibire un esempio di funzione f : R? — R che nell’origine sia:

(a)

Continua, derivabile in ogni direzione ma non parzialmente deriv-

abile.

Continua, parzialmente derivabile ma derivabile non in tutte le di-
rezioni.

Continua ma non parzialmente derivabile e derivabile non in tutte le
direzioni.

Parzialmente derivabile, derivabile in ogni direzione ma discontinua.
Parzialmente derivabile ma discontinua e derivabile non in tutte le
direzioni.

Derivabile in ogni direzione ma discontinua e non parzialmente deriv-
abile.

y
(z®4y*)*
0
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TUTORATO NUMERO 9 (28 NOVEMBRE 2008)
MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI, FORMULA DI TAYLOR

1. Determinare i punti stazionari delle seguenti funzioni e stabilire quali di
essi sono di massimo e quali di minimo locale:

(a) f(z,y) =a®+y* — 2%y

(b) f(z,y) =2y + 2y® — ay — 2%y
z? 22/3 2 2 2 2
(¢) flz,y) = 3 T g ~ 4Ty 22y + 2zy — 2y
(d) f(z,y) = (@ +y) (y+1)°
(€) f(z,y) = a* + eyt
(f) f(z,y) =2 —2°cosy
(8) f(z,y,2) =2 +y* + 22 — 2%y +2*
(h) f(z,y,2) = cos(xyz)

2. Determinare I’estremo superiore e inferiore su tutto R? delle seguenti fun-
zioni e stabilire se si tratta di massimi e/o di minimi.

(a) f(x,y) :$4_x2+y2 (b) f(w,y) = 3}2+21‘1+y4+3

3. Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine nell’origine delle
seguenti funzioni:

(a) f(z,y) = coswsiny (b) f(z,y) =log (1 +z +y?)
./l’ys
4. Provare che la funzione f(z,y) =< =*+v? se (z,) # (0,0) e di classe
0 se (z,y) = (0,0)

C"' su tutto R? ma non & di classe C2.

5. Discutere la continuita, l'esistenza di derivate parziali e direzionali e la

?y®
differenziabilita della funzione f(z,y) = 4 =7ot 5 (@9) #(0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
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TUTORATO NUMERO 10 (5 DICEMBRE 2008)
INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO, MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

COoS T

1. Calcolare la derivata della funzione f(z) = / tan (%) dt.

:l?j

2. Calcolare la derivata della funzione f(z) = / e gt

x2

1
3. Determinare i punti critici della funzione f(z,y) = / e_(w2+y2)t2dt, speci-

0
ficando quali di essi sono punti di massimo locale e quali di minimo locale.
+o0 5
4. Sia f(t) = / e~ % sin(tx)dz. Provare che:
0

(a) feCR)

(a) Determinare I'insieme di definizione di f
(b) Provare che f & di classe C' e calcolarne la derivata

(¢) Trovare un’altra espressione per f in cui non compaiono integrali

6. Determinare il massimo e il minimo della funzione f sull’insieme A:
(a) fla,y) =z —y, A={(zx,y) € R* 2’ +y* =2}

1
(b) f(xay):va:{(l'vy) €R2,y—x220,0§x§2}

() flz,y) =2 -3z +y* A={(z,y) € R? 42” +y* <9}
(d) f(z,y,2) =ay’2®, A={(2,y,2) ER*, 2 >0,y >0,2> 0,2 +y+2z=1}

7. Determinare i punti dell’ellissoide 222 — 4z + y? + 2% + 1 = 0 che distano
meno dall’origine.
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TUTORATO NUMERO 11 (12 DICEMBRE 2008)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

(2) { jg)“j?, (d) { i(g)x:osm () { i(g)x:et;
(®) { ot © { o ) { I
T = -2z
(c) { i@tii W { j(?)ix; v iﬁgi )
2. Provare che il problema di Cauchy{ i@'ﬁ'% ammette un’unica soluzione

< «a > 1, e determinare tale soluzione esplicitamente. Mostrare inoltre che
per « € (0, 1) esistono infinite soluzioni.

y2

3. Determinare il massimo e il minimo della funzione f(z,y) = / et dt
2

sull'insieme A = {(z,y) € R*,2* +y* = 1}.

4. Determinare il massimo e il minimo della funzione f(x,y,2) =2+ y+ 2
sull’insieme A = {(z,y, 2) eR3 22+ y% + 22 < 1}.

5. Sia X = (C([0,1],R), || - ||ec). Provare che la mappa T : X — X definita
1
come (T'f)(z) = / ye_xzyzf(y)dy & una contrazione.
0



Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di Analisi 2

A.A. 2008-2009 - Docente: Prof. G. Mancini
Tutori: Gabriele Mancini e Luca Battaglia

TUTORATO NUMERO 12 (16 DICEMBRE 2008)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, RIPASSO

1. Trovare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

T —x=0 T+ 4x = sint
£(0) =2 (c) { #(0)=—2
V) = ¥ —3i+3i—x=¢t
B 4242 =0 #0)=1
@ (0) = ()N a0) =3
(b) :cgg; = 1 z(0) = 2
z(0)=1

3. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale # —zx = e~ tali
che z(0) =0= lm x(¢).
t—+o0

4. Determinare i punti di equilibrio dei seguenti problemi di Cauchy, dis-
cuterne al variare del dato iniziale xg 'unicita locale e globale e, in caso
di unicita, determinare 'intervallo massimale di esistenza:

i=e s (z° — x)log|z| sex#0
(a) { 2(0) = o (b) (;){ 0 sex =0
€T =X

5. Studiare la continuita, l’esistenza di derivate parziali e direzionali e la dif-

22yz
ferenziabilita della funzione f(x,y,z) = ¢ =*+y*+z* se (z,y,2) #(0,0,0) .
0 se (z,y,z) = (0,0,0)

6. Determinare i punti stazionari della funzione f(z,y) = 32° — 52° + 22 e
stabilire quali di essi sono di massimo e quali di minimo locale.
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TUTORATO NUMERO 1 (25 SETTEMBRE 2009)
LIMITI E CONTINUITA IN PTU VARIABILI

1. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

(a) lim
(z,)=(0,0) /22 4 2
2
(b)  lim
(z,9)—(0,0) T* + ¥y
3

lim 2 Y
(z.9)—(0,0) 6 4 2

(@ lim 1 —cos+/22 + 12

(2,9)—(0,0) x2 4 92

()

2. Discutere la continuita delle seguenti funzioni:

_ Y se (a,y) £ (0,0)
) = { 0" se )= 0.0)
sin(xay)

(b) f(z,y) = { W se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
e = 4 T se (2,y) #(0,0)
(C) f( ay)—{0+y se(:c,y)Z(O,O)

x4y 2 r—y S|
3. Dimostrare che V z,y, € R™ si ha H + 5 = 5(||:C||2 + lyl1?)

4. Provare che una funzione f: R™ — R™ & continua se e solo se f~*(A) ¢
aperto in R™ per ogni aperto A di R™.
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TUTORATO NUMERO 2 (2 OTTOBRE 2009)
LIMITI E CONTINUITA IN PTU VARIABILI

1. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

xt sin(zyz)

a lim e — C lim _—
) (2,9)—(0,0) (22 + yQ)2 (c) (,9,2)—(0,0,0) 2 + y* + 22
sin(z + y) d lim 2 + /2% + y? cos (z — y)

b) i =
®) lEslisoo @+ g2 @) (,9)=(0,0) Va?+y?

2. Discutere la continuita delle seguenti funzioni:

(a) f(x,y)={ 3;7;—41 se (,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
arctan(r2y3)
o) =4 Tz S€ (z,y) # (0,0)
(b) f(@,9) { 0 ’ se (z,y) = (0,0)

IQ z
(C) f(x’y)Z) — { (I4+y2+22)\y/z2+y4+22 se ('r?yﬂz) # (07070)
0

wy3 10g(m2+y4)

(d) f(x,y):{ e (@) #(0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
J2 et dt
© flay) = 5 sewty
e’y sex =1y
3. Discutere, al variare dei parametri aq,...,a,,3 > 0, la continuita della
@ O
flmzione f(mla e ,I‘n) == %

(22 +...+22)

4. Sia f € C(R",R) una funzione tale che lim f(z)= L con —oo < L < 0.

llzl|—o0

(a) Provare che f ha un massimo o un minimo.
(b) Provare che f & uniformemente continua.
eCOS(ES)

5. Sia f(z,y) =
f(@.) 2 + 22 4+ y? 4 arctan (24 + y*)
simo ma non un minimo e calcolare %f fe max f.

. Provare che f ha un mas-
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TUTORATO NUMERO 3 (9 OTTOBRE 2009)
DERIVAZIONE IN PTU VARIABILI

1. Studiare l'esistenza di derivate parziali e direzionali e la differenziabilita
delle seguenti funzioni:

osn-{ e 2l
(Mﬂmw{mgﬁw o
@)ﬂ@w={§§m%“”0 - 00
(@) J(r.y) = { sl ol o0
@fm%@—{ﬁﬁi4igﬁ2i$&$

2. Stabilire se le seguenti funzioni possono essere estese a funzioni di classe
C* su tutto R2.

$4y

x2 43S

$2y2

() few) = 37

(b) flx,y) =

3. Siano f(z,y) = 22’ ev(t) = (cost,t). Verificare che %f(y(t)) = (Vf(v(1)),5())

4. Esibire un esempio di funzione f : R? — R che nell’origine sia:
(a) Continua, derivabile in ogni direzione ma non parzialmente deriv-
abile.

(b) Continua, parzialmente derivabile ma derivabile non in tutte le di-
rezioni.

(¢) Continua ma non parzialmente derivabile e derivabile non in tutte le
direzioni.

(d) Parzialmente derivabile, derivabile in ogni direzione ma discontinua.

(e) Parzialmente derivabile ma discontinua e derivabile non in tutte le
direzioni.

(f) Derivabile in ogni direzione ma discontinua e non parzialmente deriv-
abile.
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TUTORATO NUMERO 4 (16 OTTOBRE 2009)
MASSIMI E MINIMI IN PTU VARIABILI

1. Determinare i punti stazionari delle seguenti funzioni e stabilire quali di
essi sono di massimo e quali di minimo locale:

2. Determinare I’estremo superiore e inferiore su tutto R? delle seguenti fun-
zioni e stabilire se si tratta di massimi e/o di minimi.

1

z, :I4—2$2 2 - -
(a) f(z.y) +y 0) frv) = s

3. Discutere la continuita, la differenziabilita e I’esistenza di derivate parziali
e differenziali delle seguenti funzioni:

(a) f(z,y) ={ izié’z se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

2 se (z,y,2) # (0,0)
b Y, %) = Vertateat
(b) f(z,y,2) { 0 se ($7yaz) = (070)

4. Provare, usando il lemma di Schwartz, che la funzione f(z,y) = { 6’2+y4

& di classe C' su tutto R? ma non & di classe C2.

5. Provare, usando la regola di derivazione per funzioni composte, che

Vf< of sinfof . oaercosﬁaf) vf e Ol (RY)

g=L " ~J
cos ap ; (‘36’Sm ap 0
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TUTORATO NUMERO 5 (23 OTTOBRE 2009)
MASSIMI E MINIMI, FORMULA DI TAYLOR, INTEGRALI CON PARAMETRO

1. Determinare i punti stazionari delle seguenti funzioni e stabilire quali di
essi sono di massimo e quali di minimo locale:

(a) f(z,y) =a"+y* —22% — 2y° — 227>
(b) flz,y) = (z+y)*(y—2)
(c) f(z,y,2) =2 +y° +2° —2°y°

(@ flag) = [ el

0

2. Determinare il massimo e il minimo valore della funzione f(z,y) = (z* — 1)2 — 92
sull’insieme A = {(:U,y) eER?: 22 -1<y<1- CCQ}.

3. Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine nell’origine delle
seguenti funzioni:

(a) fla,y)=e" " (b) f(z,y) = arctan(z +y)

4. Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

‘oo —tzx _ _—=x
5. Sia f(t) :/ € "
0

(a) Determinare I'insieme di definizione di f.
(b) Provare che f & di classe C' e calcolarne la derivata.

(¢) Trovare un’altra espressione per f in cui non compaiono integrali.
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TUTORATO NUMERO 6 (30 OTTOBRE 2009)
SERIE DI POTENZE, RIPASSO

1. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti di potenze e discuterne
il comportamento sul bordo dell’intervallo di convergenza:

N " e "
(b) n:1(*1) T (h) ;3n+4n
(© Y —a" (i) Y e
n=1 n=1
(@ Y e () > (cos(e7) = 1)a"
n=1 n=1
2\ /cosn\" " 2, pilogn
<e>;(n)x ® 3=
o n 00 vn )
() sin (o x™ ) x”/ e dt
> (s () S f
(203
2. Sia f(z,y) = M Calcolare, se esistono, lim  f(z,y)e lim  f(x,y).

2+ yG z2+41y2—0 224y2—00
3. Discutere la continuita, la differenziabilita e ’esistenza di derivate parziali

.’L'2'l gZ
e direzionali della funzione f(z,y, z) = m4+;4+z2 se (z,y,2) # (0,0,0) .
0 se (z,y,2) = (0,0,0)

4. Determinare i punti stazionari della funzione f(z,y) = (:102 — y2)2 (y — x2),
specificando quali di essi sono di massimo e quali di minimo locale.

5. Discutere la convergenza puntuale e uniforme della successioni di funzioni

- 14 n2z2’
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TUTORATO NUMERO 7 (13 NOVEMBRE 2009)
SUCCESSIONI DI FUNZIONI, SERIE DI FUNZIONI

1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di

funzioni:

1 sin(nz) - go 4 £ 0
(2) falz) = nx? 4+ 1 (d) fulw) = { 1 " sex =0
(0) Ja0) = X © fnfe) = o’
(c) fulz) = ﬁ (f) falz)= m

2. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di
funzioni:

oo

o0
) e © 2

> arctan(nz) Lo ntloz(los
> (@) 3 st
n=1 n=1

3. Calcolare:

2

1 _ oz
) e n sin? (mnx)
(@) Jim [ e / Z Zin
+o00 2 —nax? Foo logn

. nr‘e
) fim J A / me

4. Sia fp(z) = ze 2" Calcolare lim fn(x) e lim f)(z), stabilire se f, e
n—00 n—oo
!/
7, convergono uniformemente e dire per quali € Rsi ha lim f (z) = ( lim fn(x)) .
n—oo

n— oo

5. Provare che f(x Z f ¢ ben definita e continua su tutto R e

n= 1
stabilire per quali z e derlvablle.
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TUTORATO NUMERO 8 (20 NOVEMBRE 2009)
SERIE DI POTENZE, SERIE DI TAYLOR, SERIE COMPLESSE

1. Sviluppare in serie di Taylor nell’origine le seguenti funzioni:

(a) f(z)= 3321? (b) f(z) = ﬁ (c) f(z)=acosh (z?)

2. Calcolare la somma delle seguenti serie di potenze:
0 " o
a s b 2n+1
W% Yo
n=1 n=0
3. Calcolare tutte le determinazioni dei seguenti numeri complessi:

(a) log(—3) log (\/5 n zd) log (i i )d) i
(b) (c) n!

n=0

4. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e dis-
cuterne il comportamento sul bordo del disco di convergenza:

" (b) (c)
(@) 2 5 2 (i — 1) x
n=1 Zl G-1" = ) 2" Zl sin(in)z"

5. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie di

funzioni:
> 2 b ° arctan (%) > 1yoro g
(a);nx‘*—i—rﬁ ()nz::l n () ;(—)nx

6. Calcolare:

1 oo
» ne® arctan(nx) oo e~
li _— b d
@ Jm [T ) [ 2 ™

7. Dare un esempio, ove possibile, di una serie di funzioni che su tutto R
converga:

(a) Puntualmente e uniformemente ma non assolutamente né totalmente.

(b) Puntualmente, uniformemente e totalmente ma non assolutamente.



(¢) Puntualmente e assolutamente ma non uniformemente né totalmente.
(d) Puntualmente, assolutamente e totalmente ma non uniformemente.

(e) Puntualmente ma non assolutamente né uniformemente né total-
mente.

(f) Puntualmente, assolutamente, uniformemente ma non totalmente.
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TUTORATO NUMERO 9 (27 NOVEMBRE 2009)
NUMERI COMPLESSI, SPAZI METRICI, CONTRAZIONI

1. Calcolare tutte le determinazioni dei seguenti numeri complessi:

(a) log(2i —2) (b) 13 (c) i

2. Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze e dis-
cuterne il comportamento sul bordo del disco di convergenza:

Bl

= n.,n = Zn = N\ _n
n=1 n=1 n=1
3. Calcolare:
+0 pe=ne’ cos(na) = (1+2)"

(a) lim dx (b) lim

2 2 z
n—o0 Jg V1+sin®z n—=o0 Jg er +1

4. Sia X = C*([~1,1]) lo spazio delle funzioni di classe C":

(a) Provare che ||f]| := sup |f(z)| & una norma su X.
z€[—1,1]

(b) Provare che T : X — R definita come T'(f) = f(0) & un’applicazione

lineare.
t
(c) Siano f, = arctan(nz) € X: mostrare che || f,|| "= 0ma |T(f,)| "=~ T(0) = 0.
n
Dedurne che in generale non tutte le applicazioni lineari sono con-
tinue.

5. Sia X lo spazio delle successioni reali:
(a) Provare che Vo € X,p > 1sihache ||z|o < ||z||p, dedurne che 7 C £ Vp > 1.
(b) Provare che I'inclusione precedente & stretta, ovvero trovare x € £°°\ U £P.
p>1

(c) Provare che Yz € X,p > ¢ > 1 si ha che ||z||, < ||z||, e dedurne che

1 CPNp>q>1.
(d) Provare che I'inclusione precedente ¢ stretta, cioe fissato ¢ > 1 trovare

x € X tale che z € ﬂ IZAVAR

p>q

(e) Sia co = {x € 1|z, "= 0}. Provare che 7 C ¢y Vp > 1 e che tale

inclusione & stretta, ovvero trovare x € X tale che = € ¢g\ U .
p>1



6. Sia X = C([0,1],R) lo spazio delle funzioni continue dotato della norma

1
| - [|oo- Provare che ® : X — X definita come ®(f)(z) = / ye Y f(y)dy
0

¢ una contrazione in X.
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TUTORATO NUMERO 10 (4 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, CONTRAZIONI

1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

T =7 i =t22? T =x — arctant +
(2) { 2(0) = 2 (d) { 2(0) = 3 () { 2(0) =1
i = 2? T = zsin in t+ =t
(b) { i(a) : 3’4 (e) { £(0) :SO t+sint (h) { :c(l) zl
T=x+t & =cosx (i) J;(a)le
(c) { 2(0) = 1 ®) { 2(0) =0 2(0) =0

2. Trovare l'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali, discu-
tendo ’eventuale parametro:

(a) © —x=0
(b) & +63 + 9z = 0
() 2 —d—ai4+ar=0

3. Risolvere le seguenti equazioni differenziali:

T—2x+b5x=0 z+&=0 T -28+2=0
(a) z(0)=5 (b) Z(0) =2 z (0) =
z(0)=1 z(0) =2 (c) Z(0)=0
z(0)=0 z(0) =0
z(0)=0
. . & =|z|* . .
4. Provare che il problema di Cauchy { 2(0) = 0 ha un’unica soluzione

< « > 1, e determinare esplicitamente tale soluzione; per « € (0, 1) esibire
almeno tre soluzioni distinte.

5. Sia X = C([0,1],R) lo spazio delle funzioni continue dotato della norma

1
| - ||oo- Provare che ® : X — X definita come ®(f)(x) = / (xy)” f(y)dy
0

¢ una contrazione in X Vo > 0.

_1
t2+1
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TUTORATO NUMERO 11 (11 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, RIPASSO

1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

i = et =2 +tlogt
&) { 2(0) =0 (c) { 2(1) = -1
. x4t Co s ) .
(b) r=e arctan x (d) T = sinx cosxsin“ tcost
z(0) =0 z(0)=1

2. Risolvere le seguenti equazioni differenziali:

i—di—6x=0 P -3i4+3i—z=0
(a) ¢ #(0)=1 © #(0) =2
2(0) =2 i(0) =1
z(0) =2
T +8x =0
i — 6%+ 10z =0 @ i(0) =2v/3
(b) § #(0)=-1 #(0) = V3
z(0)=1 z(0) =3

3. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale 7 —x = 0 tali
che (0) =0=lim x(¢).
t—+oo

T4+ar=0
4. Dire per quali @ € R il problema ¢ z(0) =0 ammette soluzioni non
z(1)=0
banali, e per tali a determinare queste soluzioni.
&=yl +y)"
5. Risolvere il problema di Cauchy y = (@ +y)
z(0) =1
y(0) =0
(Suggerimento: si consideri il cambio di variabile { zu_:;jyy )

6. Calcolare:

Foo 20 ena oo & e ™ sin(nx)
(a)/o §n+1dx (b)/o 7;7”“ do
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TUTORATO NUMERO 12 (18 DICEMBRE 2009)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. Trovare 'integrale generale delle seguenti equazioni differenziali:

(a) &+az=e¢

(b) & —2& — 4z = 1
(c)
)

T4i—d—x=c¢€t

(d) @ +2&+ x =tsint
2. Risolvere le seguenti equazioni differenziali:
# + 3z = cos(3t) i+ 6%+ 9r = e3¢ T —6% + 112 — 62 = 6et
(a) z(0)=0 (b) z(0) =2 () Z(0) = 30
z(0) =1 z(0) =0 #(0) = 10
z(0) =4

3. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy al variare del dato iniziale xg,
determinando l'intervallo massimale di esistenza delle soluzioni:

.| zloglz| sex#0 P=a%—x
x_{O sex =0 (b) z(0) = g
z(0) = xo

(a)

4. Determinare i punti di equilibrio dei seguenti problemi di Cauchy e dire
per quali dati iniziali zg la soluzione e definita V¢ € R:

a @ = |z| arctan(e®) s ¥sin (1) sex#0
(a) {x(O)Zwo (b) (;){0 sex =0

5. Si consideri il sistema gradiente (&,¢) = —VF(z,y), con F € C* (R* R)
inferiormente limitata.

(a) Provare che ti}gloo IVF(x(t),y(£)| = 0.

ao = —2x — 2 . L
(b) Trovare F' tale che il sistema { 5 . 72§ B 43 puo essere scritto in

questa forma.
(¢) Mostrare che in questo caso (z(t), y(t)) "5 (0,0) per qualsiasi dato
iniziale.
3'3:4y(a:2+y2—2)
y=—da (22 +y* - 2)
minare i punti di equilibrio, trovare una costante del moto e disegnare le
traiettorie.

6. Dato il sistema di equazioni differenziali { deter-
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TUTORATO NUMERO 1 (28 SETTEMBRE 2010)
LIMITI E CONTINUITA IN PIU VARIABILI

1. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

I2y I4y
a i —_. c lim
@) ()5 (0.0) 72 + 112 © (@) —(0,0) & + 2

x2y2 e2z +2y° _q
b li — 7 d li A —
() (@) 2(0,0) 7% + 3/ @ (@) (00) 22 + 32

2. Discutere la continuita delle seguenti funzioni:

Vzy?|
a xT = 24yt se (x’y) 75 (070) .
(a) f(z,y) { o (o) = (0.0)

arctan(sy) o
(b) fla,y) =4 Vot (z,y) # (0,0)
0 se (x,y) = (0,0

3. Mostrare che Vz,y € R" tali che (z,y) = 0 si ha ||z + y||2 = |lz|I* + ||ylI?.
(Teorema di Pitagora)

1 q
5. (a) Mostrare cheVz,y > 0ep,q > 1tahchef—|—f =1lsihazy < ——i—y—
q p q

2
| Ll P

4. Mostrare che Vz,y € R" si ha 5

(Regola del parallelogramma)

(Disuguaglianza di Young)

1 1
(b) Mostrare che Vp,q > 1 tali che » + i 1, {an} €4, e {by} €4, si

1

ha Z Janbn]| < (Z |an|p> p (i |bn|q) ;
n=0 n=0

(Dlsuguaghanza di Holder)

3 =

(c) Mostrare cheVp > 1e{an},{bn} € £, siha <Z lan + bn|1’> < (Z |anp>
n=0

n=0
(Disuguaglianza di Minkowski)

D=

1

(S
n=0



P
(Suggerimenti: per la (a) trovare il massimo della funzione f(x) = xy — x—,

[ - |bra|
- TEeY=-—o T
(X pn—o lan|P)? (Do [bn]?)®
sommare, per la (c), nel casop > 1 scrivere |a, + by|P = |a, + by ||an + by [P~
e applicare prima la disuguaglianza triangolare e poi la (b).)

per la (b) applicare la (a) con x = e
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TUTORATO NUMERO 2 (29 SETTEMBRE 2010)
LIMITI E CONTINUITA IN PTU VARIABILI

1. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti:

4 .
a) lim y72 (c) lim M
(2,9)=(0,0) (z2 + y2) (2,9)—(0,0) 4 + 32
b)  lm o2 ") )  lim
(z,9) |00 4 + 12 (,y,2)—(0,0,0) 4 + y4 + 22

2. Discutere la continuita delle seguenti funzioni:

wfmm:{ﬂﬁ’w%m¢mm

3
0 g =] T s @) # 0.0
’ 0 se (z,y) = (0,0)
© f(r.y.2 ?‘;‘;2%22 se (z,y,2) # (0,0,0)
(x,y,2) = (0,0,0)
fre P
(@) fly) =] “ye o STFY
e~ " sex =1y
3. Discutere, al variare dei parametri ay,...,a,, 5 > 0, la continuita della
[ D 2%
funzione f(xla---a-xn) — (I§+..A+z%)ff se (‘le...,ifn) 7& (0770) '
0 se (z1,...,2,) =(0,...,0)

4. Provare che una funzione f:R™ — R™ & continua se e solo se f~*(A) ¢
aperto in R™ per ogni aperto A di R™.

cos T
(&

5. Sia f(z,y) =
f(@y) 1+ 22 + y2 + sin®(zy)
non un minimo e calcolare inzf fe max I
R R

. Provare che f ha un massimo ma
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TUTORATO NUMERO 3 (12 OTTOBRE 2010)
DERIVAZIONE IN PIU VARIABILI

1. Studiare l'esistenza di derivate parziali e direzionali e la differenziabilita
delle seguenti funzioni:
“L—  se (z,y) # (0,0)

a xz, = \/TiyZ
()f( y) {0 i se(x,y):(oao)

(b) f(ac,y)—{ % se (z,y) # (0,0)
1 =

(€) fla,y) = Vad +y>

o) = 4 Tysin(gzpr)  se (2,y) #(0,0)
(d) f(z,y) {0 (+ ) B A

_ % se (z,y,2) # (0,0,0)
(e) f(xasz){ 0 u se (;E’y,Z):(O,O»O) .

2. Stabilire se le seguenti funzioni possono essere estese a funzioni di classe
C* su tutto R2.

x3y2
.’L‘6 + y2

x3y3
1‘4 + y4

(a) fz,y) = (b) flx,y) =

3. Sia X lo spazio delle successioni reali. Provare che Ve € X,1 <p<¢g< o0
si ha ||z||q < ||z||p; dedurne che ¢F C ¢7V1 <p < g < 0.

(Suggerimento: considerare prima il caso ¢ = 00, poi per ¢ < +00 mostrare
che [lz[[§ < ll=|[3)

1 sen=k

4. Sia {x, }nen una successione di successioni definita come z,, (k) = { 0 senshk

(a) Provare che z,, € F V1 < p < c0.

(b) Provare che z, € una successione limitata in ¢% V1 < p < oo, cioe
sup ||zn ||, < +00 V1 < p < 0.
neN

(¢) Provare che z, non ha sottosuccessioni convergenti in ¢ per alcun
1<p<oo

(Suggerimento: per ultimo punto, mostrare che x,, non ha sottosucces-
sioni di Cauchy.)

llzl| oo

5. Sia f € C(R",R) tale che f(x) ~— 0. Provare che f ha un massimo
oppure un minimo.
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TUTORATO NUMERO 4 (19 OTTOBRE 2010)
DERIVAZIONE IN PTU VARIABILI

1. Discutere la continuita, ’esistenza di derivate parziali e direzionali e la
differenziabilita delle seguenti funzioni:

log(l m2y2)
<wﬂaw={oﬂlz se (@.9) 7 (0.0)

se (z,y) = (0,0)
o sen={ F TEDLOD
© S = { §FVV O el £ 00
2. Usando il lemma di Schwartz, provare che la funzione f(z, y) { gﬁgf 22 gz;

& di classe C' su tutto R? ma non & di classe C2.

3. Sia f € C(R™,R) tale che f(x) 12150, Provare che f & uniformemente
continua.
9(0)=0
4. Sia f € C' (R*,R) e g € C'(R,R) tale che ¢ [f(t,9(t)) =0VteR
95(0,0) # 0
By( ’
52(0,0)
Usando la regola di derivazione per funzioni composte, mostrare che ¢'(0) = — afc 0.0)
6731 )

5. Esibire un esempio di funzione f : R — R che nell’origine sia:

a) Continua ma senza derivate parziali.

(¢

(d) Differenziabile ma non di classe C*.

(a)

(b) Parzialmente derivabile ma discontinua.
) Continua e dotata di derivate parziali ma non differenziabile.
)
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TUTORATO NUMERO 5 (29 OTTOBRE 2010)
MASSIMI E MINIMI IN PTU VARIABILI

1. Trovare i punti stazionari delle seguenti funzioni e stabilire se si tratta di
massimi o di minimi locali:

(a) flz,y) = (2> —1) (y* - 1) (d) f(z,y) =ax(z—y)*

(b) flz,y) =2t — 423 + 422 4+ y* — 22
(c) flzy)=y* —y’cosz (e) f(x,y,2) = sin®(zyz)

—~

2. Determinare ’estremo superiore e inferiore delle seguenti funzioni, specif-
icando se si tratta di massimo o di minimo locale:

(a) flz,y) =" 32" +y° (b) f(z,y) = %yyz“

3. Determinare il massimo e il minimo della funzione f(z,y) = zy (1 —z? - y2)
sull'insieme A = {(z,y) ER* : 2 > 0,y > 0,2° +y* < 1}

4. Determinare lo sviluppo di Taylor al secondo ordine nell’origine delle
seguenti funzioni:

() flz,y) =@ e (b) f(z,y) = tan(z +y)

5. Sia f € C* (R™,R):
(a) Provare che xg ¢ un punto critico per f? <= f(x¢) =0 oppure
(b) Provare che se f(xg) = 0 allora ¢ & di minimo locale per f.

(c) Provare che se xg ¢ di massimo locale per f e f(zg) > 0 allora xq &
di massimo locale per f2.

(d) Provare che se xg ¢ di massimo locale per f e f(xg) < 0 allora z( &
di minimo locale per f2.

(e) Provare che se xo ¢ di minimo locale per f e f(z¢) > 0 allora z( ¢ di
minimo locale per f2.

(f) Provare che se o ¢ di minimo locale per f e f(z¢) < 0 allora z¢ ¢ di
massimo locale per f2.

(g) Provare che se xyp non & di massimo né di minimo locale per f e
f(xo) # 0 allora z¢ non ¢ di massimo né di minimo locale per f?

6. Siag: R" — R" definita come g(z) = W Trovare f € C* (R™,R)
x|+
tale che Vf = g e provare che f & lipschitziana.



Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di AM210

A.A. 2010-2011 - Docente: Prof. G. Mancini
Tutori: Luca Battaglia e Vincenzo Morinelli

TUTORATO NUMERO 6 (10 NOVEMBRE 2010)
INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

VT
. o o, 2,2
1. Sia f(z) = /\f sin (2°t) dt.
Mostrare che f € C*(R\{0}) e calcolare f’(z).

2. Sia f(x) = / log (1 + €**) dt.
Mostrare che f € C'(R) e calcolare esplicitamente f'(0).
1
3. Sia f(z,y) = / el =8aty?)% gy
0

Determinare i suoi punti critici e stabilire se si tratta di massimi o di
minimi locali.

™

4. Sia f(z) = /Z tan(zt)dt per x € (—2,2):
0

(a) Trovare un’espressione esplicita per f.
(b) Calcolare f’(x).
it
(c) Calcolare/ —
o cos?(xt)
1] et

5. Sia f(x) :/0 —dt:

t

+oo
6. Sia f(x) :/ %ift)dt:
0

(a) Provare che f € C'(R).
(b) Calcolare esplicitamente f'(z).

(¢) Trovare un’espressione esplicita per f.
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TUTORATO NUMERO 7 (17 NOVEMBRE 2010)
INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO, SUCCESSIONI DI FUNZIONI

. oo Jog (x%t% 4+ 1)
(a) Provare che f & definita Vz € R.
(b) Stabilire per quali z € R f ¢ continua.

(c) Stabilire per quali z € R f & derivabile e per questi valori di « calco-
larne esplicitamente la derivata.

(d) Trovare un’espressione esplicita per f.

+oo —xt _ —yt
2. Sia f(x,y) :/ %dt:
0

(a) Provare che f € C*((0,+00) x (0, +00)).
(b) Calcolare esplicitamente V f(z,y).

(¢) Trovare un’espressione esplicita per f.

3. Discutere la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti successioni di

funzioni:
() fule) =n". (©) fula) = o)
(b) fale) = 2t @ ful) = 7

4. Discutere la convergenza puntuale, uniforme e totale delle seguenti serie
di funzioni:

9] 00 e—n|:v2—1|

(a) Yo @3 .
n=1 n—o n0g 1
e} 1 0o 112 _1 logn
() = 1+ (5a)™ (d) 7;2 (:c2 + 1) ’

5. Sia fp(z) = arctan(nz):

(a) Provare che f,, converge puntualmente su [0,1] ma non uniforme-
mente.
1 1
(b) Provare che lim fn(x)dz "300/ lim f,(x)dz. Dedurne che la
convergenza uniforme € una condizione sufficiente ma non necessaria

per il passaggio al limite sotto integrale.



6. Trovare due successioni di funzioni f, e g, a valori in [0, 1] tali che:

(a) Tim fo(z) = 0= lim gn(z) Ve € [0,1]

n— oo

(b) /0 fo(@)dz "= 1.
1

(c) /0 gn(z)dz "= +o0.

7. Sia f(z) = |z, g(z) = mil) e ga(z) = ng(na).

Calcolare esplicitamente (f * g,,)(z) e provare che f x g, "22° f uniforme-
mente su R.

(Suggerimento: per mostrare la convergenza uniforme, potrebbe essere
utile ricordare che

1
|arctant| = g - ‘arctan <t)‘ Vit #0)
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TUTORATO NUMERO 8 (24 NOVEMBRE 2010)
SUCCESSIONI DI FUNZIONI, SPAZI METRICI, CONTRAZIONI

1. Calcolare:

1 x 1 o
2 en ,
li S— " cos” da.
(a) Jim. e x (c) /0 Ze cos® (nmx)dz
+oo
. +00 4 p—na / logn
(b) nhﬁrr;o ; T dzx. Z (n+1) nz
x
2. Sia fp(z) = —.
ia fn(x) T

. . !/
(a) Calcolare nlingo fa(x) € nl;ngo fr(x).
(b) Stabilire f,, e/o f,, convergono uniformemente.

I
(c) Dire per quali z € R si ha lim f, (z) = ( lim fn(m)) .
n—oo

n—o00
3. Sia X = (C([0,1],R), || - lloo)- X
Provare che ® : X — X definita come (T'f)(z) = % + /0 arctan(zy f(y))dy
€ una contrazione.
4. Sia f : R — R definita come f(z) = 2% + 1.
(a) Provare che |f(z) = f(y)| < |z —yl.

(b) Provare che f non ha punti fissi; dedurne che I'ipotesi & < 1 & essen-
ziale per la validita del teorema delle contrazioni.

5. Siano 1 < p < ¢ < o e z, una successione di successioni definita come

4 sek<n
ro(k) =

3 |

k
0 sek>n

(a) Mostrare che x,, € £p,.
(b) Mostrare che x,, ¢ di Cauchy rispetto a || - [|4-

(¢) Mostrare che x,, non converge ad alcun elemento di ¢, rispetto a
| - ll4; dedurne che (€, || - ||4) non & completo V1 < p < g < oo.

1 1
6. Siano p,q > 1 tali che — + - =1e f,g € C([a,b]). Mostrare che:
P q

< ( / b f(x)l”dm> % ( / b |g<x>|Qda:) %

Dlsuguaghanza di Holder)

x)dz




(/ @) +g(a |pdx> (/ fa |pdx>é+</:|g<x>|pdas>;

(Disuguaglianza di Minkowski)
(Suggerimento: procedere come nelle disuguaglianze di Holder e Minkowski
in ly)

7. Siano f,g € C(R) tali che ¥n € N 3h,, € C(R) integrabile tale che | f(x — y)||g(v)| < hn(y) Yz € |
Utilizzando la disuguaglianza di Holder e il teorema di Fubini, provare che

(/ i g)(w)Ipdx); (/" If(w)l”dx); (f :O o(o)ldz ).

— 00 — 00

—n,n.
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TUTORATO NUMERO 9 (1 DICEMBRE 2010)
CONTRAZIONI, EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy:

i = z? =L +¢2
(a) { +1 (@ { x(o)t:oﬂ +1t

o {0t ©{n"

(c) { i(g)joﬂ - (B { i(g)ejot '

2. Sviluppare le seguenti funzioni in serie di Fourier in [—, 7]:

& = xett
z(0)=0

#(0) =%

I =ax+sint
z(0) = -1

® {
(h) { i =sinzcoswsintcost
. { z(0) =3

(a) f(z) = 2| (b) f(x) = (7 —|a])*
Utilizzando i risultati ottenuti, mostrare che:
—(2n+1)? 8 4n? 6 4~ w2 12
3. SiaX ={feC([0,1]): 0 < f(z) <1Vz}e®: X — C([0,1]) definita come
xz
O(f)(z) = / e dt.
0
(a) Mostrare che X ¢ un sottoinsieme chiuso di (C[0, 1], ]| - [|o)-

(b) Mostrare che ®(X) C X e che ® & una contrazione.

(¢) Determinare tutti i punti fissi di ®.
4. Mostrare che I’equazione sin (\/x + 1) = z ha un’unica soluzione in [0, 1].

To=a
5. Mostrare che la successione definita da { xo 1 converge a v/2 — 1

T or, 142

per qualsiasi scelta di a > 0.
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TUTORATO NUMERO 10 (9 DICEMBRE 2010)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. Risolvere i seguenti problemi di Cauchy al variare del dato iniziale, deter-
minando anche l'intervallo massimale di esistenza:

(a) { i(g)i o (d) { i(ofiifsm% :

i = Jal (©) { b=
) { w(0) =0 x(O):Iol Pla| s #0
(C){a’c:x—cost () _{O ’ sex =0
x(0) = g ’ x(0) = g

2. Risolvere le seguenti equazioni differenziali lineari:

T—3r+2x=0 T+ 62+ 9z =9t
(a) { (0)=3 . d) { #(0)=-3

z(0) =2 xz(0) =5

T +8x =0 e . ¢

#0) =0 x'+:13_—2x—2x:te
®)) -0 ORI

=3 x(0) =5

T 422 +2=0

z(0)=1 T 4% = sint
(c) X #(0)=0 #(0)=1

#(0) = 3 ® 1 #0) =2

z(0) =2 z(0) =3

3. Determinare i punti di equilibrio dei seguenti problemi di Cauchy e trovare,
al variare del dato iniziale, 'intervallo massimale di esistenza delle soluzioni
dei seguenti problemi di Cauchy:

) { i = (j2] = 1)cosz

z(0) = g
T = (a:3 - x) sin x%
(b) { #(0) = 20 ( +1)
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TUTORATO NUMERO 11 (15 DICEMBRE 2010)
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale # — 9x = cost.
2. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale @ +x = te™*.

3. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale © +13% + 36x = sint
tali che z(0) = 0.

4. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale 7 43 + 34 + x = €’

tali che 2(0) = 0 = %(0).

5. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale @ +# — 2z = e sint
t——+o0

tali che x(t) = 0.

3

6. Risolvere il problema di Cauchy { i (g)x_ ; *
=0

determinando anche 'intervallo massimale di esistenza.

al variare del dato iniziale,

_ { 2Psin (%) sex #0
0 sex =20
x(0) =z
e trovare, al variare del dato iniziale, I'intervallo massimale di esistenza
della soluzione.

7. Determinare i punti di equilibrio del problema di Cauchy

(z* — 2%) log|log|z|| se x #0,+1
8. Discutere 'unicita della soluzione del problema di Cauchy Tl o0 se x =0, =+l
x(0) = xo
determinarne i punti di equilibrio e, in caso di unicita, trovare I'intervallo
massimale di esistenza delle soluzioni.

9. Dire per quali valori del parametro reale positivo « il problema di Cauchy

» — (e}
{ i(g) ‘f' 0 ha un’unica soluzione e mostrare che in tutti gli altri casi le

soluzioni sono infinite.

10. Sia F e C? (RQ,R) inferiormente limitata e (z(t),y(t)) la soluzione del
sistema gradiente { T = _(,%(33; y) .
) = _Ty(xv y) ’

(a) Provare che [|[VF(z(t),y(t))]] t=400
&= —2z—2

= 27 — 2y — 4y? puo essere

(b) Trovare F tale che il sistema {

scritto in questa forma.

t—o00

(c) Provare che in questo caso si ha (z(t),y(t)) = (0,0) per qualsiasi
scelta dei dati iniziali (2(0),y(0)).



