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ARGOMENTO: PRIMITIVE

. Trovare delle formule ricorsive per il calcolo di

D™ (z™e®); D™ !(z"sinx); D Y(z"cosx); n€N.

Possiamo trovare D~ (z"e®) per parti, scrivendo f(z) = e” e g(z) = 2™

D7 (a"e") = f(z)g(z) — D7 (f(x)g'(x)) = a"e” —nD~!(a""e").

Chiamando dunque E,, I'insieme delle primitive di "e” abbiamo E, = z"e* — nE,_;.

Possiamo ragionare analogamente per seno e coseno, indicando S,, := Dil(x” sinz) e Cy, :=
D~ (2" cos ). Nel caso dei seni, scriviamo f(z) = —cosz e g(z) = 2™

DY (z"sinz) = f(z)g(z) — D7 (f(2)g (z)) = —x" cosz +nD 1 (2" cosz).
Analogamente, per i coseni, abbiamo f(z) =sinz e g(z) = 2" e dunque:
D™ (z" cosz) = f(z)g(z) — D™ (f(2)g (z)) = 2" sinz — nD ! (z" ' sinz).

Quindi, S, = —z" cosz +nCp_1 e Cp, = z" sinz —nS,_1.

. Calcolare le primitive delle seguenti funzioni:

x
a) 5
(&) 22 —6x+9

Poiché il denominatore si fattorizza come z* — 62 + 9 = (z — 3)? e il numeratore & di

x A n B
r2—62+9 x-3 (r—23)

grado inferiore, scrivendo 5 per opportune costanti A, B,

B
le primitive saranno del tipo {Alog |t =3 ———=+4¢ce R}.
> _

3
Poiché A + B = Alw=3)+ B = Az+ B - 3A, le costanti A, B risolveranno
x—3 (x—23)2 (x—3)? 22 —6x+49
A=1 - _ .
{ B_34—0 @ Cio® (A, B) = (1, 3) e dunque otteniamo
3
{log|m—3|—+c; CER}.
z—3
3
x
b .
()

Poiché il numeratore ha grado maggiore del denominatore, &€ necessario scomporre:

23 3+ 2z 2x 2z

2242 2242 7x2+2:x7:1:2+2'




(d)

(e)

A questo punto possiamo calcolare la primitiva di ciascun addendo: per il primo & im-
mediata, per il secondo basta notare che il numeratore ¢ la derivata del denominatore, a
meno di un fattore moltiplicativo, e dunque si ottiene

2
{—log(x2+2)+c;cER}.

2
1 .
4 2
Poiché il denominatore si fattorizza come z* — 2> = 2% (2> = 1) = 2%(z — 1)(z + 1),
Az + B C
potremo scrivere _Art + + per opportune costanti A, B, C, D:
xt — 22 x? z—1 z+1
Az + B C D (Az+ B)(z — 1)(z + 1) + C2?*(z + 1) + Da?(z — 1)
+ + =
x? r—1 z+1 22(zx—1)(z+1)
A(@®—2)+B (22— 1)+ C (2* +2%) + D (2* — 2?)
- 24 _ o2
_ (A+C+ D)2+ (B+C—D)a?— Az — B
= JRUR) ‘
A+C+D=0
Dunque, le costanti soddisferanno il sistema ?2_00_ D=0 ,ecioe (A,B,C,D) =
—-B=1
1 1 1 1 1 1 1
(0, -1, > —2>. Quindi, le primitive di pra R + 27-1 2241 sono date
da
1 1 1
—+ -loglx —1]— zlog|lz+1|+¢c;ceR 5.
z 2 2
logz
(x+1)%
. c . . log x / /
Proviamo a trovare la primitiva per parti, scrivendo W = f'(x)g(z), con f'(z) =
x
1 1
CEE e g(x) = log z; dunque avremo f(z) = “271°¢ g (z) = ~e quindi

_ log x logx _ 1
1 _ 1
b ((:17+1)2)_ x+1+D (:c(:c+1)>'

Per trovare quest’ultima primitiva sara necessario scomporre il denominatore, cioe scri-
vere

1 A B Alx+1)+Br (A+B)lz+ A

x(z+1) ;—i—x—i—l_ r(z+1) xz+1)
dunque abbiamo A =1 e B = —1 e pertanto

D! (x(1> =D! (1 _ ) = {log(z) —log(x + 1) + ¢; c € R}.

x+1) x x+1

Dunque la primitiva cercata e

1 1
D! ((ng> = {— 08T +log(z) —log(x + 1) +¢; c € R}.

r+1)2 z+1
arctan x
2z )
Ragioniamo come nel caso precedente, scrivendo f'(z) = — e g(z) = arctanz, ciod

X



= _- = d
flx) e g(x) . e dunque
tan x 1
D-1(f __arc D1 .
(f'(x)g(x)) - + z (22 +1)
Per trovare 'ultima primitiva, scriviamo

¥_é+3$+0_A(x2+1)+(393+0)$_ (A+B)a2+Crx + A
x(x2+]_)_x 2 +1 - x(x2+1) - 1’($2+1)

)

dacuiA=1, B=—-1e(C =0, e quindi

1 1 T 1
RN S N A 1 , .
07 (sgrry) =07 (G- ) = {loelel - e @+ )+ e,

ovvero

t t 1
D! (arc;na:) = {—arcmwc—l—logm|—2log(x2+1)+c; CER}.

e*® —1

€2t 4 3e—2z — 2’
Possiamo scrivere la funzione come

G e = (@) @)
= et = T x
e + 3e—2z _ 9 (62;8)2 — 9¢2z +3 9 ’
1 Yy — 1 2 e e . N .
con g(y) = 22 —2y13 e f(xz) = e** e dunque la primitiva si puo calcolare per sosti-

tuzione conoscendo la primitiva di g. Quest’ultima si trova facilmente notando che, a

meno di moltiplicare per > il numeratore ¢ la derivata del denominatore, dunque sara
1
Gy) = 1 log |y2 — 2y + 3‘; pertanto avremo

2z
1 e —1 _ . _ 1 4x 2z .
D (ezw_’_ge2:”_2)—{G(f(x))+c,cER}—{4log|e 2e** 4+ 3 —l—c,ceR}.

sin(x) cos(z) )
3+ 2sin(x) — 2cos?(x)’
Scrivendo la funzione come

sin(z) cos(z) sin x

3+ 2sin(z) — 2 cos?(x) Ty 2sin(z) + 2sin’ x cose = g(f(x))f (),

con g(y) 112y 7 257 e f(x) = sinz e dunque cercare la primitiva per parti
Per trovare la primitiva di g, sara sufficiente scrivere
=+ 3 1 1 4y +2 1 2
gy_2y2—|—2y+1 dy? +4y+2 4224+ 2y+1 22y +1)241

1 1
e dunque avremo G(y) = 1 log (2y® +2y +1) — 3 arctan(2y + 1); quindi,

D! ( sin(z) cos(z) ) = {ilog (2sin®(z) + 2sin(z) + 1) — %arctan(Z sin(z) + 1) +¢; c € R} .

3+ 2sin(x) — 2 cos?(x)



24z —1

221
Innanzi tutto, scrivendo z* + 2z — 1 = 2* + 222 +1 — (2x2 —x+ 2), abbiamo

(h)

24 —1 2x2793+271 x+2(m2—|—1) ) x 2

Ao +1 0 A2l (x2+1)2 (x2+1)27$2+1'

Possiamo trovare la primitiva di clascuno di questi addendi; per il secondo, notiamo che
2x

(2 +1)

1
r=2D (a:2 + 1) e dunque D! ( ) == n 1; pertanto la primitiva cercata ¢
x

1 1
{m— DR — 2arctanz + c; CER}.
1

2sin(z) — sin®(z)’
Analogamente al caso precedente, scriviamo

1 sin x
2sin(x) — sin®(z) 2sin’(x) — sin’(z)
sinz
2(1 — cos?(z)) — (1 — cos?(z))*
—sinx
cost(z) — 1

1
e dunque abbiamo g(y) = i f(x) = cosz.
Yt —

Per trovare la primitiva di ¢ fattorizziamo il denominatore come y* — 1 = (y2 + 1) (y —
1)(y + 1) e scriviamo

1 Ay+ B C D
-1 T @2+l y—i1 g+
(Ay+B)y—Dy+D)+C (> +1) (y+ 1)+ D(y> +1) (y - 1)
(v +1)(y—1y+1)
(A+C+D)y*+(B+C—-D)y>+(-A+C+D)yy—B+C—-D

)

= .|

A4+C+D=0
D= 11 1

dunque ?;{fc _’_DD:OO , cioe (A,B,C,D) = (O,—2,4,—4>. La primitiva di
“B+C-D=1
1 1 1 1 1 1 1 1

gly) = 3T + 1y 1 dyi1 sard dunque G(y) = —5 arctan(y) + zlog|y -

1
1\7110g|y+1|,quindi
D—l( L ) {1 tan(sin(x)) + = log(1 — sinz) — ~ log(1 + sinz) + ER}
= { —— arctan(sin(z ~log(1l —sinz) — = lo sinx) +¢; ¢
2sin(z) — sin®(z) 2 18 1%

3. Calcolare le seguenti primitive con la sostituzione ¢ = tan g:
p(— ), pi [ JLteose
2+sinx )’ 1+sinz |-

Applichiamo la formula delle primitive per sostituzione nella forma

D™ g(@)|a=sy = {D 7" (g(a(t))a’(t)) + s c R},



x(t) . . , 2

; derivando otteniamo x'(t) = e

con x(t) = 2arctant ottenuta invertendo ¢ = tan

2t 1—¢
Te° cos(xz(t)) = Ft

dunque
D! <1 ) _pt(—Lt % = D! <1 ) :
2 +sinx 2+1+t21+t2 stan 2 t24+t+1 t=tan 2
1 1 2

. V3 N ] 2 2t +1
Poiché = = — , la sua primitiva Sara{arctan ( +c;ceRy,
Prtrl (14 1)7 42 \/§<2t+1 ‘i V3 V3

e dunque
1 2 2t z 1
D' ——— ) ={ " arctan an(2)+ +cceRyp.
2 +sinx V3 V3

Nell’altro caso otteniamo

inoltre sin(z(t)) =

w
SN—

D1 [L+cosz) D1 I+ };ﬁi 2 _ p-t 2v2
1+sinz 1—|—1_~_t21—|—t2 (14+t)(1+¢t2)
t=tan % t=tan 3
Fattorizziamo ora l'ultima espressione come
1 B A L Bt+C
A+H)2(1+t2) 14+t 1412
A 42)+ (Bt+O)(141)
a (1+1)(1+12%)
_ (A+B)?+(B+0C)+A+C
B (1+1)2(1+12) ’
1 1 1
che vale per A = 3 B= -5 =53 dunque
D1 [1+cosx
1+sinx
= D! —2\5
(14+1t)(1+¢3) .
t=tan 5

1 t 1
D' (V2 -
(\[<1+t 1+t2+1+t2>) t=tan §

= {\@ <log‘1 + tan (g)’ — %log (1+tan2 (;:)) + %arctan (tan (g))) +cce R}.

. Calcolare le seguenti primitive con la sostituzione ¢t = tan x:

D1 L. D! ! )
1+sin’z/’ tan® x

1
Ragioniamo come nell’esercizio precedente, ma stavolta z(t) = arctan ¢, dunque z’(t) = e
1
e inoltre sin(xz(¢ e cos(x(t)) = ——=. Quindi avremo
(0) = 75 © oslel0) = - @

1 1
1+sin’z 1+t2 1+12

t=tanzx



1
Poiché la primitiva dell’ultima funzione ¢ — arctan (\/§t>, allora

V2

1 1
Dt <1+2> = {\/5 arctan (\/ﬁtanx) +cce R} .
sin” z

Poi, analogamente,
1 1 1
D! =D (5
(tan2z> <t21+t2>

t=tanx
Scomponendo l'ultima funzione abbiamo
1 _A B _(A+B)#*+ A
t2(1+¢2) 2 1+t2  2(1+¢2)

dunque A =1e B = —1, ovvero
1 1 1
D! =D ' 5 - ——
(taanc) (t2 1 +t2)

5. Calcolare le seguenti primitive tramite opportune sostituzioni:

1
D! ; D' (/3 :
=0 (arm
Nel primo caso utilizziamo la sostituzione ¢ = v/, cioé x(t) = t*, dunque z’(t) = 2t; pertanto,
1 1
D! = D! (2t) +cce R}
<2 VT ) { 2+t —E

1
{D1 (24> +ece R}
2+t t=+/z

{2y — 4log (24 vx) +¢; c € R}.

= {— —arctan(tanx) + ¢; ¢ € R} .
t=tanx tanx

Nell’altro caso, utilizziamo t = /3 + /z, cioé z(t) = (t2 — 3)2 = t* — 6t> + 9 e dunque
z'(t) = 4% — 12t, quindi avremo

D! (\/3+\/a?) = {D! (t(4t3712t))+c;c€R}t:W

4
= {5t5—4t3+c;c€]R}

=V
_ {‘51(\/52)(\/5+3)3+c;ceﬂ%}

6. Calcolare le seguenti primitive con la sostituzione x = sinh ¢:

1
0 () b ()
2 +1
Utilizziamo nuovamente la formula

D™ g(@)|a=sy = {D 7 (g(a(t))a’(t)) + ¢; c € R},

con z(t) = sinht: stavolta z’(t) = \/x(t)2 + 1 = cosh ¢, dunque

D! <21+1> = {D*l(l) +c;,cé€ RHt:sinhﬂ .= {Sinh—l t+cceR).
X



t_ ot

2
2z¢’ = 0, quindi ¢’ = £ /22 + 1, ma essendo gli esponenziali positivi dovremo prendere

o .. o1 — o . € . s
Determiniamo ora esplicitamente ¢ = sinh ™! z: dalla definizione =z, cioe e?! —1 —

solo la radice con il segno positivo, dunque t = log (ac +Vx?+ 1) e cioe
1 1 5
D —_— :{log(x+ x+1)+c;c€R}.
2+ 1

Nel secondo caso procediamo in maniera simile:

D1 ( 2 + 1) = {D7'(cosh®t) +¢;,c €RY|,_. 1.

2t —2t 2
_ {D-1 (+4+> mceR}

2t —2t t
= {e—e—I——i—c;,cER}

t=sinh— 'z

8 8 2

t=sinh— 'z
. Calcoliamo quest’ultima espressione ricordando che sinh™* z = log (x + Va2 + 1), dunque:

o2t o2t
8 8

| =

<<m+ m2+1)2_(m—&—x\/127—|—1)2)

1
202 + 142222 +1— )
( 202 +1+2xvVx? +1

222 +1—2zva? + 1
227 + 1+ 2z 22 +1 — i +2 A
(222 +1)" —4a? (22 +1)

(2x2+1+2x\/m2+ —<2x2+1—2x\/x2+1))
1
2 Va4 1;

| = 0ol 0ol

|
\
8
8
V]

quindi otteniamo

2 p)
Dil( xz_’_l):{x\/x +1+log2(;1:+\/:z: +1)

+C;CGR}.

. Calcolare le seguenti primitive con la sostituzione x = cosh t¢:

D! (\/xjiJ , D! ( 2 — 1) .

Ragioniamo come nel caso precedente ma stavolta z(t) = cosht, che verifica z’(t) = /z(t)2 — 1 =
sinh ¢, quindi

D_l (211> - {D_l(l) + G,C € IR}’t:cosh_l x = {COShil T+ G ¢ € R} ’
vl —

t —t
. .. _ . .. . e +e
Calcoliamo esplicitamente ¢ = cosh™ z come prima: per definizione abbiamo — = T,

ciod e?! +1—2ze’ = 0, quindi e’ = x+ /22 — 1, e trattandosi di un esponenziale prenderemo
il segno positivo: t = log (m +Va? - 1); dunque,

D1 (ﬁ) :{log(x+\/ﬁ)+c;ceR}.



Nel secondo caso,

D—l (m) = {D_l (Sinh2 t) +¢,ce R} |tt:cosh_1 T

2 | =2t _
= {D1 (6+22) +c;,c€R}

62t 672t t
o i R
{8 g g e }

t=cosh™ !z

t=cosh™'z
. Quest’ultima espressione si calcola ricordando che cosh™' z = log (az + Va?— 1) e dunque

o2t 2 9
T8 S é((“m) R %)

1 222 +1—22v22 -1
= (222 +14+ 2222 —-1—
8( (222 + 1) — 422 (22 — 1)
1
= 3% 2 —1;

quindi otteniamo

D—l( mg_l) :{xM+10g2(x+m)

+c;c€R}.

. Calcolare la primitiva D! (\/ 1-— x2) con la sostituzione x = sint.
Il ragionamento & analogo ai due esercizi precedenti, con z(t) = sint e z'(t) = /1 — z(t)? =

i T T L » .
cost, perché abbiamo —3 <t< 5 e dunque la radice ¢ positiva. Dunque, ricordando la

primitiva di cos? ¢, abbiamo:

D71 (\/ﬁ) = {Dil (0082 t) t¢,cE RHt:aurcsin_l

{sin(t) cos(t) +t
2

x

—|—c;,c€R}

t=arcsin~! x

; poiché abbiamo sin(t) = z e cost = /1 — 22 otteniamo

V1= 22 i
D! (m):{w x2+ar051nx+c;c€R}.

Si puo arrivare allo stesso risultato procedendo per parti, scrivendo /1 — 22 = f/(x)g(x), con
—2x

"#)=1e g(z) =+v1—22, dunque f(z) =z e ¢ (z) = —ns

f'(x) 9(x) que f(z) g'(x) T

2

DN (f(x)g(x)) = av1—a?—D7' <_\/1x—7x2>

— o/1—22-D! (\/ﬁ)ﬂj’l (\/11_7552)

= zv1—22—- D' (f(2)g(x)) + {arcsinz + ¢; ¢ € R},

e quindi

cioe

V1 — 22 + arcsinzx
5 +cceR



