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1. Calcolare i seguenti limiti con la regola di de I'Hopital:

(a) 1

im ———————;
2—0 log(1 — cosz)’
00
Si tratta di una forma indeterminata del tipo — dunque possiamo applicare la regola di
00

logz

de I’Hopital derivando termine a termine:

1 . -

log = ) b . l—cosz limg,0—5* 1

50 1o (1—cosz) Iy e = Iy wsinz i sinz )
&) 1—cosx Mg—0 —

e + cos(x) — sin(x) — 2

(b) lim

x—0 3

0
Essendo una forma del tipo 0 possiamo applicare la regola di de I’'Hopital. Poste

T . . — 3 i @ = 1i f/(x) =
f(z) := e” + cos(z) — sin(z) — 2 e g(x) := 2*, otteniamo lim o) lim, 7@

e” —sin(x) — cos(x)

lin% 22 . Applicando nuovamente la regola di de I’'Hopital, cioe derivan-
T— X
e¥ —cos(zx) +sinx . .

(z) , che puo essere risolto

do numeratore e denominatore, si ottiene lim
z—0 6x

riconducendosi a limiti ben noti:

e® + cos(z) — sin(z) — 2 e® — cos(z) + sinx

T, 23 = lm 6z
1/.. e*—1 . 1—cosx . sinz
= —|( lim + lim ——— + lim
6 x—0 X x—0 xT x—0 X
1
= —(1+0+1)
6
1
= 3

(@) Jim (o
im ;
R logz 1-—2z2)’
1—xz+logx

Scrivendo il limite come lim ——————— abbiamo una forma del tipo s che si puo
=0 (logz)(1 — x 00

risolvere applicando due volte la regola di de I'Hopital:

I 1—z+logx . —1+§ I —x+1 I -1 1
im—————=>—-=lm—%*—=lim———— ==lim—F——— .
20 (logz)(1—z) 2-01=2 —logz «=01—z—zlogz =0 —1— (logz +1) 2

sin(x) — x cos(x)

(d) lim
z—0 x —arctanx ) ] )
Derivando numeratore e denominatore si ottiene:

sin(z) — x cos(x) cos(z) — cos(x) + xsinx

lim = lim 1
z—0 x — arctanz z—0 1——=
14+x




= lim S
z—0 T 5
xT
. . sinx
= lim (1 —1—332) lim
r— x—0 X

2. Siano f(x) := x + sin(z) cos(z) e g(x) := " f(z). Dimostrare che

@), o I

w—%-{-oo g(x) r—+00 g’(x) ’

Dedurne che, nel teorema di de 'Hopital, ¢ essenziale assumere che ¢'(z) # 0 per z vicino a
+00.

€T .
Evidentemente la funzione /(@) = e~ ®"% non ha limite per x — +00, in quanto oscilla tra

g9(z)

1
— e e. Il limite delle derivate ¢ invece
e

. () . 1+ cos?x —sin®x
lim = lim - - - )
srtoo ¢/ (z) z—+oo cos(z)es ¥ (x + sin(x) cos(z)) + esin® (1 + cos? x — sin x)

2cos? z

~

= i -
i NG (cosz(x + sin(z) cos(z)) + 2 cos? x)

2cosT

= -
v esin®(z + sin(z) cos(x) + 2 cos x)

= 0.

Si pud infatti notare che ¢'(z) = €™ cosz(x + sin(z) cos(z) + 2 cos(x)) si annulla lungo la

. ™ N . ..
successione x,, = 5 + nmw —4>_ 400 e dunque non ¢ soddisfatta una condizione del teorema
n——+00
di de I’'Hopital.

3. Sia g € (a,b), f derivabile in (a,b) \ {zo} e continua in xy. Dimostrare che, se esiste
lim f'(z) =: L € R, allora f & derivabile in x¢ con f'(zg) = L.

r—TQ
Mostrare, con un controesempio, che non ¢ possibile eliminare I'ipotesi di continuita in zg.

z) — f(z
Le ipotesi permettono di calcolare il limite del rapporto incrementale lim M
T—To T — X0

applicando la regola di de I’Hopital:

f(x9) = lim f@) = flzo) _ lim flw) lim f'(z) = L.

Tr—To T — X Tr—To T—To

4. Calcolare le primitive delle seguenti funzioni:

(a) (@) =2° zER (a# 1)
Essendo D(z*t!) = (a+1)z%, allora D™ ((a+1)2%) = {2 +¢; ¢ € R}, dalla linearita
delle primitive abbiamo

D*lf(x):LD*1 al :L{xa“ﬂ;cem}: xaHJrc-ceR.
a+1 a+1 a+1 a+1 ’



1
(b) f(x) = . LS (07+OO) oppure x € (*O0,0);
1 1
Per z € (0, +0c) abbiamo D(logz) = — e D! (> = {logz + ¢; ¢ € R}. Invece per
x x
1 1
x € (—00,0) abbiamo D(log(—x)) = = e dunque D™* <> = {log(—z) 4+ ¢; c € R}.
x x

() flz)=a" zeR a>0;
Poiché D(a”) = (loga)a®, allora

1
~ loga

1
loga

D7 1(a®) D7 ((loga)a®) = {a" +¢;ceR} = { a4

+cce ]R}
loga

(d) f(zr) =sinhz =z eR;
Essendo D(coshz) = sinhz, allora D™ *(sinhz) = {coshz + ¢; ¢ € R}.

(e) f(x) =coshz =z €R;
Essendo D(sinhz) = cosh, allora D™!(coshz) = {sinhz + ¢; ¢ € R}.

(f) f(z) =sinz =z €R;
Essendo D(cosz) = —sinz, allora D™ (sinz) = —D~!(—sinz) = {—cosz + ¢; ¢ € R}.

(g) f(z)=cosz zeR;
Essendo D(sinz) = cosz, allora D™ *(cosz) = {sinx + ¢; ¢ € R}.

1 us U

1 1
Essendo D(tanz) = ———, allora D! = {tanz 4+ ¢; c € R}.
cos?x cos?x
() f) = ——
i) f(x) = ;
V1 — 22
1 1
Essendo D(arcsinz) = ————, allora D~} () = {arcsinz + ¢; c € R}. Equi-
( )= viee) "t - Ea

1 1
valentemente, D (arccos ) = ————— e dunque D! ) = {—arccosxz+c; c €
( ) T q T {
R}.
i 1
() @) = 7

1

Essendo D(arctanz) = o)
T

, allora D! ( > = {arctan +c; c € R}.

2+ 1

5. Sia f una funzione dispari con D! f # (). Dimostrare che ogni F € D! f & pari.
Sia g una funzione pari con D~'g # (). Dimostrare che esiste un’unica G € D~ g dispari.

Se f(z) = —f(—=x) & dispari e F'(x) = f(z) per ogni z, allora derivando F(x) — F(—x) si
ottiene

D(F(x) - F(-=z)) = D(F(z)) = D(F(=x)) = F'(z) + F'(=2) = f(z) + f'(-2) = 0,

dunque F(z) — F(—x) & costante per ogni primitiva F' di f. Inoltre, per la continuita di F
in 0, avremo lin%)(F(x) — F(—z)) = F(0) — F(0) = 0 e dunque tale costante ¢ nulla, cioe
T—

F(x) = F(—=x) per ogni z.



Prendiamo ora g(z) = g(—x) pari e una sua primitiva G, e deriviamo G(x) + G(—x):
D(G(x) + G(=x)) = D(G(x)) + D(G(-x)) = G'(z) — G'(—x) = g(x) — g(—x) =0,

dunque G(z) + G(—z) = ¢co per una qualche costante co; ogni altra primitiva G sard del tipo
G = G + ¢ e quindi verificherd G(z) + G(—z) = G(z) + ¢ + G(—z) + ¢ = ¢y + 2¢; prendendo

o
c=-5 otterremo che G(z) = —G(—z) e dunque avremo una primitiva dispari.

. Siano f(z) := |z| e g(z) := T = max{z,0}. Calcolare le primitive D' f ¢ D™'g.

Poiché f(x) = x per x € (0,400), allora in questo intervallo abbiamo D~! f(z) = D™ (z) =

2

x

{2+c; ¢ € R}; analogamente, essendo f(z) = —z per x € (—00,0), in questo inter-
2

vallo D7 f(z) = D' (—z) = {2 +c¢;ceRp. Se f ammette primitiva su tutto R,

le primitive saranno necessariamente del tipo {F(x) 4+ ¢; ¢ € R}, con F che coincide con
una primitiva di f in ciascun intervallo (0,+00) e (—o0,0) estesa con continuitd in 0, cioe
2
z
Fz)=4¢ 0 z =0 . Rimane da vedere che F'(0) = f(0), ma questo & vero perché i
2
x
- <0
g

limiti destro e sinistro valgono

. F(h)—F(O)_. ihQ_. .
i, g = fim = = i £ = 0= 7(0)

Per calcolare D~ g, si puo ragionare allo stesso modo, notando che g(z) = z per z € (0,+00)

e g(z) = 0 per z € (—o00,0). Alternativamente, si pud notare che g(x) = i +2f( z) e dunque
1 z? >0
D7) =5 (Dl + D7 @) = 2 TC U= ceR
2 c <0

. Trovare delle formule per le seguenti primitive:

1 (f(®) T . 1 £V F (1 T o . —1 (B @) (e
o (FE) s 20 D@ W) f@>0 ax0 D ()

1
Nel primo caso possiamo porre g(y) = — e scrivere = g(f(x))f (x); le primitive di g
Y

sono date da G(y) = log |y| + ¢ al variare di ¢ € R, quindi

D! <J;((j))) = D (g(f(@))f'(x)) = {G(f(x)) + & c € R} = {log | f(z)| + ¢; ¢ € R}.

Nel secondo caso, ossiamo ragionare come sopra con g(y) = y“ le cui primitive sono del tipo

yaJrl
Gly) = 1

e dunque

fla)

D7 (f(x)* f'(x)) = D71 (g(f(2))f'(x)) = {G(f(2)) + ¢; c € R} = { P

+c;c€]R}.

B eR.



Nell’ultimo caso caso, la primitiva di g(y)

D (A1 (@) = {G(f(x)) + 5 c € R} = {

8. Calcolare le primitive delle seguenti funzioni:

(a) f(z) =wsin(2®) =z

Dalla linearita delle primitive abbiamo D™

eR;

8\Y By
=PV = (eB)y ¢ data da 10(; (25) = %; quindi,
eBf(@) ]R}
+cce
B

Hf(x) = %Dfl (2zsin (2°)) e quest’ultima

funzione & della forma g(h(z))h'(x) con g(y) = siny e h(z) = 2?; dunque, poiché le
primitive di g sono {— cos(y) + ¢; ¢ € R}, allora

D™ (f(x))

(b) f(z) =cos®*z =z €R;

Scrivendo cos®z =

COS2 T - COS

(¢) f(z) =sin®z z€R;
Come sopra, nel secondo caso, abbiamo sin® z = (cosQ(as) — 1) (— sinz), dunque possiamo
ragionare allo stesso modo con g(y) = y*> — 1 e h(x) = cosa:

D™ (f(x)) = D™ (g(

h(x))l (z)) =

= %D‘%g(h(x))h’(x))
1.
3 D~ (smy)’yzrz
1

_ {_cos émQ)

= (1 — sin® x) cos, possiamo applicare la formula
dell’esercizio precedente con g(y) = 1 — y* e h(z) = sinz. Otteniamo dunque

D™ (f(x))

xT

{ cosY)|y—s2 + ¢; c € R}

5{—cos(x )+C;CGR}

—|—c;c€R}

D™ (g(h(z))N (x))

Dil (1 - 2) ’y =sinz

(D 1 (y2))|y=sinx
{ Y- = +cce R}

_ cos®
Dl(y21)|y_cosz{ 3 cos:chc;ceR}.

(d) f(z) =tanz xG(—*—i-kﬂ' +k7r),k:€N;

—sinx

Poiché f(z) = —

COS ™

h(z) = cosz, dunque

D7 (f(x))

, possiamo scrivere f(x)




= {-logly[+c;ic € R}|y=cosa
= {—log|cosz|+c; c € R}.

(e) f(z)=cotz xze€ (kr,(k+1n), keN;

S 1
Come prima, abbiamo f(x) = Z?;i = g(h(z))h'(z), con g(y) = " e h(x) = sinz, dunque
1
DY (f(z))= D! (y) = {log |y| + ¢; ¢ € R}|y=sine = {log|sinz| + ¢; c € R}.
y=sinz
f) f(z) = L z € R;
et 1 ’
e 1

x

Scrivendo h(z) = e”. Inoltre, scrivendo

abbiamo g(y) =

= —— e
e +1 e 4er’ Y2 +y

1
g(y) = T TET le sue primitive sono {log|z| — log|z + 1| 4+ ¢; ¢ € R}, dunque
D) = ()
Y Ay ) e

= {log|e®| —log|e® + 1] +¢; c € R}
= {z—log(e”+1)+¢; ceR}

(@) J(2) = —— weR

8= e * '

er 1
= . dunque g(y) =

D) = 07 ()

Ragionando come prima

= {arctan(e”) + ¢; ¢ € R}.

y=e®

1 m m
h — (—— km,— +k ),k ;
(h) f(x) g T € 2+7T2+7r eN 1 1 1 1
CosS T CoS T
Poiché f(x) = - d in quest = == -
oiché f(x) co?z 1 sin®(a) unque in questo caso g(y) =2 2 <y—|—1 . 1)

h(zx) = sinx e percio

D_lf(x) — ED—l L_ 1
2 y+ 1 Y- 1 y=sinz
1
= i(log |sin(x) 4+ 1] — log | sin(z) — 1])
_ Ly Ltsine
T 2% T sine

9. Calcolare le primitive delle seguenti funzioni:

(a) f(x) =xze® zeR;
Possiamo scrivere f(z) = h/(z)g(z), con g(z) = x e h(x) = €, dunque le sue primitive
valgono

DY(f() = DUW(x)glx)) = hx)g(x) — D (h(z)g' (=)
ze® — D71 (e")

ze® —{e” + ¢ ceR}

= {(z—-1)e"+c¢ ceR}.



(b)

()

(f)

f(x) =zcosz z€R;
Come nel caso precedente, scriviamo f = h'g, con g(z) = z e h(z) = sina:

DY (f(z)) = xsinz — D !(sinx)
= zxsinz — {cos(z) +¢; c € R}
{zsin(x) + cos(x) + ¢; ¢ € R}.

flx) =¢€e"cosx x€R;
Stavolta scegliamo g(z) = e” e h(z) = sina:

D7 (f(x)) = h(x)g(z) — D™ (h(2)g'(x)) = e”sinz — D™ (e" sinx)

Calcoliamo 1'ultima primitiva con lo stesso metodo, scegliendo ora g(x) = e” e h(z) =
—cosz (facendo 'altra scelta si tornerebbe al punto di partenza):

D™ (e"sinz) = h(z)g(x) — D' (h(z)g'(x)) = —e® cosz + D~ (e® cos x);
dunque abbiamo ottenuto:

D7 (e* cosz) = e"sinx — D7 (e"sinx) = e®(sin(x) + cos(x)) — D™ (e cosx),

e cioe
1 T (si
D™ (e” cosz) = 5 (D™ (e" cosz) + D' (" cosz)) = {e (sm(m);— cos()) +cce R} .
f(z) =cos’zr x€R;
Prendendo g(x) = cosz e h(x) = sinz, si ottiene
D' (f(z)) = sin(z)cos(z)— D" (- sin? )
= sin(z)cos(z) + D" (1 — cos® z)
— sin(z) cos(x) + DY(1) = D(f(x)),
dunque
D Y(f(z)) = sin(z) cos(a;) +D71(1) _ {sin(x) co;(x) +z fece R} .
f(z) =sin’z z €R;
Si puo ragionare come prima oppure semplicemente scrivere
D7 (f(z)) = D' (1-cos’z)
= D7'(1)— D! (cos®z)
= {z+4+c¢ceR}- {sm(m)co;(x)—i—x + ¢ CER}
_ {33 — Sln(;‘) cos(x) feee R}

f(z) = arctanz z € R;
Possiamo prendere g(x) = f(x) = arctanz e h(z) = = e ottenere

D7 (f(x)) = rarctanz — D* (xl 4312) .



2z 1D(1+2%)

1
+ 2 21+ a2 2 1422
log (1 + 2
dunque D! (x) = {og(x) +cce R}, quindi

Per calcolare I'ultima primitiva, notiamo che xl =

1+ 22 2

log (1 + x2)

D7 (f(x)) = {:z:arctan:z: 5

+C;CGR}.

(g) f(z) =arcsinx =z € (—1,1);
Analogamente al caso precedente, prendiamo g(z) = arctanz e h(z) = = e otteniamo

1 1
D~ Y(f(z)) = zarcsinz—D ! L . Essendo oiL:—f D (1-2z2)) (1 —-2%)2,
(f(2)) Nirr pol ey = —5 (D (1-2%)) (1 -27)
x
allora D™! [ — :{—\/1—x2—|—c;ceR},dun ue
(vl—x2> a

D7 Y(f(x)) = {zarcsinz+ V1—a2+4c¢ce ]R}.

(h) f(x) =2%log(z) >0 a#—1,
x
a—|—1:

a+1

Prendiamo g(z) = logx e h(x) =

p(fay = BT o (uw)

a+1 za+1
_ (logz)z>*t 1 D1 (z2)
a+1 a+1
(log z)zt! potl
= - ;ceR
atl @ripe GC€
a—+1 _
_ = ((a+1)log(x) — 1) teceR
(+1)?



