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1. Utilizzando un’opportuna serie di funzioni, dimostrare 'uguaglianza
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2. Sia (X, ¥, 1) uno spazio misura. Dimostrare che:
(a) Se p & completa, allora per ogni f & misurabile rispetto a ¥ e g : X — [—o0, +0o0] tale
che f(x) = g(x) per p-q.0. € X anche g & misurabile.

(b) Se p non & completa, allora per ogni f misurabile rispetto a ¥, esiste g non-misurabile
tale che f(z) = g(z) per p-q.0. z € X.

3. Sia (X, ¥, ;1) uno spazio misura e f : X — [~00, +oc] una funzione L'(u). Dimostrare che:
(a) L’insieme A := {x € X : f(x) = £oo} ha misura nulla u(A) = 0.

(b) L’insieme B := {z € X : f(z) # 0} ¢ o-finito, cioé & unione numerabile B = U B, di

neN
insiemi misurabili di misura finita u(B,) < +oo.

(¢) Per ogni € > 0, esiste un insieme misurabile C; € ¥ con misura finita pu(C:) < +o0 e

/ |fldp <e.
X\C.

4. Sia (X, ¥, u) uno spazio misura, {A, fneny C £ una successione di insiemi misurabili e siano:

Eﬂ%ﬁfln = U ﬂ A limsup A4, := ﬂ U A,

neNm>n n—+too neNm>n

Dimostrare che:
(a) x € liminf A, se e solo se appartiene definitivamente a A,,.
n—-+oo

(b) x € limsup A,, se e solo se appartiene ad un numero infinito di A,,.

n—-+oo
(c) minf(xa, (%)) = Ximint, 4, (2) € limsup(xa, ()) = Ximsup,_, ,.. 4, (2) per ogni
n—+00 n——+oo
r e X.
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(d) Seliminf A,, = limsup A,,, chiamiamo quest’insieme lim A,. Mostrare che, se p ( U An> <

neN
400, allora

) = (i)

Mostrare, con un controesempio, che la finitezza della misura dell’'unione & essenziale.



