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1. Dimostrare, utilizzando la definizione di rapporto incrementale, che le seguenti funzioni sono
derivabili per ogni « € R e calcolarne la derivata:

(a) f(z)=da" (a>0);

Utilizzando le proprieta elementari dell’esponenziale otteniamo:

lim
h—0

a
dove I'ultimo passaggio segue dal ben noto limite notevole lim

(b) f(2) = sina;

flz+h) - f(z)
h

Utilizzando le formule di addizione e sottrazione otteniamo:

i L@+ )~ f(@)

h—0

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo utilizzato i ben noti limiti notevoli lim

. sinh
e lim
h—0 h

(¢) f(z) = cosuz;

h

z+h T h
Coadtth—g oooalh—1 o
= lim ——— = lim a” = lim a” log a,
h—0 h h—0 h—0
h _
= loga.
h—0 8
sin(z + h) —sinzx
T RS0 h
. sinx cosh + cosxsinh — sinx
= lim
h—0 h
.. cosh-—1 sin h
= limsing——
h—0
= cosuz,

= 1. Dunque f’(z) = cos .

Come nel caso precedente otteniamo

lim
h—0

dunque f'(z) = —sinz.

flz+h) - f(z)

h

cosh—1

0
h—0 h
cos(z + h) — cosz
m
h—0 h
cosxcosh —sinxsinh — cosx
h—0 h
. cosh—1 . sinh
lim cosx——— —sinx
h—0 h h
—sinz,



2. Calcolare, utilizzando la linearita della derivata e il primo punto del precedente esercizio, la
et —e ” e*+e”*
derivata delle funzioni sinh z := — e coshz := %

Innanzi tutto, dall’ultimo punto del precedente esercizio con a = —, si ottiene che la derivata
e

1\* NN 1
die ™™ = () ¢ uguale a <> log — = —e™*. Dunque, dalla linearita della derivazione si
e e e

ottiene 1 ] 1 1
(sinhz)" = i(ew)’ -3 (e_"”)/ = 56"’” + 56_1 = cosh .
Analogamente si ottiene
1 1 1
(coshz) = i(ei)’ +5 (e_””)/ = 561 — e * =sinhz

3. Calcolare, utilizzando la regola di derivazione del prodotto e il primo esercizio, la derivata
delle seguenti funzioni:

(a) f(z) =2"sinz (n e N);
Poiché la derivata di sinz e data da cosz, allora dalla regola di derivazione del prodotto
otteniamo:

f'(x) = (") sinz + 2" (sinx)’ = na" 'sinz + 2" cosx = 2" (nsinz + xrcosx).

(b) g(x) = e“loglz| (ceR);
Scrivendo e“* = (e°)”, la sua derivata sara data da (e°)” - log(e®) = ce®”; dunque,

1 1
g (z) = () log|z| + e (log|z|) = ce®® log |z| + e“; = e (clog || + x) )

(¢) h(z) =e“cosxz (c€R).
Ragionando come nei casi precedenti si ottiene:

W (x) = () cosx + e (cosx) = ce® cosx + e (—sinx) = e (ccosz — sinx).

4. Dimostrare che la derivata del prodotto di tre funzioni fgh ¢ data da f'gh + fg'h + fgh'.
Dedurne una simile regola per il prodotto di un numero arbitrario di funzioni f;fs... fy,.
Posta F(x) = f(x)g(x), sara sufficiente applicare la regola di Leibniz al prodotto F(z)h(x) =
f(x)g(z)h(z) e applicare nuovamente la regola per calcolare F’(x):

(fgh) = (Fh) = F'h+Fh' = (f'g+ fg)h+ (fg)h' = f'gh+ fg'h+ fgh'.

Per il secondo punto, puo essere naturale pensare che la derivata del prodotto di n funzioni
sia data dalla somma di n termini, in ciascuno dei quali solo un fattore viene derivato, ovvero:

(fifo-oifu) =Ffifo- ot Aifofsofat o+ fio faoi S

Possiamo dimostrarlo formalmente procedendo per induzione: il caso n = 2 & la regola di
Leibniz, dunque possiamo supporre che sia vero per n — 1, ciog che la derivata di F(z) =
fi(x) ... fa—1(x) sia data da

F/(x):f{f?w'fnfl+f1féf3-~~fn71+"'+f1~~~f71171;



a questo punto, calcolando con la regola di Leibniz la derivata di F(z)f,(z) si dimostra la
formula anche per n:

(Ffn) = Ffu+Ff,
= (fiforifor+ fifafseo oo+ fro fosy) fa+ i fama £
= fifoeoi ot fifsfs o fat o+ fio fasi fr

5. Dimostrare, utilizzando la regola di derivazione del quoziente, che le seguenti funzioni sono
derivabili e calcolarne la derivata:

sinx

(a) f(z)=tanz = (aﬁ#k‘ﬂ'—i—%,kEN);
Utilizzando la regola della derivata del rapporto e i risultati del primo esercizio, abbiamo

) = (sinw)'cosz —sinx(cosx)’ cos? z + sin’ 1 |+ tan? .
cos? cos? x cos?
1
(b) f(w):cotx:? (x # km, k e N);
Con la regola della derivata del reciproco si ottiene
tan z)’ 1 1
fl(l'):—( 2):_00:322:v:_'2 )
tan“ x tan® x sin® x
inh
(¢) f(x) = tanha = smhm (x € R); Con la regola della derivata del rapporto si
cosh z
ottiene
(sinh )’ coshz — (cosh z)’ sinh
flz) =

cosh? z
2 .19
cosh” z — sinh” x

cosh 22

x —x 2 xT —x 2
e te ” _ [ ef=e""
(=) ~(57)
2
ette”®
(=5~)

e2z+2+6722_(621_2_672z)
1
cosh? z

1

cosh? z

6. Sia f : A — B derivabile in 2o € A e g : B — R derivabile in yo = f(z¢) € B.
Dimostrare che la composizione go f : A — R & derivabile in zq e la sua derivata vale

(go f) (o) = g'(wo) f' (x0).

Dedurne che, se f & invertibile e g = f~! & 'inversa di f, allora g & derivabile in ogni yo = f(z0)

. _1y—1 1
tali che f'(z0) # 0 e vale (f7') " (yo) = Flza)’
9() — 9(yo) y
Poniamo, per y € B, G(y) = Y — Yo Y7 Y Essendo g derivabile nel punto o,
9'(yo) Y=Y

G sara continua in yo e dunque poiché f(xg + h) h—>0 Yo, allora
—

}llig}) G(f(zo+h)) = G(}E}% f(zo +h)) = G(yo) = g' (o).



Quindi, dalla definizione di rapporto incrementale, otteniamo

9(f (o + h)) — 9(f(@0))

(90 () = lm
o (o ) g(Stz0) o o+ h) — (o)
=0 flwo+h) — flwg) A0 h
= %E)TBG( fzo + 1)) f' (20)
= 9'(yo)f' (o).
Infine, se ¢ = f~', allora 2 = (g o f)(x) per ogni z, dunque derivando i due membri

dell’'uguaglianza otteniamo

1= (2) = (g0 f)(x) =g (f(@) [ (2);

percio, se yo = f(zo) e f'(xo) # 0 otteniamo ¢'(yo) = Flwo)

. Siano f, g : I — R funzioni derivabili con g(x) # 0 per ogni « € I. Dimostrare che le funzioni
F(x) :=log|f(z)| e G(x) = €™ sono derivabili e calcolarne la derivata.

Calcolare infine la derivata di ® per x > 0.

Innanzi tutto, F' ¢ derivabile perché lo sono sia g che il logaritmo e log|f(x)| & sempre ben
definito perché f(x) non si annulla; per motivi simili & derivabile anche G.

Dall’esercizio precedente otteniamo:

1 f'(@)
F/ — 1 / _ ! - = / —
Analogamente,
Gl(x) = (ey)/‘y:g(x)g/@) = eg(x)gl(@-
Infine, scrivendo 2% = €l°8(*") = =18 pogsiamo calcolarne la derivata usando il punto
precedente:

1
(z%) = (emlog“”)/ = e%lo8T(glogz) = evlo8? <1oga: + xx) = 2" (logz + 1).

. Dimostrare, utilizzando la regola di derivazione dell’inversa, che le seguenti funzioni sono
derivabili e calcolarne la derivata:

(a) f(x) = arctanx (x € R);
Posta F(z) = tanz, allora f = F~!, dunque dal precedente esercizio deduciamo che se
x = arctan z, allora

(a) 1 1 1 1
€Tr) = = = = .
F'(z) 1+tan®z 1+ tan®(arctanz) 1+ 22
(b) f(x) = arcsinx (lz] < 1);
Possiamo ragionare come nel caso precedente con F'(z) = sinz e dunque
1 1 1 1 1
f/(x) = = = = =

F'(z)  cosz /1 —sin?» \/1 — sin?(arcsin ) Vi-a?

0 0
Notare che in questo caso —3 <z < 5 e dunque cosz > 0, dunque & stato possibile

scegliere la radice quadrata positiva.



9.

10.

(¢) f(x) = arccosz (l=] < 1).
Come nei casi precedenti, con F(z) = cos z:

1 1 1 1 1

/!
xT) = = —— = = — = .
f@ F(z) sinz /1 —cos?z /1 — cos?(arccos z) V1—a?

¢ x>0

Siaf(x):{o =0 per a > 0.

Dire, al variare di «, per quali x la funzione & derivabile e calcolarne la derivata f'(x).

Per x > 0 si puo utilizzare la derivazione della composizione di funzioni, scrivendo f(z) =
alogx
e :

alogzg
x

=T

(0% _
aZ — ¢ 1'
T

f/(x) = (ey)/|y:a10gfc(a logx)/ =e€

Dunque f & derivabile in ogni z > 0, indipendentemente da «.
Per la derivabilita in © = 0 e necessario applicare la definizione di limite di rapporto incre-

mentale: h h®
FO = FO) _ i P i
h—0 h h—0 h  h—0

quest’ultimo limite esiste (e vale 0) solo per a > 1, dunque deduciamo che f & derivabile in 0
solo per o > 1.

Sia f(z) := { g(—logx)ﬂ ii(o(?’ll)

Dire per quali valori di 8 la funzione & continua in z = 0 e/o in z = 1 e per quali ¢ derivabile.

Poiché, per ogni g € R, sappiamo che lin%x(flogaz)ﬁ = 0, allora f e continua in 0 per
r—r
ogni valore di 8. Quanto alla derivabilita, applichiamo la definizione di limite del rapporto
incrementale:
f(h) — f(0)
h

Poiché —logh h4>0 400, deduciamo che la funzione ¢ derivabile solo per g < 0: se 8 = 0
—

abbiamo f’(0) = 1 mentre per 3 < 0 abbiamo f/(0) = 0.

/ 1 1 . B
£(0) = lim lim (—log h)”.

In = 1 invece abbiamo lim f(x) = lim (—logz)®. Poiché —logz — 0, questo limite varra
r—1 r—1 r—1

0 se e solo se 8 > 0, e dunque questi sono gli unici valori per cui f & continua in 1.

Quanto alla derivabilita, abbiamo

f(L+h) = f(1) (1+ h)(—log(1+ h))?

L A D
iy sl 1)’
_ B _h)B
= o R i
= e
Dunque, se 3 < 1 allora f’(1) non esiste, se 3 = 1 abbiamo f'(1) = —1 e infine se 8 > 1

abbiamo f’(1) = 0.



11.

2. (1
Sia f(x) := oS (m) r 70 )
0 z=0
Dire per quali z la funzione ¢ derivabile e calcolarne la derivata f’(z). Dire per quali z la
derivata f’ & continua.

Per x # 0 la funzione & chiaramente derivabile, in quanto composizione di funzioni derivabili;
applicando le regole viste finora, otteniamo

f'(x) = 2z sin (1) + 2% cos (1> . f% = xsin <1> — cos <1> .
x x x x x

f & anche derivabile in 0 perché il limite del rapporto incrementale vale

PR (0 R £ () B |
FOr=m = s )
. (1 o N . . .
che vale 0 perché 0 <« —h<hsin| - ) <h — 0.Tuttavia, f’ non e continua in 0 perché
n—+o0 h h—0
non esiste
. . (1 1
lim 2zsin [ — | —cos|( — | :
z—0 xT T
. qo e 1 .
se x = —— con n intero, il limite ¢ 1 mentre per t = —— & —1.
2nm (2n+1)m



