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ARGOMENTO: DISEQUAZIONI, INSIEMI DI DEFINIZIONE

Determinare I'insieme di definizione e il segno delle seguenti funzioni:

1. f(z)=a° 22 — 8z
Innanzi tutto, f(z) ¢ ben definita per ogni z reale. Poiche tutti gli addendi hanno il fattore

T, possiamo scrivere
x(w4—2m2—8) < 0.

Per studiare il secondo fattore, applichiamo la sostituzione y = 22 e consideriamo il polinomio
y? — 2y — 8, che ha per zeri y = —2 e y = 4; dunque, la disequazione equivale a

z(x2+2) (3:2 74) <0,
che a sua volta si scompone in
z (2?2 +2) (z —2)(z+2) <0.

I segni dei vari fattori sono:

] [z<-2[-2<2<0][0<z<2][z>2]

T - — + +
e +2] + + + +
r—2 || — — — +
z+2 || - + + +
[f@) 1= T+ = K

Dunque, f(xz) >0per =2 <z <0ex >2; f(xr) =0perz =-2,0,2e f(zr) <0 per z < —2
el0<x <2

2. f(z) =z +1] — |2z - 3|
f(z) & definita per ogni z € R.

Per studiarne il segno, consideriamo innanzi tutto le quantita all’interno dei moduli: per z >

sono entrambe non-negative, per x < —1 sono entrambe negative mentre per —1 < x <

abbiamo 2x —3 <0<z + 1.
Dunque, possiamo scrivere

—(x+1)+2x-3) sex<-—1 xr—4 sex<-—1

fz) = (x+1)+ (22 —3) seflgx<% —J 3z-2 se71§x<g
3 3
(x+1)— (22 —3) sea:2§ 4—x sexzi

Vediamo cosa succede nei tre intervalli in cui varia la definizione di f.
Quando z < —1, f(x) > 0 se e solo se > 4, ma questo non ¢ mai verificato quindi f(z) <0



per z < —1.
3 2 2
Se -1 <z < 3 allora f(z) > 0 quando = > 3’ dunque, f(z) < 0per —1 <z < 3’ flz)=0

2 2 3
perzzgef(x)>0per§:z:<§.

3
Infine, per z > 3 abbiamo f(z) > 0 quando z < 4, quindi f(z) < 0 per > 4, f(z) =0 per
x=4e f(x) >0 perz >4

2 2
Riassumendo, f(x) € positiva per 3 < x < 4,siannulla in z = 3 e x = 4 ed e negativa per
2
< -ex>4
Tlgex
1—¢€"

. flr) = —————
f(@) 26 — 723 — 8
La funzione non ¢ definita per le x che risolvono il polinomio al denominatore. Quest’ultimo

diventa, scrivendo y = z°, y?> — Ty — 8, che ha per radici y = —1 e y = 8. Dunque, il
denominatore di f(z) vale 0 quando 2® = —1 oppure 2® = 8, quindi f() non & definita in
r=—-lex=2.

Per studiare il segno di f scriviamo il denominatore come 2% — 72% — 8 = (x3 + 1) (:v?’ — 8) e
studiamo il segno dei vari fattori:

] [z<-1][-2<2<0]0<a<2][z>2]

1—e" + + — —
2® +1 — -+ + +
3 —8 - — — +
Numeratore + + — —
Denominatore || + — — +

[ /(@) [+ [- [+ - ]

Dunque f(z) >0perz < —lel0<z <2, f(x)=0perz=0e f(z) <O0per -1 <z <0e
x> 2.

Cf@)=VT—e® —Ver —2

La funzione e definita quando gli argomenti delle radici sono entrambi maggiori o uguali a 0,
cioe 2 < e” <7, ovvero log2 < z < log?7.

f(z) > 0 equivale a

\/7—e$>\/e$—2,

che equivale a richiedere la stessa disuguaglianza tra gli argomenti delle radici:
T—e" >e" —2.
Quest’ultima relazione si verifica per e < g, cioe = < log g Analogamente, f(z) = 0 per
leogg e f(xz) <0 perz >logg.
Intersecando con 'insieme di definizione di f(z) otteniamo f(x) > 0 per log2 < = < log g,

9 9
f(:c):()perleogi e f(z) <0 per logi <z <logT.

4 cos(x)® — 3cos(x)
) = o LoD Beosl
2 + sin(x)
Affinché f sia definita bisogna imporre che I'argomento della radice non sia negativo e che il

denominatore non sia nullo. Quest’ultimo perd & sempre positivo, dal momento che sin(z) >
—1.




Le condizioni di esistenza equivalgono dunque alla non-negativita del numeratore, che si puo
fattorizzare come

4cos(z)® — 3cos(x) = 4 cos(z) <c05(x)2 — i) = 4 cos(z) (cos(ac) + ?) (cos(x) - ?) .

Studiamo dunque il segno dei singoli fattori:

O<zx< |z <xr < Tz <z < > <xr < ’ <zr< 3 <z < 1 1
T< - | = <r< - | <2< =T | =T < < =T | =A<< =T | =A< T < —T | —7 <
616 2 12 6 6 6 2 6 6
cos(z) + + - - — + +
3
cos(z) — g + — - - — — +
3
cos(x) + g + + + - + + +
| f() [+ [ - [+ [ - [+ [ - +
N . . T )
f(x) & dunque definita (considerando solo 0 < z < 27) per 0 < x < 6 3 <z< 6™

11
67T§x§77re—w§x<27r.

Quanto al segno, essendo f definita come una radice quadrata sara sempre positiva fintanto
che e ben definita, ad eccezione dei suoi zeri.

5 7 3 11
Nel nostro caso, f(z) =0 per z = %, g, 5" ™ dunque f(x) > 0 per 0 <z < %,
™ 5 7 3 11
—<zrx<-=-m << e —7m < x < 27T.

2 6 "6 2 6

z(xz + 2)(x + 3)
Affinché f sia definita & necessario che il denominatore della frazione sia diverso da zero,
che accade quando x # 1, e che 'argomento del logaritmo sia positivo. Il numeratore & gia
fattorizzato mentre il denominatore € positivo per x > 1, dunque possiamo studiarne i segni:

] [zr<-3]3<z<—2]-2<z<0[0<z<l[xz>1]

T — — — + +
z+2 - - + + +
x+3 - + + + +
0 —1 — — _ _ 4
Numeratore - + — + T
Denominatore — — — _ +
z(x+2)(x+3

e [ | N — T,

3 —1

f & dunque definita per x < =3, 2 <ax <0exz > 1.
Per studiare il segno di f, notiamo che & positiva se e solo se ’argomento del logaritmo &
maggiore di 1:
x(zx+2)(x+3)
3 —1

Scrivendo il membro di sinistra come un’unica frazione e semplificando i termini si ottiene

—1>0.

5a2 + 6z + 1

> 0.
3 —1



1
Il numeratore ha per zeri x = —x e z = —1, dunque si fattorizza come 5z + 6z + 1 =

1
5(z+1) (az + 5). La situazione, fattore per fattore, e:

T T
r< =3 2<z<-1 —1<x<—5 —S<m<0 z>1

x+1 — — + + +

T
$+g - - + +
;1:3—1 — — — +
Numeratore + + — + i
Denominatore - — — — +
z(x+2)(x+3
HEECET N R I N - .

x5 —1
R " 1 . 1 .

f(z) & dunque positiva per -1 <z < —— e 2 > 1, si annulla per t = -1 e z = % ed e

negativa per r < =3, -2 <z < —le ~ <z <0.



