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a.a. 2005-2006 Esercizi 6. Somma e intersezione di sottospazi, formule di Grassmann.

1. Siano dati i sottospazi di IR
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x1 + x3 = 0

x2 + 2x3 = 0

}.

(i) Calcolare l’intersezione V \W .

(ii) Calcolare dim V , dim W e dim V \W .

(iii) Calcolare dim(V + W ).

(i) Un generico elemento di V è un vettore della forma

v = ↵

0

@
1

0

�1

1

A
+ �

0

@
�1

2

�1

1

A
=

0

@
↵� �

2�
�↵� �

1

A , ↵,� 2 IR.

Determiniamo per quali valori di ↵, � il vettore v soddisfa il sistema che definisce W . Sostituendo

troviamo ⇢
(↵� �)� (↵ + �) = 0

2� � 2(↵ + �) = 0

, ↵ = � = 0.

Dunque V \W = {O}.
(ii) dim V = 2 (i generatori di V sono linearmente indipendenti); dim W = 1 (il sistema lineare

omogeneo che definisce W ha due equazioni indipendenti); dim(V \W ) = 0.

(iii) dim(V + W ) = 2 + 1� 0 = 3. In particolare, V + W = IR

3
.

2. Siano dati i sottospazi di IR
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(i) Calcolare l’intersezione V \W .

(ii) Calcolare le dimensioni dim V , dim W e dim V \W .

(iii) Calcolare dim(V + W ).

Determiniamo per quali valori di ↵, � il generico vettore v =
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A 2 V soddisfa il sistema

che definisce W . Sostituendo troviamo

↵� ↵ = 0.

Dunque V ⇢ W . Poiché dim V = 2 e dim W = 2 (il sistema lineare omogeneo che definisce W ha

una equazione non banale), si ha che V = W = V \W = V + W . In particolare, dim(V \W ) = 2

e dim(V + W ) = 2 + 2� 2 = 2.
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6 M.GUIDA - S.ROLANDO

ESERCIZIO. Dati in R4 i vettori

u1 = (0, 1, 2, 1) , u2 = (1, 1, 0, 0) , u3 = (0, 1, 0,−1) , u4 = (1, 1,−1,−1) ,

determinare dimensione e una base dei sottospazi W = L (u1,u2,u3,u4), W1 = L (u1,u2),
W2 = L (u3), W3 = L (u3,u4), W4 = L (u1,u2,u4).
Fare lo stesso per le somme W1 + W2, W1 + W3, W2 + W4 e le corrispondenti intersezioni,
evidenziando eventuali coppie di sottospazi supplementari in W .

Ricordiamo che Rn è lo spazio vettoriale (reale) delle n-uple ordinate x = (x1, ..., xn) di numeri
reali x1, ..., xn ∈ R, il cui vettore nullo è 0Rn = (0, ..., 0).
L’insieme (e1, e2, ..., en) delle n-uple definite da

e1 = (1, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, 0, ..., 0) , ... , en−1 = (0, ..., 0, 1, 0) , en = (0, ..., 0, 1)

è una base per Rn (detta base canonica) e pertanto risulta dimRn = n. Le entrate x1, ..., xn
del generico vettore x = (x1, ..., xn) ∈ Rn coincidono con le componenti di x rispetto alla base
canonica di Rn:

x = (x1, ..., xn) = x1 (1, 0, ..., 0) + x2 (0, 1, 0, ..., 0) + ...+ xn (0, ..., 0, 1) =
n[

i=0

xiei,

cioè [(x1, ..., xn)]C = (x1, ..., xn).

Svolgimento. Tutti gli spazi da studiare sono ovviamente sottospazi di R4.

Iniziamo col considerare W = L (u1,u2,u3,u4). Disponendo di un suo insieme di generatori,
una sua base può essere determinata in due modi:

(i) individuando un sottoinsieme di {u1,u2,u3,u4} che sia massimale rispetto all’indipendenza
lineare (cioè costituito da vettori l.i. e tale che i vettori di ogni altro sottoinsieme di {u1,u2,u3,u4}
che lo contiene risultino l.d.);

(ii) riducendo per righe la matrice dei vettori u1,u2,u3,u4 (rispetto a una base qualsiasi di R4)
e leggendo quindi le componenti (rispetto alla medesima base di R4) di una base di W sulle
righe non nulle della matrice ridotta.

Vediamoli in opera entrambi.

(i) Utilizziamo il metodo degli scarti successivi.

• Il vettore u1 = (0, 1, 2, 1) è l.i., perché non nullo.
• Controlliamo l’indipendenza lineare di u1,u2.
Poiché due vettori sono l.d. se e solo se almeno uno è multiplo dell’altro, è evidente
che u1 = (0, 1, 2, 1) e u2 = (1, 1, 0, 0) sono l.i. (nessuno è multiplo dell’altro).

• Controlliamo l’indipendenza lineare di u1,u2,u3.
Sia au1 + bu2 + cu3 = 0 con a, b, c ∈ R, cioè (b, a+ b+ c, 2a, a− c) = (0, 0, 0, 0). Ciò
significa

;
AA?

AA=

b = 0
a+ b+ c = 0
2a = 0
a− c = 0

;
AA?

AA=

· · ·
· · ·
a = 0
−c = 0

che equivale a a = b = c = 0.

Dunque u1,u2,u3 sono l.i..

• Controlliamo l’indipendenza lineare di u1,u2,u3,u4.
Siano a, b, c, d ∈ R tali che au1 + bu2 + cu3 + du4 = 0, che significa

(b+ d, a+ b+ c+ d, 2a− d, a− c− d) = (0, 0, 0, 0) .


