Sapienza Universita di Roma — Corso di laurea in Ingegneria Elettrotecnica
Geometria - A.A. 2017-2018 — prof. Cigliola
Foglio n.10 — Somma e intersezione di sottospazi vettoriali

Esercizio 1. Sono dati i vettori v; = (-1,0,0), va = (2,1,-1) e v3 = (1,1,-1) di R%. Sia W =
Z(v1,v2,v3). Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni
parametriche ed un complemento diretto per W.

T =1t+2s
[dimW =2, codimW =1, By ={vi,v2 }, W: {ag9=3s ,xo+23=0, U =2((0,1,0))]
I3 =—8§

Esercizio 2. Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni
parametriche ed un complemento diretto per W ¢ R*, dove

W =2((2,-1,1,1), (0,0,0,0), (1,-1,1,1), (1,0,0,0), (4,-2,2,2)).

Esercizio 3. Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni
parametriche ed un complemento per U ¢ R?, dove

U=2((1,-3,-2), (0,-1,-1), (0,2,2), (0,0,0), (-1,2,1)).
Esercizio 4. Sia dato il sottospazio di R*
E:{(xl,xg,xg,x4) GR4|x1—w2:2x1 +x3+2x4:0}.

Si determinino due basi distinte & e £’ di E. Trovare le matrici del cambiamento di base ed
entrambe le equazioni del cambiamento di coordinate nel passaggio da una base all’altra.

. . (1 0) (1 1) (2 1) (-1 -1 .
Esercizio 5. Sia dato U = f((o 0), (0 0), (0 0), (0 0 )) sottospazio di Ms(R). De-

terminare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U.

[dimU =2, codimU =2, By = {(1 0) , (1 1)}, detto (I1 $2) il generico elemento dello spazio

0 0 0 0 T3 X4
r1=1t+s
. - . T2 =8 . x3=0
ambiente, U ha equazioni parametriche date da e cartesiane , un
T3 = Ty = 0
Ty = 0

complemento diretto e W : {((1) 8)» (8 (1))}]

Esercizio 6. Sia dato

T={f(z)eR[z]|deg f(z) <2, f(-2)=0}u{0}

sottospazio vettoriale di R[z]. Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni
cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per T'.

[dimT =2, codimT =1, una base & By = { z+2, z2-4 }, detto ax? + bx + ¢ il generico polinomio

a=a
dello spazio ambiente, T ha equazioni parametriche date da: {b=10 e cartesiane
c=2b-4a

{4a -2b+c¢=0, un complemento ¢ dato da W =.Z(1)]

Esercizio 7. Sia dato S il sottoinsieme di R[z] definito da
S={f(z)eR[z]| f(-1) = f(1) =0, deg f(z) <4} u{0}.

sottospazio vettoriale di R[z]. Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni
cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per S.



[dim S =3, codim T = 2, una base ¢ HBg = {372 -1, 23 -z, z*-1 }, detto az* + bz +ca® +dr +e il

a=a
b=10

generico polinomio dello spazio ambiente, S ha equazioni parametriche date da: {c¢=—¢ e
d=-b
e=-a-c

-b+c-d+e=0
cartesiane | ¢ c un complemento ¢ dato da W =_.2(1, z)]
a+tb+c+d+e=0,

Esercizio 8. Sia n un intero positivo. Dimostrare che gli insiemi Sym.,(R), ASym,(R) sono
complementari in ., (R). Calcolare inoltre la loro dimensione e determinare una loro base.

2 "2 _,
[le dimensioni valgono rispettivamente ”TM, S

enj
Esercizio 9. Si considerino i sottospazi U = £((2,k,1), (k,2,0)) e W = £((0,0,k)) di R?. Al
variare di k € R, determinare la dimensione ed una base di U + W e di U nW. Per quali valori di &k
i sottospazi U e W sono complementari (ovvero si ha U @ W = R3)?

[per k+0,2,-2 si ha dimUnNW =0 e dimU + W = 3,
per k=0si hadimUnW =0edimU +W =2,

per k=2,-2si hadimUnW =1edimU+W =2,
gli spazi sono complementari per k # 0,2, —2]

Esercizio 10. Si considerino i sottospazi S = Z((-1,h,-2), (0,-2,h)) e T = Z((h,h,h)) di R3.
Al variare di h € R determinare la dimensione ed una base di S+7T e di SnT. Per quali valori di A
S e T sono sottospazi complementari?

Esercizio 11. Siano dati i sottospazi A = £ (22 -1, ~kz?+1) e B = Z(kaz®+k, kr+2?) di Re[x].
Al variare di k € R, determinare la dimensione ed una base di A+ B e di An B. Per quali valori di
k il vettore 22 — 2kz + 1 appartiene ad A + B?

.. . . N .. 1 1 2k 0
Esercizio 12. Sia Z il sottospazio di .#5(R) generato dalle matrici A; = 0 kl¢€ Ag = 1 k)

Al variare di k € R, determinare un sottospazio complementare di Z.
C 10 0 0
[per ogni k si usi Z = .,2”((0 O)’ (0 1))]

1 _1) € #>(R). Dimostrare che I'insieme

Esercizio 13. Sia data la matrice A = (2 0
T={XeM(R)|AX =XA}

& sottospazio vettoriale di .#5(R). Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni
cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per T'.

Esercizio 14. Dimostrare che 'insieme

U:{(a—b% _0)6//{2(1@

a

a,beR }
¢ sottospazio vettoriale di .#5(R). Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni
cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per U.
Esercizio 15. Dimostrare che 'insieme
W= {a—b+am+bx2 € Reo[x] | a,beR}

& sottospazio vettoriale di R¢s[x]. Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni
cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per W.



Esercizio 16. Nello spazio vettoriale Re¢s[ X ], si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:

U={f(X)eRg[X] | f(1)=0},
W={a+(b-2a)X+(a-b)X> | a,beR},

Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U, W, U+W e UnW.

Esercizio 17. Nello spazio vettoriale Re¢s[ X ], si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:

U={f(X)eRg[X] | f(-1)=/(0)=0},
Wz{a3X3+a2X2+a1X+aoeR[X] | 2CLO+CL1—QCL2+CL3=a0+CL1+CL2+CL3=O},

Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U, W, U+ W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta. Completare
una base di U n W ad una base di W.

asz = as

as =asg + ay {aO:O

[@U={$3+$7 x2+m}, ,dimU =2, codimU =2

al = ay az+ay; —ag =
ap = agp
as = as
as = ao 2a0+a1—2a2+a3:0 . .
(@W:{IS_I’ 1;2_31,.%3}7 , dim W = codim W = 2;
a1:—3a2—a3 a0+a1+a2+a3:0

apg = 3(12
U+W =Rg[z] eUnW ={0}, U e W sono spazi complementari]

Esercizio 18. Nello spazio vettoriale .#3 2(R), si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:

ar a2 -b =0
U=1[b b |ettsa(®) {C“ 1ra
1 o a2+b2—62:0
a; as a1 +az2=0
W = b1 b2 € %372(R) bl - b2 =0
1 C2 c1+c=0

Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U, W, U +W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta.

1 0\ (0 0\ (0 1 0 1 -1\ (0 0\ (0 0
%y =10 ol , [t o] [o o], 1|V aw=1{lo o], [1 1], [o o
-1 0/ \t o/ \o 1 1 o o/ \o o \1 -1

0
0
0
1 1
U+W = Ms52(R), Buaw = (—1 1], U e W non sono a somma diretta]
0

Esercizio 19. Nello spazio vettoriale R®, si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:

U=%2((1,1,0,-1,1), (-1,1,0,0,1), (0,0,0,0,0), (0,2,0,-1,2), (0,1,0,-1,0))

1 — T2 +2T3 = 0

T +2x4 —25=0
Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U, W, U +W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta.

5
W = { ($1,$2,$3,1‘4,$5) eR

[U e W non possono essere a somma diretta,

Py ={(1,1,0,-1,1), (-1,1,0,0,1), (0,1,0,-1,0)}

Pw ={(1,0,-1,0,1), (0,1,1,0,0), (0,0,0,1,2)}

PBoww ={(1,1,0,-1,1), (-1,1,0,0,1), (0,1,0,-1,0), (1,0,-1,0,1), (0,1,1,0,0)},
PBuaw ={(0,0,0,1,2)}]



Esercizio 20. Nello spazio vettoriale R, si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:
21’1 —21‘2—1’3 =0
T1+x4—25=0

T1—x9+x3=0

5
U= { (21,2, 23, 24,25) € R

5
W = (Il,IQ,Ig,I4,$5)€R To+2x3-1x4=0
Ty = 0
Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche

ed un complemento per U, W, U + W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta.

Esercizio 21. Nello spazio vettoriale .#5(R), si considerino i seguenti sottospazi vettoriali:

U= @ a2 G%Q(R) {a1+a2+b1+b2:0
by bo

vee((7 (3 D)

Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche
ed un complemento per U, W, U+ W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta.

Esercizio 22. Siano dati
V:{(m7y)eRz|m+y:0}

W:{(z,y)eRZ‘z—y:O}.

Provare che V e W sono sottospazi vettoriali di R? e verificare che VUW non & sottospazio vettoriale
di R?. Qual ¢ il pit1 piccolo sottospazio vettoriale di R? che contiene V U W? Determinare una sua
base.

Esercizio 23. In R* sono dati i vettori v; = (1,1,0,0), v2 = (0,0,1,1) e vz = (1,1,2,2). Siano poi
U=2(v1,v2,v3) €

W:{(at,y,z,t)eR4|x+y+z—t:0}.
Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane, equazioni parametriche

per U, W, U+W e UnW. Dire se U e W sono a somma diretta.

Esercizio 24. In R3 siano dati i sottospazi U definito dall’equazione z+y—2z = 0 e W quello generato
da (2,4,6) e (1,3,1). Determinare la dimensione, la codimensione, una base, equazioni cartesiane,
equazioni parametriche ed un complemento per U, W, U+W e UnW. Dire se U e W sono a somma
diretta.

Esercizio 25. Si consideri il sottoinsieme W di .#5(R) definito da
U={Ae#r(R) | A=AB},

1
0 -1
equazioni cartesiane, equazioni parametriche ed un complemento per U, W, U+ W e UnW. Dire

se U e W sono a somma diretta.
2 1 0 0 0 1 1 0 0 0
SR {0 Y | T Y o M |

B = {(‘2L f)} U+W = Mo(R)]

dove B = ( ) Sia poi W = Syms(R). Determinare la dimensione, la codimensione, una base,

Esercizio 26. Sono dati i sottospazi di R*

U= { (21, 22,23,%4) 6R4|x1—2x2+x4 :0}

V:{($17x2,$3,$4)€R4|$1—21‘2+l‘4=l‘1 +J}2+.Z‘3:O}.

Completare una base di U n'V ad una base di U + V.



Esercizio 27. Sono dati i sottospazi di R*

U={($1,$2,$3,$4)€R4|$1—l‘2+l‘4=$2+$3:0}

V:{($1,x2,x3,x4)eR4|$1+x3+x4:xl +x2+x3:0}.

(i) Calcolare la dimensione di U, V, U+V ed UNnV.
[rispettivamente 2,2,3,1]

(ii) Completare una base di U, V, U+V ed UnV ad una base di R*.
Esercizio 28. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione 4 e sia & = {e1,€ea,e3,e4} una sua
base. Siano
Y = L(e1 —2ey; e1 +e3; 3ep —4deg +e3)
Z = f(eg - 363; e — 262 + 763,)
(i) Si determinino basi e dimensioni di Y, Z, Y nZ ed Y + Z.
[(@Y :{61—262; €1+€3}
ggz = {62—363; €1 —2€2+763}
«%YmZ = {61 - 262 + 763}

By +z = {e1 - 2eq; e1 +e3; ea — ez}

(ii) Stabilire se la somma di Y e Z & diretta.

[la somma non puo essere diretta perché i quattro generatori di Y e Z non coinvolgono il
vettore vy]
(iii) Trovare un complemento diretto di Y nZinY,in Z,in Y +Z ed in V.

Esercizio 29. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione 5 e siano F ed F' suoi sottospazi di
dimensione 3 e 4 rispettivamente. Fornire una stima per le dimensioni di £+ F ed En F.

[4<dimE+F<5 2<dmEnF<3]
Esercizio 30. Siano dati in R® i sottospazi vettoriali EJ,, generato dai vettori vy = (2, 1, 0), vg =
(0,2, h) e vs=(2, 3, h), dove h & un parametro reale, ed
F:{(x, y, z) €R3 | x—y:y+z:0}.
Stabilire per quali valori di h si ha che Ej, ® F = R3.
Esercizio 31. Siano dati in R* il sottospazio E generato da u; = (1,1,2,0) ed uy = (0,1,0,1), ed
r-2z=0

il sottospazio F} definito dalle soluzioni del sistema , con k parametro reale. Per
y+z+kw=0

quali valori di k la somma E + F}, ¢ diretta?

[k+1/3]

Esercizio 32. Si considerino i sottospazi di R*
V1 =2((2,1,0,1), (1,2,3,2), (1,0,-1,0))
Vo = {(x,y,z,t) eR? | 2x+2y+z+2t:2x—z:y+z+t:0}.
(i) Determinare le dimensioni di V; e Va.

(ii) Stabilire se R* =V} @ V5.



Esercizio 33. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 con base { v1, v, v3, v4 }. Considerare
in V i sottospazi:

U=%(v1+2v3—v4, v1—Vy+v3—0y, U1+7V2)
W =L(vi +vg+v3, Va+v3+vg, v —Us—1y)
(i) Trovare le dimensioni di UnW e U + W.
[dimU +W =4, dimU nW = 2]
(ii) Stabilire se U e W sono sottospazi complementari. [no]

(iii) Completare una base di UnW ad una base di U + W.

[Buaw = {3v1 + 209 + 205 — vy; 201 +v3 — V4 }

Busw = {301 + 209 + 203 — vg; 201 + V3 — Vg5 V] + 203 —Vg; U] + Vg + U3} |



