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Abstract

Nonostante |lo spazio dei moduli delle curve
Ssia stato intensamente investigato da piu di
un secolo a questa parte, la sua geometria bi-
razionale rimane tuttora misteriosa sotto molti
aspetti. Nel mio intervento mi propongo di de-
lineare il quadro delle conoscenze attuali in ma-
teria focalizzandomi sui problemi aperti che mi
sembrano piu significativi (cono ampio, cono
effettivo e questioni collegate).



Mg,n

spazio dei moduli delle curve stabili n-puntate
di genere g

[(Cip1,---,Pn)] € Mg

C curva proiettiva, connessa, ridotta, di genere
aritmetico g con al piu nodi ordinari come sin-
golarita

(p1,...,pn) €nnupla ordinata di punti lisci di C
ogni componente razionale di C' contiene al-
meno tre punti speciali (o singolari o marcati);
equivalentemente, il gruppo di automorfismi di

C e finito.

MQ — Mg,o



Mgy n & una varieta irriducibile proiettiva nor-
male con singolarita di tipo quoziente finito
(localmente quoziente di una varieta liscia per
un gruppo finito) e canoniche (ogni forma pluri-
canonica sulla parte liscia si estende a una for-
ma pluricanonica su una desingolarizzazione).

Problema: studiare la geometria birazionale
di My e in particolare di M.

Severi, 1915:

le curve di dato genere p formano una vari-
eta algebrica H irriducibile. Ritengo probabile
che la varieta H sia razionale o quanto meno
che nell’equazione di una curva piana di genere
p I moduli si possano far comparire razional-
mente. La considerazione delle curve piane
minime di dato genere p, mostra agevolmente
che questo fatto e vero per p < 11; la consid-
erazione delle curve sghembe minime di genere
p, definite come intersezioni parziali di super-
ficie, permette di salire ad ulteriori valori di p;
ecc.



Problema meno ambizioso: calcolare la di-
mensione di Kodaira di M.

Definizione: |la dimensione di Kodaira di una
varieta proiettiva X e la massima dimensione
dell'limmagine di X in PN tramite la mappa
razionale determinata dal sistema lineare [mK|,
dove K ¢ il divisore canonico e m > 1, oppure
—1 se |/mK| =0 per ogni m > 1.
Osservazione:

razionale —= unirazionale —

—= razionalmente connesso —

——> unirigato =—

— dimensione di Kodaira negativa.

Problema: determinare il divisore canonico di
M.



M, aperto di M, corrispondente alle curve
lisce

Harer, 1983:

H?2(Mg,Q) =Q- A

dove X\ € la classe di Hodge:
A i=-c1(N)

i Mg — My

N\ ‘= Tewr

wr fascio dualizzante relativo

N\ fibrato di Hodge, informalmente: fibrato vet-
toriale di rango ¢ la cui fibra sul punto [C] in
Mg & lo spazio delle forme olomorfe HO(C, K¢)



A = Mg\ My bordo (di codimensione 1)

Componenti irriducibili:

e Ap, il cui elemento generico € rappresen-
tato da una curva irriducibile con un solo
nodo;

o A; (i1=1,...,]g9/2]), il cui elemento gener-
ico € l'unione di una curva liscia di genere
¢ € una di genere g—1 che si intersecano in
un nodo.

5, 9; le classi di A, A; (+ = 0,...,|g/2]) in
PiC(Mg)(X)Q

Arbarello e Cornalba, 1987:

Pic(Mgy) ® Q & liberamente generato da \ e §;
(1=0,...,]19/2])



Harris e Mumford, 1982:

K divisore canonico di M,

K =13\ — 25+ 363

Eisenbud e Harris, 1987:

E’, divisore di Brill-Noether in Mg, corrispon-
dente alle curve C di genere g che possiedono

una serie lineare speciale g; di dimensione r e
grado d con numero di Brill-Noether p(g,r,d) =

g—(r+1)(g—-d+r)=-1
By =m((g+3)A - (552) s0 - I itg - ) &)
Corollario:

Se g > 23 allora K = cE)+ E con E effettivo e
c > 0, in particolare la dlmen5|one di Kodaira
di My & positiva per g > 23.

Problema: ese g <227



Harris e Morrison, 1990:

Congettura: se E = a—bdg — X2 b5, & un
divisore effettivo su My, allora

a
>4+ =
b — +g+1

In particolare, per g < 22 nessun multiplo di
K e effettivo e la dimensione di Kodaira &
negativa.

Problema: come provare la Congettura 7

Principio: se B C Mg, € una curva passante
per il punto generale di Mg, allora per ogni di-
visore effettivo E su My si ha E.B > 0. In par-
ticolare, se £ = a)\—bdo—ZiLi/fJ b;0; e A;.B=20
per ogni ¢ > 1, allora

0.B

a
o> 7
b — A\.B



Tan, 1998:
La Congettura vale per ¢ <11, g # 10.

Idea: la curva generale di genere g < 11, g #
10, si muove in un fascio di Lefschetz di sezioni
iperpiane di una superficie di tipo K3.

Farkas e Popa, 2002:
La Congettura & falsa in Mg.

Idea: il divisore effettivo determinato dalle curve
di genere 10 che giacciono su una superficie di
tipo K3 fornisce un controesempio.



Bruno, Fontanari e VVerra, in preparazione:

Sia E = a\—bdg— ZLg/ I'p,6; un divisore effettivo
su M.

e se ¢ = 12 allora 7 > 7, in particolare la
Congettura & vera in My,

— a 27
e se g =13 allora § > 5~
— a 20

Idea: |la curva generale si muove su una super-
ficie canonica che é intersezione completa di
ipersuperficie di grado basso.



Problema: determinare il cono effettivo di
M.

Rulla, 2001:

Proposizione: il cono effettivo di M3 & I'invilup-
po convesso di Ag, A7 e del divisore H cor-
rispondente al luogo iperellittico.

Domanda: il cono effettivo di M, & simpli-
ciale per ogni g, magari generato dai A; e
da analoghi di H (ad esempio, il divisore di
Brill-Noether) 7

Osservazione: il cono effettivo non & noto
nemmeno in genere zero!



mO,n
Fulton, 1996:

Congettura: ogni divisore effettivo su Mg,
e linearmente equivalente a una combinazione
effettiva di divisori di bordo.

Keel 2000, Vermeire 2002:
La Congettura di Fulton é falsa per n > 6.

Idea: ﬂoﬁ & ottenuto a partire da P3 scop-
piando successivamente cinque punti generali
e le trasformate proprie delle corde per ogni
coppia di punti (modello di Kapranov). La
trasformata propria di una quadrica liscia di P3
e un divisore effettivo che non € combinazione
lineare effettiva di divisori di bordo.

Hassett e Tschinkel, 2001:

Determinazione di un sistema di generatori per
il cono effettivo di Mg e utilizzando pesante-
mente il calcolatore.



Problema analogo: determinare il cono am-
pio di Mg.n.

Mg n ha una stratificazione naturale per tipo
topologico, gli strati di codimensione k cor-
rispondono alle curve con almeno k punti sin-
golari.

Fulton, 1996:

Congettura: un divisore su Mgy, &€ ampio se
e solo se ha intersezione positiva con tutti gli
strati unidimensionali.

Gibney, Keel e Morrison, 2002:

Teorema: la Congettura di Fulton su Mg, €
implicata dalla Congettura corrispondente su
Mo g+, Pertanto la Congettura & vera su My,
per ogni g € per ogni n se e solo se & vera su
Mo, per ogni n.



Domanda: se un divisore su Mg, ha inter-
sezione non-negativa con tutti gli strati uni-
dimensionali segue che e linearmente equiva-
lente a una combinazione effettiva di divisori
di bordo 7

Osservazione: una risposta affermativa im-
plicherebbe la Congettura di Fulton: infatti, se
D €& un divisore come nella domanda e C € un
ciclo effettivo unidimensionale tale che D.C <
0, allora C C A e si conclude per induzione.

Farkas e Gibney 2001, Fontanari 2003:

Proposizione: per n < 6 la risposta e affer-
mativa.

Idea: esprimere i divisori in una base opportuna
definita induttivamente.



Per n > 7 & un problema aperto!

Arbarello, Fontanari e Morrison, programma:.
Formulare in termini di una base opportuna
una Congettura piu debole su ﬂO,n che im-
plichi la Congettura di Fulton su M.

Gibney, 2003:

Verifica della Congettura di Fulton su My per
g < 24 utilizzando pesantemente il calcolatore.



